一 一 


[ 美 ] 陈 惠 开 教授 论文 选集 
一 一 网 络 图 论 . 量 纲 分 析 .宽带 匹配 
A MEWE QUE 上 光明 KMR 


湖南 科学 技术 出 版 社 


T 英 ] 陈 惠 开 教授 论文 选集 
—— AREA, E5245. RARE 
Re PI 
* 
LELER EELEE 
CEtbir SER BBD 
mhükfdixc MHES PA 
aisripi2H yi NO E XXE. 
FEAR, TST «10K ie mg 25 MN, 4 d 651,000 
AM 11 
ISBN 7—5357—0023—2/TN +1 
统一 书号 ，15204*139 ”定价 ;9.20 元 
LET 


aon 


陈 患 开 教 授 像 


/We 


”| 


译 者 的 话 


陈 惠 开 教授 付 一 位 在 国际 电路 与 系统 学 术 界 享有 盛名 的 学 者 ， 现 任 美国 芝加哥 伊里 诺 大 
学 电气 工程 与 计算 机 科学 系 系 主任 。30 年 来 ， 仔 从事 网 络 理 论 方面 的 研究 工作 ， 其 涉及 的 主 
要 领域 有 ， 应 用 图 论 、 无 源 与 有 源 渡 滤器 、 有 源 网 络 与 反馈 放大 内 、 宽 带 匹配 网 络 理论 与 设 
计 、 网 络 流 与 通信 网 等 在 上 述 各 学 科 领 域 中 他 均 有 较 大 的 建树 与 贡献 。 他 的 代表 性 著作 有 。 
(1) < 应 用 图 论 >( 英 )、(2) < 宽带 匹配 网 络 理论 与 设计 > 〈 英 、 俄 、 中 )、(3? 有 源 网 络 与 反 
MOMS GEO (D. “线性 网 络 与 系统 》〈 英 、 中 )。30 年 来 ,他 共 撰写 了 160 祭 入 论文 ， 
其 中 有 不 少 是 开创 性 的 或 有 较 大 贡献 的 重要 文献 ， 并 在 国际 上 广 为 流 传 与 引用 。 因 此 ， 他 是 
一 位 在 国际 上 知名 嵌 很 高 的 学 者 。 他 曾 在 25 种 杂志 中 被 列 名 ， 并 列 入 美国 2000 名 科学 领袖 之 
中 。 到 电 前 为 让， 他 指导 过 访 世 界 各 国 钦 博士 生 种 访问 学 者 过 50 余 人 ， 仅 中 国 大 陆 访 问 美 加 
的 学 者 在 他 门下 深造 的 也 有 十 多 人 。 

踪 教 授 不 但 是 一 位 造 放 高深 的 国际 著名 学 者 ,同时 但 还 是 国际 < 电路 与 系统 》 界 有 影响 的 
汗 练 的 活动 家 和 组 织 者 ， 他 担任 过 TEEE-CAS 杂 志 的 副 主 编 ， 两 次 担任 过 国际 CAS 学 术 会 议 
的 主席 ， 在 二 CAS-86 会 议 上 ， 邮 担任 技术 筹备 主席 ,为 组 织 这 次 规模 盛大 的 国际 学 术 会 议 微 
了 许多 具体 和 和 繁重 的 组 织 工作 。 

陈 教 授 为 了 促进 祖国 的 四 哟 建设 ， 多 次 回 错 祖 国 讲 学 。 他 在 应 用 图 论 和 宽带 匹配 网 络 理 
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的 论文 ， 读 者 需要 时 可 根据 本 书 末 的 总 文献 目录 去 查 找 。 

关于 本 书 册 版 的 意义 ， 在 此 ， 我 们 引用 陈 教 拼 至 湖南 科学 技术 出 版 社 此 书 的 夷 任 编辑 陈 
销 册 先生 信 中 所 写 的 一 暇 话 即 是 以 说 明 ， . ， 

“本 集中 总 括 了 我 个 人 的 许多 贡献 ,这 些 治文 并 非 是 在 任何 各 地 都 可 容易 慕 得 的 。 虽 然 李 
集 是 倾向 于 欲 受 严格 训 适 的 研究 者 用 的 一 本 参考 书 ， 但 是 ， 它 也 可 用 来 作为 关于 网 络 拓 打 、 
RRA, RR ERGS TARO. SL, BERENS 
上 是 离散 的 ， 在 空间 上 是 遍布 的 《 它 分 散 刊 载 子 世 界 各 国 的 多 种 杂志 中 ), 因 此 本 集 对 于 网 络 
理论 的 研究 者 来 说 是 家 有 价值 的 材料 。” 

我 们 愿 困 此 宙 会 ， 首 先 景 诚挚 地 感谢 际 圳 开 教 提 ， 他 结 我 们 提供 了 系统 而 让 富 的 学 习 烤 
料 ， 同 时 也 给 我 们 的 研究 工作 提供 了 方便 。 其 次 ， 我 们 要 韦 心 感谢 三 位 同行 专家 在 译文 的 校 
条 过 程 中 白 付 出 的 辛勤 劳动 ， 其 中 ， 有 关 津 大 学 刘 美 轮 教 授 、 成 都 电讯 工程 学 院 王 光 轩 教授 
以 及 南京 邮电 学 院 欧 阴 现 教授 。 

最 后 ， 由 于 我 们 的 水 平 有 限 ， 尽 管 我 们 作 了 最大 努力 ， 但 译文 中 锻 误 之 处 在 所 难免 ， 黎 
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内 容 提 要 


在 :电路 与 系统 的 国际 性 学 术 界 中 ， 陈 囊 开 教授 是- 位 享有 盛名 的 学 者 ,他 现任 美国 芝加哥 供 皇 诺 大 学 
电气 工程 与 计算 机 科学 系 系 主任 。 由 于 他 在 网 络 拓扑 、 线 性 电路 和 系统 等 理论 方面 的 杰 j » 1198645 fh 
RUE LBSUROORPSUE. HER DONE YE. HAM “ISPS Fellowship” 奖 、 美 国 全 里 诺 大 学 的 “最 杰出 
荣誉 学 者 " 奖 。 

我 国 站 者 迫切 地 希望 了 解 他 的 科研 成 果 ， 但 是 ， 他 的 论文 在 空间 上 基 谴 布 的 ( 即 发 表 于 世界 各 地 的 许多 
杂 直 之 中 )， 在 时 间 上 是 离 散 的 ( 指 研究 的 时 间 长 达 33 征 左右)， 汉 此 ， 本 书 搜 集 的 论文 十 分 珍贵 

各 本 书 从 160 简 论文 中 精 选 出 30 篇 沦 文 ， 其 内 容 涉及 到 3 AeH: RAER RISA. WASH. Ki 
配 网 络 理论 与 设计 。 读 省 从 这 些 论文 中 ， 不 但 能 学 习 到 上 述 理论 的 最 六 结论 ， 了 解 到 其 发 展 方向 , ELIG Ae 
学 习 到 写作 科学 论文 的 方法 。 


本 书 吉 供 大 专 院 校 电 专业 的 研究 生 、 发 是、 高 华 级 学 生 和 和 电 专 业 科研 工作 者 、 工 程 技 术 人 员 参 考 。 
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陈 囊 玫 教授 简历 


陈 惠 开 教授 在 1960 年 以 最 高 的 哥 誉 获得 俄 玄 俄 大 学 电气 工程 系 的 学 士 学 位 《1960 年 毕业 
总 人 数 为 1260 和 名 ， 陈 为 第 一 名 ， 总 平均 为 满分 )。1361 年 获得 该 校 硕士 学 位 ，1964 年 在 伊里 诺 
大 学 (Champaign-Urbana) 的 电气 工程 系 获得 博士 学 位 。 

在 1960 年 与 1961 年 他 是 伊里 诺 大 学 研究 生 奖学金 和 华美 协 过 会 罗 下 奖 (C T Loo) 的 
获得 者 ,从 1952~1954 年 加 入 伊里 诺 大 学 联合 科学 实验 室 (Coordinated Science Laborataty), 
HEATH, MRA, 16M A RAKKE RULER AKAD MSE 1967 PKR 
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陈 除了 讲授 研究 生 、 硕 士 生 与 博士 生 的 课程 之 外 ， 其 主要 的 兴趣 与 著作 是 在 网 络 与 
系统 理论 、 应 用 图 论 、 反 馈 放 大 器 与 应 月 至 学 等 领域 方面 。 和 由 于 他 对 这 些 领域 所 作 的 贡献 > 
1967 年 他 曾 获得 美国 数学 协会 的 福特 奖 、1972 年 俄亥俄 大 学 研究 会 的 院士 奖 、1973 年 的 美国 
态 出 教育 家 奖 、19?4 年 的 贝克 奖 以 及 1978 年 的 贝克 科研 奖 。 他 还 获得 了 1975 年 俄 率 俄 大 学 工 
程 学 院 的 最 优 湛 教育 奖 、1978 年 惧 记 俄 大 学 中 国学 生 联 合 会 的 荣誉 教授 以 及 1978 年 该 校 电 气 
工程 研究 生 的 感激 奖 。 

1977 年 他 获得 IEEE 授 于 的 院士 奖 ， 者 问 其 “对 图 学 与 测 络 悍 论 的 贡献 " .1978 年 , 他 获得 
两 项 重大 荣誉 即 美国 科学 促进 会 的 院士 奖 ， 表 彰 其 “对 网 络 理 论 的 贡献 ， 特 别 莽 他 将 图 论 
应 用 于 雹 网络 方面 的 发 展 ”, 羽 及 凡 谈 俄 大 学 授 于 的 最 杰出 的 救 授奖 ， 这 是 该 被 所 赠 予 的 最 高 
荣誉 。 

1984 年 他 获得 美国 黎 学 院 两 张 高 等 教育 蕉 淮 
献 ， 二 是 表彰 其 在 计算 机 科学 方面 的 杰出 贡献 。 

1985 年 在 中 国 斐 获 七 所 高 等 院 校 所 授予 的 BRAS, Be. KEC R., Ur 
WAS, EXCLOEER. PRLE. BME, RERE, RBIS Be. 

1986 年 他 获得 的 三 项 重大 奖励 大，(-》 65 RRR TE GIR * Hermi 
£ (资深 美国 科学 奖 )， {2》 日 本 科学 促进 会 授 于 其 JSPS Feliowship X, HVE ASHE 
BRETT EBH OO PERA FEAR AKRBAERR BARE 
一 一 区 加 辟 较 园 和 Champaign-Urbana KS —F ET AUS SUP Pese d JUR m). 

陈 教授 是 在 各 种 专业 杂志 上 发 表 过 185 息 沦 交 的 作者 ， 也 是 下 列 各 书 的 编著 者 : 

1.x 应 用 图 论 >〈 北 荷兰 由 版 公司 ，Amsrerdam，The Metheriands，484 页 ，207 个 习题 ， 
1971). 

2.< 宽 带 匹 配 测 络 理论 与 设计 > 英国 ， 牛 津 出 版 社 ，432 页 ，123 个 习题 ,1976; REE, 
AMPA 288, 1979. 中 译本 ， 中 国 四 川 ， 成 都 ，384 页 ，1982)。 

3.* 应 用 图 论 ， 图 及 官网 络 ? 《美国 纽约 ， 伊 尔 赛 维尔 下 版 公司 ,542 页 ,228 个 习题 ,19767 

4.x* 有 源 网 络 及 反 镶 放大 器 理论 > (组 约 ， 卖 克 尾 罗 - 歇 尔 坚 省 公司 ，494 页 ，237 个 习题 ， 
1980), 

5.x 线 性 网 络 与 系统 > 《如 里 福 尼 亚 ， 蒙 特 利 尔 ，Brooks/Cole 出 版 公司 ，712 页 ，534 个 
习题 ，1983)。 


证 书 ， 一 是 表 绢 其 在 电工 教育 方面 的 涤 出 贡 


6.《 无 源 与 有 源 滤波 器 ,理论 与 实现 (纽约 ， 约 坦 。 威廉 父子 公司 ， 504 页 ,408 个 习题 ， 
1986), 

7. RAFI 《出 版 社 同上 ，139 页 ，1986)。 

8…“《 网 的 理论 〈 出 版 社 同上 ，1988)。 

此 人 外， 他 对 下 列 书 籍 的 编著 也 有 所 页 献 , 《 阿 络 拓扑 及 其 工程 应 用 《人 台湾， 国立 台湾 大 
学 出 版 社 ,1975), 以 及 *KIRK/OTHMER» 化 工 技术 百科 全 书 《纽约 威廉 国际 科学 出 版 社 ,1979 
年 第 三 版 ，1984 年 第 四 版 )。 

陈 惠 开 教 授 在 其 专业 上 有 极为 广泛 的 社交 活动 ， 他 曾 是 IEEE 杂志 的 副 主编 以 及 电路 与 
系统 论文 评审 委员 会 的 成 员 。 他 组 织 与 主持 过 儿 届 同 际 会 议 并 任 主席 ， 其 中 包括 1970 年 在 东 
京 举行 的 电路 与 系统 理论 国际 会 议 ，1979、1982 与 1983 年 国际 电路 与 专题 会 议 。 他 曾 是 1979 
年 国际 电路 与 系统 学 术 讨论 会 的 筹备 主席 以 及 1985 年 日 本 京都 SCAS 国际 会 议 的 技术 筹备 主 
席 、1985 年 中 国 北京 TSCAS 国际 会 议 技术 筹备 证 席 ， 在 1987 年 担任 IEEE-CAS 学 会 的 执行 副 
主席 。 从 1980 年 10 月 以 来 他 是 < 电路 、 系 统 与 信号 处 理 > 杂 志 的 副 主 编 ， 并 任 电 气 工程 与 计算 
机 科学 Brooks/Cole 从 书 的 主编 。 

陈 教 授 在 38 种 杂志 、 书 刊 上 均 有 列 名 ， 它 们 是 : 


1. 中 西部 名 人 录 20. 杰 出 的 美国 男子 和 女士 

2. 美国 的 科学 领袖 . 21.1980 年 世界 研究 者 薛 典 

3. 美国 男女 科学 家 22.2000 个 知名 美国 人 

4. BRS ARR 23. PEOR AGE 

5. 计算 机 和 数据 处 理 名 人 录 24. 计 算 机 图 形 工业 传记 各 人 辞典 
e. 美国 的 社团 领袖 25. 国 际 工 程 名 人 有 录 

7. 国际 服务 社团 名 人 录 26 .世界 社团 领袖 

8. 英国 杰出 的 教育 家 27 WHE AR 

9. 今日 技术 名 人 录 28 .边缘 技术 名 人 录 

10. 美 国 ( 经 正式 鉴定 的 ) 丛 书 29. 电 气 工程 名 人 录 

11.2888 3E ELA EUR 30. 大 学 教授 (电气 工程 )》 名 人 录 
12. 中 国名 人 录 ( 人 台湾 ) 31. RFE GHP) BAR 
13. 3b BGT Se 9E LA 32 .国际 传记 

14. 有 成 就 的 男士 33.1986 年 传记 

15, 美 国名 人 录 34. 辕 际 杰 出 领导 者 套 典 

16. 百 年 来 的 美国 知名 人 士 35. 国 际 教育 名 人 录 

17.453648 AR 36 .美国 名 人 录 

18. 西 部 和 中 西部 人 物 37. 国际 荣誉 书 

19. 美 国人 物 38 .世界 5000 个 知名 人 士 
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1982 年 夏 ， 我 应 中 国 科学 院 研究 生 院 的 邀请 ， 在 由 圣 他 ， KLAR (Santa Clara ) 大 学 陈 
HEA 〈S.P.Chan) 教 授 组 织 的 < 图 论 及 其 应 用 ?区 暑期 讲习 班 上 作 了 一 系列 * 有 向 图 及 其 应 用 > 
的 讲演 。 在 这 次 讲习 班 上 的 其 他 讲演 者 还 有 伯克利 的 加 里 福 尼 亚 大 学 莫 守 三 〈E.S. Kub 
授 和 普 渡 大 学 的 林 本 铭 (P.M Li 教授 。 俏 得 注意 的 事实 是 ， 在 此 讲习 班 中 这 四 位 讲演 者 
所 提供 指 资 料 几 乎 全 部 是 他 们 有 独创 性 的 科研 文献 ， 因 而 ， 筷 讲习 班 的 参加 者 所 提供 的 信息 
是 精确 而 完整 的 ， 而 绝 非 只 是 对 其 他 人 的 研究 工作 进行 阐述 。 经 过 了 两 年 ， 即 在 1984 年 夏 ， 
我 取 应 华东 工学 院 和 南京 邮电 学 院 的 洲 诗 ， 在 南京 讲习 班 上 ， 作 了 “网 络 图 论 专题 与 宽带 下 
配 网 络 理论 ;的 又 一 系列 讲演 ， 在 这 次 讲习 班 上 还 有 另 一 位 讲演 者 ， 邑 日 本 东京 工业 大 学 的 
棍 兴 洋 司 教授 。 令 人 欣 感 的 是 ， 这 两 次 讲演 引起 了 国内 有 关 人 士 对 图 论 及 其 应 用 ， 对 宽带 苞 
配 爽 络 理论 这 两 个 课题 的 浓厚 兴趣 。 

讲习 班 的 大 多 数 参 加 者 是 中 国 各 大 学 的 教师 ， 他 们 的 共同 要 求 之 一 是 渴望 得 到 大 量 的 原 
始 研究 论文 。 本 论文 选集 则 在 满足 这 一 方面 的 需要 。 我 对 这 些 课 题 的 兴趣 开始 于 在 伊里 诺 大 
学 和 俄亥俄 大 学 的 实 验 ， 在 那里， 我 把 自己 的 一 些 开创 性 的 论文 提供 给 我 的 学 生 ， 这 在 培 
养 学 生 的 兴趣 方面 获得 了 满意 的 结果 。 由 此 ， 我 殉 信 ， 为 了 提高 网 络 理论 的 研究 水 平 ， 可 阅 
读 该 领域 中 的 许多 开创 性 文献 ， 因 为 这 些 文献 有 力 地 提供 了 遵 常 在 教科 书 中 所 然 乏 的 见解 和 
清晰 的 证 明 。 

网 络 理论 作为 一 个 领域 来 说 ， 其 源远流长 ， 而 许多 其 它 工程 领域 和 专业 的 历史 却 非 如 此 
悠久 。 它 可 以 被 认为 是 从 欧 媒 定律 《1827 年 ) 和 基 尔 填 夫 定律 《1845 年 》 提 出 后 开始 和 的。 这 
一 领域 在 近 30 年 内 发 展 十 分 迅速 。 具 前， 每 年 大 约 有 400 种 出 版 狗 问 记 , 其 中 还 未 包括 专利 、 
论文 和 报 省 ， 更 没有 迹象 表明 这 -~- 数 字 会 减少 。 上 述 数 字 从 一 个 俩 面 说 明了 这 一 领域 的 迅速 
发 展 程度 。 

我 在 伊里 诺 大 学 工作 时 ， 自 1962 年 开始 对 网 络 理论 发 生 兴 趣 ， 当 时 我 在 该 大 学 的 前 田 波 
(Watara Mayeda) 教授 指导 下 工作 。 这 些 年 来 我 对 网 络 理论 的 兴趣 是 多 方面 的 ,包括 应 用 图 
论 、 分 布 放大 器 、 量 纲 分 析 、 无 源 和 有 源 渡 波 器 、 宽 带 匹 配 网 络 理论 、 有 源 网 络 、 反 馈 放 大 
器 理论 、 网 络 流 及 通信 网 。 我 认为 本 书 是 涉及 上 述 课题 中 的 有 关 两 个 专题 的 一 本 论文 选集 。 
也 就 是 说 ， 本 韦 的 内 容 主要 是 集中 在 应 用 网 论 和 宽带 匹配 理论 这 两 个 学 科 领 域 。 我 希望 这 一 
著作 的 翻译 出 版 将 有 助 于 中 国 的 研究 者 们 深入 地 理解 开创 性 论文 及 其 尔后 发 展 而 成 的 论著 。 

我 愿 借 此 机 会 官 南京 邮电 学 院 吴 新 余 间 教 授 慌 示 惠 心 感谢 ， 并 对 他 热心 于 科学 研究 的 精 
神 和 他 力图 为 中 国 工程 学 术 团 体 服 务 的 信念 表示 赞赏 。 我 十 分 嫩 谢 湖南 科技 出 版 社 的 领导 及 
有 关 成 员 ， 特 别 是 实 任 编辑 陈 洁 山 先生 ， 如 果 没 有 他 们 的 不 崩 努 力 和 大 力 支 持 ， 此 项 工作 的 
完成 是 完全 不 可 能 的 。 

我 想 对 进行 中 文 翻译 的 成 员 ， 首 先 对 吴 新 余 副教授 ， 其 次 也 对 戴 旦 前 副教授 〈 参 加 了 部 


分 翻译 工作 》 表示 诚 的 的 谢 党 。 介 们 做 了 一 件 家 有 意义 的 工作 。 我 深 深 地 知道 ， 在 该 论文 选 
. 3o» 


KOBE. WE ECHO LE, WLC RRET ART REN. RERAMA 
SE PR CHE USE LAN EFT A OR LA GR RS, SCAR EER 
HBL TAT ES BE Te I BCS A He EK AIR. RUD A PUES 
助 和 对 这 一 成 果 感 到 高 兴 的 人 位 表示 衷心 的 感谢 。 
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第 一 部 分 图 论 及 其 应 用 


一 、 论 一 个 图 的 树 、 补 树 、 回 路 和 
割 集 之 间 的 代数 关系 


LE 

ATTA AD MEAR, GRE GRAO 和 市 集 之 问 的 代数 关系 。 它 们 
可 作为 Hakimi 与 Green 的 关于 列举 树 与 刀 树 的 方法 的 推广 与 发 展 。 还 给 出 了 利用 初等 变换 产 
生 树 与 补 树 的 代数 关系 。 

1s 

EREBETA E, BE GL (GIU ORDEI RA RAH RU, E 
Se DOSE T Pet i Fak AA BOC ~ O7, ASC AAR ee, RB Rd 
Abe. ED, TAMME EENE SER 

2. SS HHA 

在 本 文中 我 们 仅 研究 无 向 的 、 带 标号 的 线 图 G， 即 用 符号 e:，e:，…，en 来 标记 边 ， 用 
V2，*…，9r+e 案 标记 节点 ， 这 里 吕 是 G 的 边 数 ， "是 G 的 秩 ;c 是 G 的 连通 片 的 数目 ， 以 及 n 
是 G 的 零度 。 为 方便 起 见 ，G 的 每 一 个 子 图 3 也 用 其 边 的 “ 笋 积 ” 或 并 量 来 表示 ， 印 G 的 一 个 
ATER eene, KRR. 

四 种 集合 论 的 二 元 运算 ，“ 并 ”、“ 交 ”、“ 环 和 ”与 “ 差 "分 别 用 U 、 由 、@ 及 -~ 来 表示 。 它 
们 用 于 丙种 销 有 不 同 的 对 象 。 例 如 ， 车 g 和 gs 是 G 的 两 个 子 图 ， 那 么 91U gs 表示 了 一 个 包含 
ARG, PRE H, So dL RRR TR, MRH MHE MAR A, 么 
HUH, RAAT AMIE. BOTTA, OR- BERTH NEIL, % 用 来 表示 零 图 !， 
MICH MIEPs, HH, =O. BRB. 

TU, RNG NCMERM TS TAM mH. ERLAR IER UMESH, xH, 
表示 ) 为 

Hy XH, = {9 gi 9 在 是 中 ，gy 在 中}， 以 及 H, x Hy Hy XH, e Hs, 
即 是 将 甩 , 中 的 子 图 与 也 :中 的 子 图 取 亡 有 可 能 的 并 而 得 到 的 集合 。 

令 g 是 G 的 一 个 于 图 ，e 是 6 的 一 条 边 。 我 们 定义 9 对 e 的 “ 偏 导数 ”为 ( 见 C17)， 

名 -39/3e - ae, 当 e 在 9 中 时 。 


1 AMAA, RNESRRCMS-TTREM EIE RR KEN. AK BART MUD AR ot 
B. ABAGUBXDGHOK, ERG RU. HERO, FRRAGAMULTANKARARREM, RTRA 的 
PEE USNO 


.5 >» 


=o, 当 e 不 在 g 中 时 。 
如 果 召 是 G 的 子 图 的 一 个 集合 ， 我 们 定义 ， 


ur 

Se con joc~{-28, 9 在 He 中 ，o 在 9 中 
如 果 g=eiez…ex 是 G 的 子 图 ， 我 们 定义 : 

39H _ any ag= 9H 9 9H Su 0H. 

ag "Pas yo pue 


BHO H/(Qg.20, RMRI). EE EDERIRSORCAE E TE SE E, E 
REER EOD 
3(H,QH,) _ 0H, g 0H, 


og òg ag e 
WARE, PHF ARES, PPARA, M 
3H, XH) òH „oH, » 
= =(Hyx oat he (nx s ) G 
WADE, EHSPUTINEUESDR-—4X. MFH, MRA, 
SESE) oap OH 
og ”9 


和 如果 五 ,各 ,是 G 的 两 个 子 图 的 和 集合， 使 得 可 ,中 的 子 图 均 不 包含 及 ,中 子 区 的 一 条 边 , RAH, 
中 的 子 图 均 不 包含 G 的 任何 一 个 子 图 9;，4;，、，…，; 的 一 条 边 ， 风 
oH, xH,) ^H 
POETA =H; rc ta ‘3) 
4. 树 、 下 -本 和 独立 回路 之 间 的 关系 
为 了 不 失 一 般 性 息 见 ， 我 们 假设 给 定 的 区 G 是 连通 的 。 通 过 节点 01，t，…,t 的 集合 将 
CRRA MOTEC HG, WROK WMO, vue es DARIG RAAT, vi. s 
REAMER. RMR EE MAHO ARAE. STIT AEG STS ay 
的 集合 〈2 = RO, MEAs LAL, Au XT" =Ti, 妈 是 G* 中 树 的 集合 。 又 令 PI PT 9} 
别 是 在 G' 与 G* 中 , 连接 节点 v1 与 0! 之 间 以 及 v7 与 ?之 向 的 两 条 通路 。 因 为 G* 有 个 连通 片 ， 
所 以 2?，v3，…， 寻 可 分 为 & 个 互 不 相交 的 子 集 。 为 简单 起 见 ,我 们 竹 设 在 一 个 子 集 站 的 节点 
MPIC. AMS, los vh, CLARET PROT A. 
3:81, (Hakimi iGreen) 
MPR =1, WA 
T= 


P- (T x T?) 
OPRU PO CP J Prd e Piga U PT LO 


定理 1。 
Ts OT x Th) 
| O(PSU POQOCPASU PO OPT SP Ya) 
ADPPL-6, BMP UP RP. QERAR- 1 条 这 种 零 通路 。:) 
ER: RIDIC p EE HA BENE RENAE. NT R= 1 的 情况 ,该 定理 成 立 。 


X GHUEGIH AREE hogg AA d. 
“6.8 


假设 该 定理 对 于 任何 具有 & 14 GUPTR-1490 BR GIG" RE, 我 们 将 证 明 该 定理 对 具 
有 PR 个 连通 片 的 G“ 也 成 立 。 

Gi Gi, es AGE WE PEM, MACHO 通过 节点 二 的 一 个 集合 而 连接 ， 
Bt st tite +t4。 为 方便 起 见 ， 我 们 假设 在 G* 中 v4，v2，… ,v1 已 采用 这 种 方法 标号 ， 
即 均 在 G! 中 ， 罗 在 G4 中 ， 且 着;j<j， 则 y<z。 利 用 归纳 法 的 假设 , 子 图 GS -GLIügp Aer 
由 下 式 给 出 : 


Orat T! x TË 


T ^ “SCPLU PRIN PaU Pa) OP) wisn UP once) 
XJRTI. AEG" -Cih -D WARA AMIM, GPRM PR 
ITEXT? 
T- à 


BOP tients OPi rs) OCP UPa) 
此 处 re ECU A. HAAR 
OTT KTR XT® 
(PAU PROPS UPR) OPT min UP oni) 
HT} xT =TY 立 即 得 到 此 定理 。 定 理 证 毕 。 
在 下 面 ， 所 谓 G 的 7 回路 集 ， 我 们 是 指 G 的 基本 回路 的 一 个 集合 。 
定理 2 
如 果 Cr，Cra，…，Cn 是 G 的 基本 回路 集 ， 那 么 
po S16 
CHAC sy OC fa 
证 明 ， 对 零度 z 我 们 利用 归纳 法 来 证 明 该 定理 。 对 于 ”= 1 的 精深 显然 此 定理 成 立 , 因 为 该 
图 仅 包 含 了 一 个 回路 。 我 们 假设 该 定理 对 于 任意 一 个 堆 度 为 Qc [或 少 于 (n~ 1)] 的 图 成 
立 。 令 G/ 是 从 G 移 去 了 相对 所 选 骨 的 一 个 连 支 e 面 得 到 的 图 。 因 为 6 仅 包 含 在 一 个 基本 回路 集 
肉 ， 令 该 基本 回路 集 为 C1,。 容 易 证 明 G’ 仍然 是 连通 的 旦 其 零度 为 2 1, Wap, Crs Cras 
,Cr 是 SG 的 /回路 集 。 利 用 归纳 法 的 假设 ，G/ 的 柑 的 集合 IT 为， 
T ar (Gn) 
9€58€1,--0C€i0- 1) 
利用 引 理 1，G 的 树 的 集合 7 由 下 式 给 出 
T =T x {e})/dCin 
因为 利用 (3) 式 ， 
OG} x fey 
Tx (0) = Se Seu dc, 


BIO }x(e}=(G, BRAND, EMER, 


T'xT? = 


582 
如 果 g、9: 与 9: 蚌 G 的 子 图 ， 瑟 是 G 的 子 图 集合 ， 那 么 
oH . 99H 40H 
(9 GAS 28 39" 
OH aH, 
ögg ə? 


定理 3 
如 果 Cl，C;，，…，C。 是 G 的 独立 回路 或 为 几 个 边 不 相 重 的 回路 之 并 ， 那 么 


ICC, dC, 


BAMA, 32, Aes Ra — + EE ERR LEMAR G8 Ie 23 RT ERA PR 
小 集 的 线性 组 合 ( 还 和 )。 上 述 定 理 便 容易 得 到 证 眼 。 


推论 1. 
URGE AGES BiU, vo es IE GD 在 一 起 然后 移 去 所 有 由 此 而 产生 
的 自 环 而 得 到 的 图 ， BASS Wi Cay cy prom WEET, a B PRR Me 


T 
ve S63 oes 


RHC, Cay omy CAR tak AA AR 2 wu 是 GG 的 零度 。 

我 们 将 用 下 列 例子 来 说 明 这 一 点 。 

- wl. 

息 设 如 图 Ca? 于 示 图 G 的 树 集合 是 所 求 皮 的 。 又 假设 图 G 已 分 为 如 图 1(b 所 示 的 两 个 于 图 
Gl 3G", SPL, =bd, Pi, obe, Pi, =/ 以 及 P: ,=e。 注 意 我 们 并 不 关心 求 取 Pis， 因为 
Pa =o CR BRAT ERAR Seales HME 

T’ ={abe, abd, acd, bod} 和 和 Tt = {ef} 
HEH, CHMRATHA TASH 
Ts eT xT! _ 0% (abe, abd, acd, bed} x (fe) 

TORT, UPrY OPS UPS) bdi obce 


= ayy (abel abd ,acdf ,bodf}@ (abe adef ,bief}@ (acfe,adfe, dofey) 


z (abe, abd, acd, bed, abe, bde, ace, dce} 
(abf, acf, bef, bfe, cfe:Siacf, adf, def, afe, dfe) 
e (abo, abd, acd, bde, abe, bde, ace, doe, abf, bef, bfe, 
cfe, adf, def, afe, dfe} 
我 们 也 可 利用 定理 3 来 产生 G 的 树 集合 T。 令 C, ade, C, = 5ce 和 Cs - df, fll 


(b) 


图 1 ” 线 图 安 及 其 分 解 (ec)G [DG HG" * 


___a{G} a*{abedef} __ o {abodes jabcef} @lacaef}) 
T0800 ^ dade ghee dF ~ dade gbce 


"SCCabed p (abde) Q (acde Vp (abef} @ (abe | (acef ) @ (acd Cp {adef} 
dade 


= {obc} D {bed} (abd) @ {ade} e {due} B (aed Kp Lace) @ {cde} {bef} 
Q (abf) Diber Parf DB Lee D {ach o ted f) @ (ad PY D fact }@ {def} 
={abo, bed, abd, abc, bde, acd, cde, bdf, obf, bef, 
cef, cdf, adf, aef, def, ace} 


对 , 补 树 ， 村 无 - 树 和 独立 种 集 之 问 的 关系 

本 节 的 目的 是 导出 与 前 一 节 中 相对 锅 的 一 些 定理 。 我 们 将 用 一 组 独立 的 割 集 来 代替 一 组 
独立 的 回路 从 而 得 到 补 树 及 补 &- 树 的 集合 。 

一 个 补 树 及 一 个 补 各 衬 分 别 定义 为 给 定 图 G 的 一 个 树 的 补 图 及 一 个 和 要 的 补 图 。 为 方便 
起 见 ， 符 号 纪 ,,，,: 用 来 泰 示 取 8- 柑 +,,,,…: 的 补 图 而 得 到 的 种 #- 烃 ,此 处 ,2, .6 是 G 中 节点 v4， 
Urs c, MRE T SE RELIER Toe RT uL a ARREO BRE ua Bb, o 
BS MRM HRA. MERAH, BIEX =i, BGR B Pst, 是 
G 中 的 一 个 补 料 ; T=T,, MECHARA: 到 = 下 :是 G 的 补 树 集合 。 

AENEA. 

如 果 @u eee, SIRAC. EBORE RU IS AR ED MRY CO JREGRI2- Ee 
ER, Hqe—IDRORGUÉHeUGa, d-1. 2, e, MACHMBRATH FAB, 

T-Z(e,)pZte,y)p-- Qi.) 
XxUuBZCGO-(e)xY(GQg. q-1,2, 6. R 

XH]. BREIZ O WGRRA ER AC he M-TH REELS ACH—T ERES 
FR. Fa, SODLERHESPADROR— 4eUERUS. EDAEN HY Ba, BOR 
含有 一 个 回路 子 图 的 话 ， 它 将 在 Z(e,) 的 集合 中 册 现 偶数 次 。 

令 f 是 G 的 一 个 树 且 Pj 是 i 中 连接 v: 和 v; 之 问世 唯一 适 路 。 因 为 Py 和 和 Qi 必须 具有 奇数 个 共 
ATR, HFR- WHEEL, RIE, I>c, E UI, Weboh-1Sk, fI BME 
BETE, er omy en MBDA TA, E1, Ea, ors Car EE RPMN ASQ RIA 
JA, WERE OEBRERAZE D, Ze), o. Zea. FE, REM A 
BRAERAZE.) H, wah, 2h21, —. ko REPLI, MRA ha a EZ E) 中 ， 
BE He AUS Pi b, ER. Ft ~eBRESP BIO, Ae FE HEP 
Qj 中 ， 因 为 Py 人 站 Qij setti. ARERR ee SP, FEARS AE, 
G 的 每 一 个 树 都 在 集合 2(e0) 中 出 现 奇 数 次 。 

令 z 是 在 集合 Z(ew) 中 包含 有 一 个 回路 的 子 留 ， 因 为 一 个 回路 和 一 个 割 集 的 公 区 边 总 是 为 
偶数 的 [2]， 为 不 失 一 般 手 起 见 ， 我 们 假设 cereus U^, FuMb2wEh, z' 3E OH c 
2 移 去 elyez*…， 和 ezo 而 得 到 的 子 图 。 于 是 ,将 出 现在 含有 集合 Z(e) 的 2w% 个 集合 中 ， 即 出 现 
Z(ie)D, Zle) RZE) P BRT EUER AZ) P, vozwel, 2w +2,…， 
R。 否 则 ， 子 图 z- ev BREESE R08] 02798, BAUER TES TE, Ze) RE 
何 元 过 ， 如 果 不 古 一 个 罕 ， 它 将 在 集 台 Z(e) 中 贞观 偶数 次 。 这 就 完成 了 本 定理 的 证 朋 。 

现在 定理 4 可 用 来 产生 G 的 补 衬 集合 。 


AES. 
DROBO PNT AUR, SANA, BACHHMBAT A TAA n. 


WB. 

Xe.) = iz, 了 在 V1,; 中 ， 且 es 在 z 趾 }， 

XC.) = {ey zT. HesgEsB! ql. 20e. KROGS EE Eo 
因为 


Tii X(e,)OX(@,) = Xe )OX(@,) = = Xe, PXE) 
由 此 得 到 : 
Fi GoGo of 
DE eS leo ee] 
XG, Dpi axes ) ome 30 


FH, AMARROX Ce 2e fA ARRE YE) PME oe e, I AY (0 GHI 
He, RPE te Rae. Ulli. TESTE 
Hi, EG, BEEP), 
此 处 互 是 G 的 子 图 的 集合 ，Zfeo) = {es} xY 0 RATA: 
Ses Mes VDZ) DDZ) = H. 


MISH, =Z DOZ D OZE, ABER, RIBE =T, MGR. WMA 
该 定理 ， 定 理 证 毕 。 

上 上述 定 理 的 一 个 简单 的 推广 如 下 。 
推论 2. 

和 如果 Qia-u-i) 是 一 个 制 集 ， 它 把 es 与 pb:，zz，…， 及 bs-1 分 离 ， 那 名 


T 
Paus uses 
iet! BOs re a-a? 


FR, SIGH, RN CRC > -AEA 


定理 6 ， 
WE, Qn, oy ROSH IMR, KA 
. vic: 
7 30105 350r 


证 明 。 对 G 的 秩 r 我 们 将 用 归纳 法 来 证 骨 此 定理 。 显 然 ， 对 于 " = 1 的 情况 ， 该 定理 成 立 。 
假设 该 定理 对 于 秩 为 1 AF-D 的 任何 图 成 立 ,我 们 将 证 明 该 定理 对 于 任何 秩 为 "的 
图 也 成 立 。 

令 G' 是 一 个 从 忆 首 先 将 一 条 边 。 的 两 端点 合并 ( 短 接 ) 在 一 起 ， 然 后 更 去 e 而 得 到 的 图 
JE. she RRMA Pe. Ay RRR Tee, +e 
Qr. HEC MRA, HERK HRO, On, One BRIE. A 
E, CHIRT HRAS 

» J0 * 


ace) 
30r.905 "6010 
因为 fe} x Z^ Ray ige Si 4- ACS IMME, 
CREED, WÜCHDARRHERAHT HATRA M 


m. 
Or — IB et mi S oy PERO 4 


pe ariex 27) ò f; ] 
20. nL s 

= 2 [.4 erie ]- a e) 
30. L IOn IOn dr-o’ Qno0 -Dn 


TEPE, 
RAE ARR HA HB SH ARRA FSR ER EER, TIENER 


理 6 的 一 个 简单 推广 ， 并 且 可 完全 类 但 用 定理 ?的 证 明 方 法 来 加 以 证 明 。 


定理 7 


WEO, On e, BO rA GERI SUA LP ARERR RZ, BS 


推论 3 
MAC BMWA, vu. cec, B E e IURE BORN UG dT Po AES ESTEE 
Hl, RICHEST, FS : 
Toa ach 
‘80.40, --30,, 
BEO, Oa, es ORGA EARL RR ZH, VEC 的 秩 。 
通过 一 组 节点 z,，? PGI RAST GAG, (ERG RO 的 节点 cL, 
vi, e, OMAGH ROT, ol, ee OCA TBR, BERRI LL AT Lu cs 用 来 
分 别 表示 在 G" 稻 CO PEt... EE 的 集合 ， 此 处 下 标 .或 者 表示 C 中 的 节点 21， 
vi, ey Uh RARR HIST tot, Di, oe, Up. H8 Pa PE .分别 表示 
EC 与 G HB INE. AE. G 32 SE WERE XO 与 G 的 一 不 节点 相关 联 的 边 之 于 
为 方便 起 部， 我 们 将 分 别 用 符号 9，9 ;与 对 来 表 未 冤 、G 与 G* 中 相应 于 i，2! dy oT 


合 。 
BOUE. AME, EVRA SERIE. 


推论 4 
20 oH 
T^ Suas a 
AR T XP, TECHN AEE, 
» v, 以 外 的 节 


证 明 : 为 方便 起 见 ， 令 G 的 节点 用 下 列 方法 标记 。 在 G ERTL, vu. o 
MYu Bee os Uns KI, EG RIAA GARTU, Va ces v AIRY AHA 
Uitm’ aay tU. Cen am RR a, Hbübm tAm” + tS RING! AIS HAT Se 
y Etm’, quod, Pstem 1, o, Lem amy dea: MATE . 
t, 利用 定理 7， 我 们 有 : 
fe gr tet teen {Gi 
90190402, 104, 100 1 700 sm ON en’ OT en em" 


Ust. 
于 是 qi gi, iste, e 
AMEZI, i=l, 2, = 


ete 


_ aG x iG") 
90,04, 0d, :00:, 10d: 127001 s OT 4m 4 m OT atu 


FUE a" (G7) 
=> = 7 Y 7, G^ 
90, --08,- 041, OT st [ MELDE m ] 
. 97 p oe} an" {er 
FRETIN [ Oden oan ota} 
22 97 x PS) 
04 0, OTE am? ta ÀA am sm 


式 中 人 2; 和 ?4 分 别 表示 G: 和 G4 的 补 树 的 集合 ， 并 且 G! 和 G? 分 别 是 从 G' 和 G*、 利 用 将 节点 
Vi, Vj, e, VARE ANG 22， 区 ，…，2! 合 并 在 一 -起 而 得 到 的 两 个 较 !。 该 定理 是 从 
下 列 事实 而 得 至 ， 即 G1 和 GI 中 的 补 权 分别 也 是 G' 积 G* 的 社 桂 。 于 是 ， 我 们 得 到 了 所 适 望 的 
结果 。 
我 们 将 用 下 列 例子 来 说 明 上 述 结果 。 
例 2. 
研究 图 1(4) 所 示 的 图 。 令 Q; =adf, Q, =abef， 且 Qs =bcf， 利 用 定理 ?7，G 的 补 本 集合? 
由 下 式 给 出 ， 
Ta d{abcdef} — 
© adf dabef abcf 
à {abed} cb {acde} {bode} 9 (abde) @{ abd f 
@ladef}@{bdef}@ { acde} B (acdf b Cede) 
dadf B 
O{abed ,bede ,abde ,abdf adef ,bdef sacdf edef} 
aadf 
= (abd ,ade ,acd cde, abc ,bce ,abe , abf , ,aef bef , acf ,cef bed ,bdf def cdf} 


ROBT ARBRE EGRE GT. SAMO RIB. BA 
p 0° t (abed) x (ef) 
= adf obef dbde 
_ 8*fabedef Y 
= dadf dbef dbde 
_ 9 (aedef ,abcef .abodf} 
i dadf dbef 
- dfadef ,aede ,acef ,abef ,abce , acdf ,abdf ,abed} 
B T oudf 
= {def aef ,ade,cde,cef ,bef,abe,boe,cdf,acf, 
acd ,bdf ,abf,abd bod abe} 


1 RARE EUR REENER HE 
2 


MGR, BSR HUE RUBIO. 

ERED AON, MERC RG ARLE TM, REA REAR E, 因为 我 
ATA ECAR AG’ MG", Brig SA rA BC SEI RAK EPIC’? AG” 
的 树 时 所 需 的 工作 量 。 

s 利用 初等 树 变 换 来 产生 树 

在 本 节 中 ， 我 们 将 利用 初等 树 变 换 来 导出 得 到 G 的 竺 集合 的 方法 。 目 方法 与 Mayeda 和 
Seshu[ 妇 ，Hakimif6]，Fujisawar7 -和 Chen[8] 的 方法 有 财 显 的 相似 性 。 

令 9 是 G 的 一 个 子 图 。 符 号 发 9 表示 29 前边 数 。 如 果 9: 和 8: 是 G 多 子 图 ， 在 PS) =P) 
Rt, 3849,86, SAMA Fd Cg ag. ;去 汪 ， 它 定义 为 存在 于 一 个 子 图 中 而 不 存在 于 另 一 个 


FR PM, Mda, g) =g, Ba ^. Hal dig, Mo, STRE EGTNTBENL IRE, 


SECM — TM, e RE Gp etl AX, IRA GPR, TR EA 

运算 
ey Jt—-e, i^ 

BADER ER, Me tM. 

ADEREN, St, Rly = eice:…en 分 别 是 G 的 医 准 树 及 基准 补 择 , 使 得 G=eiez…esLte， 
HSE KR MCSE. HS tle, ei) 用 来 示 G 的 一 个 树 ， 使 得 im tere ti) = 
hEn Eig BMG, Tle) ERRER G PIM tuens ARAIRE. ER, 
64). REG RB Th, CREAR He. 


ae 


Ts eim) {E E Ese x PSP 


i 
zl, 2, vy no EAP ETE! PIED hte, 的 两 个 节点 之 闻 的 唯一 通路 ， 2-1, 2, 
a Gy ABC, is es EAU, 2, e, LISSE, 


证 明 ， 
因为 对 于 在 ?Ketet…eio) 中 的 每 一 个 总 Pa NÉ Seer BI BFE Teri es) 的 
RAC ADIRE AGE BRR, MIC EMG HATE 6 ，eh，…，ek 短 路 ， 然 


后 再 移 去 所 有 包含 在 了 中 的 边 而 得 到 的 图 。 现 在 人 只 站 的 零 庶 为 9， 首 且 P,，P，…，Pk 是 
GRAALA RRET TORE TAO, BER, 因为 本 定理 可 完全 类 似 于 定理 
10 那 样 加 以 证 明 ， 记 以 它 起 容 允 得 到 满足 的 。 利 用 定理 $s，G, 的 桂 的 集合 T, 由 下 式 给 国 ， 

s, 


EDS (G,) = (Fgh, ETC, tig HAVE S AS Eee nnm ETRURIAE LIEU E Z, E 
之 亦 然 ， 把 这 两 种 清 况 代入 便 得 出 该 定 王 。 定 理 证 毕 。 
siis. 

HRA {i tne te RR UL, hos Jaje MT Ce ered TG e r6 = B. 
Ab, dh. ce. GANA uoces MEO, 2, 0, HIER. 
Hite. 


+ ERAVKAATMMER, RATPLE, ERE THAR MERRIER. 
oy. 


T= Ü U, Fees, 


X as 
ibaka = onf, U UT(e 
Bla tay es THT 
定理 .9 


"eis) = {to} ,第 二 个 并 运算 是 对 所 有 可 能 的 {1，2，…, 叶 的 非 空子 


TC, 0,64) = (6) x PEE te 


Gals 2, oy My Malis d. s i) ÆRA {L 2, =o n) 的 非 空子 集 ， 且 在 4= 1 时 ， 
Tle Entia) = {to}e 
证 明 ， 
TEs Cn e) 


NE Les OT to} 
= [teses Cig} X BP dp db ] 


TT (Ci Ei Cro! 
= (en) x 9T ^ -— ) 
上 述 宝 理 指出 ， 离 开 姑 距离 为 9 的 树 集 合 T(eres…en) 可 以 从 离开 to 距离 为 4- 工 的 树 集 合 
T eene) 而 得 到 。 在 方程 式 中 的 偏 导数 的 运算 实际 上 是 对 应 于 前 面 所 定义 的 初等 树 变 
换 。 应 该 注意 ,在 求 取 T(ehet…ete) 时 ， 宗 量 的 次 序 是 无 关 紧 要 的 , 即 T(e1e,…es) S TC ue 
evo WA P OPO OP, =O RABBAN. RUMI, M AREE errta, Cr 
至 少 形成 G 的 一 个 回路 ， 于 是 T(eses,*…eis) aD 
pi. 


研究 图 1(a) 中 所 示 的 图 。 令 fo = ace 和 io bdf, BAP, =ce，Pa =ae， 和 Pi=a0。 离 开 
te 距 离 为 [的 树 集合 由 下 式 给 邮 : 


TG) = {6} x 308. = (abe) co (abe) = {abe, abe) 
5 


Tid) = {d}x Nu = {acd} (eed) = (acd ,ced) 


TU) = yx Pgh = aefa teef} = (aef nf) 


离开 to 距离 为 2 的 村 集合 由 下 式 给 出 ， 
Td) = (d) x 2 oe = {dbx Ofabe abe) 
d auc 


-(d)x o. be,ab) = (bcd ,bde abd} 


UO _ atabe,abe) 
T(bf) ={f} x Aut Tu lf x 


«fy tbe, de abi c tif e af) 
Taf = (dx TP = ayx Heeh eef} 
= {d}x (ef af ef ) = {def adf odf} 
离开 fs 距离 为 3 的 树 集合 由 下 式 给 由， 
* d4 5 


DEDE 


LA e. 


P “Her 


Téa = dx SOD = (yx Wed bere oy xn, ony 


因此 ，G 的 树 T 的 集合 由 下 式 给 出 ， 
T= bt UT) UT YTD 
UTCbd) JTC6S) i Teds) UT (bef) 
= (abc abe ,acd, cde, aef ,cef ,abd,bed, bed, 
abf ,bcf ,bef ,adf ,def ,odf ,aceY 

6. AFA PIAS Sa ae E ST 

BLE BAT CB ee EE Fl UAE E oo" br HEAR, PSS AS APE TAY. 

SEACH FEM, e BEGPH SALMA, WARRE ECH — GRE. TA 
运算 

e,Ut-e, = 
BAT MS oa. Ape, BA. 

SE EP RIEMM, Fo see. e EMM POMBE, EEG, ee, Ut, 此 处 
"再 次 表示 CHE, AAEBR, Meer se RACHA, WB fiee, 
Cili Ceo BW, Tiener” “ee EERIE RI o - “er MRE. T Elere 
EXCOLI REA Wee, ER wr EL 
定理 10 


Teren e) = {een} X 


of} o 
30:30-20:17 
q-71, 2, ey Ty UENO, =e OT 751, 2, FRM FORE gr RIA. OT, 是 
Qui Sce BARES (as d. ns. Gh} 是 集合 L 2, s, 5) 的 一 个 非 空子 集 ， 注 意 
90,1855 =H,o 

TED, BAT eie, cei DI CRN AREER- HAURR AEC RBH 
ASE, ~ eres.…eis) 中 的 记 有 边 短 按 ,然后 移 去 包 合 在 革 准 笠 t。 中 的 所 有 边 面 得 到 的 加。 
不 礁 着 出 ， 如 果 Q?. 是 线性 相关 的 ， 则 弃 在 集合 仿 ， 坟 ，…，i 的 一 个 非 空子 集 ions 
ji ER 

OF, -07,007 B -- BOn 

AO) 式 和 引 理 (2) 得 到 ; 


Qr DnD- BOr 
2505 CED. €Qt p 0607, 
ROS Ej Osx 
Bes eu eni PAR 或 是 芳 干 个 边 不 相 重 割 集 之 并， 它 不 能 出 现在 G 的 任何 补 宇 中 。 
因此 ，T(lerei'…es,) = 万 0。， 该 定理 容易 地 得 到 满足 。 
下 面 ， Rino: REA Ho DD. EDS Gaudio, WER BAC NY AT. I 
由 下 式 给 出， 


By = <p lee! 


15 


BIG} = {Fo}, BAT AMI) esti) pieren IST PEAT EDEL . 反 
CHR. HERA aM AE BERR, 


推论 7， 
T= Ü M. Teren e, )" 
此 处 U UTCe ent ems }， 在 4= 0 时 ， 第 二 个 并 运算 是 对 {1，2。…， chop SPAT RERE 
BPR i, h, oy RIA. 
定理 11 


P(e eer) =ien}x 
asl, 2, ory rif, Goose IER AU. 2. om, MER FM, Ke esre 3, 


pia 
ERFARA RBA doo bad/ Ei, = ace， 因 此 @:= df, Ot -bf, X Ot - bd, 
离开 zf 距离 为 1 的 补 村 集合 由 下 式 给 出 : 
Tt) - (a)x Se? = fa} x E = {a} x (Bf, bd} = [abf abd}, 


Tle) -ie)x } - (e jx BME — te) x (df, bd} = {cdf Sed}, 


E 


To ie) x lhal = sell Y df, bf} = (def, bef} 


离开 Eo 距离 为 2 SRE Oe TRE 


Prac) ={e}x 2 m abf) 


= {ox 


={acd, acf, abc}, 
370) yy OlabdebF} _ te} x tad, af, ab} 


={e}xf{ad, af, ab) 


Fae) = (e) x 


730: abd 
-(ade, aef, ade}, 
Pece) - (2) X - Pe -deix È ns efl e) x (of, be, de) 4 
={eef, bce, cde} : 
离开 有 距离 为 3 EE ui 
Face) = (e) x UD = {ex dod, sof abe = (e) XH, =H, 


Eite GR IES b TARAH: 
T= (UPOD U Fio) Mey L Maec) UF (ae) J Teee) IT (ace) 
= (bdf ,abd ,abf bed cdf bef ,def ,aed, ccf ,abc ade ,aet abe, ede, bee, cef) 


再 次 地 注意 ， 了 (es, eree) 的 宗 量 的 次 序 是 无 关 紧 要 的 。 且 如 果 Q,207,9 … OQ, = 


RARUA, WA ESTE, 
. 16» 


D, WA Tiesto = Hoe 


HER, KESA YH sey E-A PP BE BE IC BEL Ph eZ DUREE EE 

GGUEREI. SAUER. — HK TRTHEEAESUT Gr WE, ETT 
FAREA- PELLE ERIECRIS. SERSHAPE-TREEMAR. ARR 
3535 EUR S 38] e TEC sr EL BS EG 
Tb, PORTE FERAM Bk. dede 4 即 通过 分 解 的 方法 可 十 分 有 效 地 产生 
一 个 路 的 树 及 补 桦 。 在 这 一 方面 的 研究 已 经 玫 得 了 很 大 的 进展 。 有 关 这 一 课 谴 航 详 强 论 述 可 
参阅 Cheni13]。 

最 后 ， 可 久 相 信 这 里 所 介 名 的 方法 和 公式 可 以 推广 到 在 向 图 的 情况 ， 即 一 个 网 络 含 有 有 
源 元 件 和 和 变压器 的 情况 。 
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二 、 在 多 端 网 络 的 级 联 中 树 与 
补 树 的 计算 机 生成 


d 要 

ASCH T EBA Se PAE RAR, RR, Wes 
URS doo EM PER ELE ARIE MERER Pe 
的 ， 则 这 种 方法 不 会 产生 任何 重复 项 ， 完 余 项 或 相 消 项 。 文 中 还 给 出 了 说 明 性 的 例子 。 

1. 引 宣 

线性 系统 的 拓扑 分 析 最 终归 结 为 生成 相应 图 中 的 树 与 补 锁 的 问题 。 在 文献 1 ]~[12] 中 
已 发 表 了 许多 生成 树 与 补 树 的 方法 。 对 于 大 系统 来 说 ， 拓 扑 方法 似乎 是 最 好 的 方法 [14]， 但 
从 实用 观点 来 看 ， 现 有 的 方法 并 非 完 全 令 人 满 站。 

对 于 一 个 非常 复杂 的 图 ， 为 了 减少 利用 数字 计算 机 的 计算 困难 ， 可 以 把 原 图 分 解 为 几 个 
连通 片 ， 痊 每 一 个 连通 片 中 确定 近 当 的 子 图 ， 然 后 把 这 些 子 图 组 合 起 来 得 到 内需 的 结果 。 在 
这 一 方面 已 经 取得 了 相当 大 的 进展 [15]。 本 文 的 日 的 是 给 雪 任 意 无 看 合 的 多 活 网 络 级 联 中 衬 
及 补 树 集 合 的 新 生成 公式 ， 这 些 公式 建立 了 树 及 补 衬 集 合 和 连通 片子 图 之 闻 的 联系 。 如 果 网 
络 的 连通 片子 图 是 给 定 的 ， 那 么 这 种 方法 不 会 产生 任何 重复 项 ， 宛 余 项 或 相 消 项 。 

2, 额 备 知识 与 定义 

在 本 文中 ， 我 们 仅 研究 无 向 的 、 带 标记 的 线 图 G， 其 各 条 边 用 符号 e1，e:，…， 或 用 F 
HER, PAAR Uy RR. ISEE CHE ATE 9g 用 其 元 素 的 “乘积 ” 形 
式 表 示 ， 销 如 G 的 一 个 树 可 以 表示 为 cheh…eiy， 此 处 是 G 的 秩 。 

一 个 G 的 生成 子 图 9 是 G 的 一 个 子 图， 它 包 含 了 G 的 所 有 节点 。@ 的 桥 ! 是 连通 图 和 不 包含 
回路 药 生 成 子 图 。 如 果 G 的 生成 子 图 具有 R 个 连通 片 且 不 包含 回路 ， 则 将 这 个 子 图 称 为 G 的 & 
杨 。 某 些 连通 片 可 能 只 是 一 个 浙 立 节点 。 通 常 ， 在 #- 袜 中 某 些 被 标识 的 节点 需 出 现在 不 周 的 
连通 片 中 。 为 简章 起见， 用 符号 tOu VVV vor) 或 简写 为 HD, deeb T= (his 
iaiuig，iair}， 它 表示 G 的 一 个 3- 树 ， 共 中 心 和 2 在 一 个 连通 片 中 ，i、2t 与 of 在 第 2 个 连通 
片 中 ， 以 及 wi, 与 v5, 在 第 3 个 连通 片 中 。 特 别 地 如 果 7 仅 由 一 个 元 素 记 组 成 ， 则 我 们 定义 +( 了 ) = 
f#， 即 是 G 的 一 个 树 。 推 广 到 一 般 傅 况 是 自然 的 ， 无 需 作 进一步 的 阐明 。 例 如 , 如 果 I 具 有 R 个 
元 素 ， 那 么 1( 了 表示 的 一 个 &- 树 。 我 们 还 用 符号 TO 来 类 示 G 中 形 如 1(D 的 所 有 可 能 的 
ROMA, RMSTH =H WER, 并且 如 果 ! 仅 由 一 个 元 素 所 组 成 ， 则 TD ST, ME 
G 的 树 之 集合 。 

对 于 一 个 给 定 的 集合 4，a(4)》 表示 A 中 元 素数 目 。 用 1 三 4 表示 1 是 集合 4 的 一 个 子 集 。 
REDARE, 5 表示 怠 数 1，2,…& 的 集合 。 

分 别 用 符号 U 、 门 、 四 及 - 表示 集合 论 的 中 种 二 元 运算 “并 ”、“ 交 ”、“ 环 和 ”及 “ 差 "。 
它们 用 来 表示 西 类 稍为 不 同 的 对 象 。 例 如 9; 和 9g, 是 G 的 两 个 子 图 ， 那 么 9,U 9: 表示 了 一 个 子 
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图 ， 它 由 所 有 在 9; PRA HREMAS PERNAR. BAM WR, A 
合 ， 那 么 H ,UEH, 表 示 琴 个 集合 的 并 。 这 对 于 交 、 环 和 与 尝 世 同样 成 立 。 为 方 权 起 见 ,用 符号 
名 卖 示 零 图 ， 即 6 的 这 数 为 零 ， 用 ,={ EGER. 

下 面 ， 将 全 的 子 图 的 任意 两 个 集会 吾 : 和 事 * 的 “ 笛 卡 几 积 ”运算 也 ,xx 刀 :定义 为 * 

H, XH, = {8Ug958 在 在 :中 以 及 9i 在 瑟 :} 中 了 
BEH xy aH, xt, =H, WAH MS ESET AAT BNA. ROTA A 
到 的 子 图 集合 。 

为 了 节省 篇 旺 ， 一 个 子 图 或 子 图 集合 对 于 一 个 子 图 的 偏 导数 的 定义 在 这 里 不 重新 给 下 
这 可 参阅 Hakimi 与 Green 的 原始 论文 [ 1 ]。 

CROP, RE "Et PHRMA, CMM - TEMA THOMA, 其 
它 一 些 没有 特别 说 明 的 术语 的 定义 可 在 Seshu 和 Reed 的 落 作 中 查 到 [16]。 

3. 集 合 的 基本 互补 划分 

在 本 节 中 我 们 先 定义 一 个 集合 的 “基本 互补 划分 ”, 然 后 提出 一 个 管 单 耐 有效 的 算法 ， 用 
以 检验 一 对 划分 是 否 为 基本 互补 划分 。 最 后 ,我 们 将 指出 即 何 用 来 无 重复 地 生成 一 个 图 的 树 ， 
无 重复 地 生成 树 的 问题 对 数字 计算 机 计算 来 说 是 极为 重要 的 ， 因 为 我 们 无 需 在 计算 机 的 存 贮 
器 中 保留 所 有 树 的 集合 。 因 为 实际 网 络 中 树 的 数目 可 达到 上 百 万 个 L14]。 所 以 核验 工作 是 一 
个 级 费时 间 的 过 程 。 

一 个 集合 5 的 划分 ， 用 P(t5s》 RER, SES ARS FL (G-1,2,-,0) HEA, ER 
SPUR UU BERE LOLSH. pxucomm, BURXPPEONSDI1,2,-., «f 
1221, WIS Ren PARRA EST PS.) 的 相 异 代表 集 。 显 然 ， 戏 于 一 个 给 定 的 划 
分 ， 可 能 有 两 个 以 上 的 相 异 代表 集 。 
定义 1 

Si 的 一 对 划分 P"(S9 QPS), EGER (SD, PS) ESPREITA 
使 得 1 和 1 一 {分 别 是 P' SD) SPS) 的 相 异 代表 集 ， 风 称 其 为 相对 于 j 的 互补 划分 。 此 处 
i- UP 表示 在 5 中 1- GI, TABLED 

BR, a(P/(S,)) c a(P'(S)) e 1, MBPS) 具有 mm 个 元 素 ， 那 么 P (Si) Mu 
AR- MHIE IER, EUG, MRCP’ GO PAGO 不 等 于 CEP! (So PSA] 
因此 要 使 一 对 互补 划分 合 丰 确切 意义 ， 那 和 下 标 必 须 加 以 规定 。 
定义 2 

CHP’ (Se), PSO] 是 一 个 互补 划分 ， 如 果 不 存在 一 个 CPD, POD, Sh UE 
5; 的 一 个 非 空 真子 集 ，P (DP SO BRP DSP CS), MAR CIPS), PCS, DIA 
SARAH 
iE: M 

在 CJLP (SA)，P"(S9) 5 中 存在 一 个 在 P'(Sb PRAP SO PRI, ee = lo 

WH, 假设 引 型 lop Gr, PARkS OMY Reeek—m+ i), HmocecP IG. 由 


WEST +P RMAF. FE k+ l， 引 理工 证 毕 。 
下 而 ， 我 们 将 要 定义 机 类 算 子 卫 “ 和 D7*。 这 些 算 子 的 主要 用 途 不 仅仅 是 为 了 证 明 我 们 的 


主要 绪 果 ， 而 且 我 们 使 用 它们 是 为 了 在 下 面 所 讨论 的 算法 中 作为 一 种 工具 一 一 它 检验 一 对 互 


补 划分 是 否 为 基本 互补 划分 。 . 
XEC,LP' (Si), P8028, ISI Ti} SHEP? (SSP SO WRB, NUR R^ 


(dS 


与 R" 分 别 是 P' (Se) SPS) 的 子 集 ， 则 算 子 D* 与 D* 定 义 为 ; 
DUR) = ip", p* 在 PUES) 中 ， 并 有 具 在 R' 中 存在 一 个 +’ 使 得 p* 与 7" - (MnD zx 
是 非 空 集 }， 
D'(R')- (p, PE PCS) 中 ， 并 且 在 R" 中 大 在 一 沾 r"、 使 得 p rt ctn GT UD 
之 交 是 非 空子 集 }。 
有 了 时， 上 述 类 型 的 算 子 可 以 多 次 重复 计算 。 例 如 , ADRO =D (DD QU), DR) = 
DD DD RY),  D,G*) =D’(D/(D*(R"))), pL BR DiR”) = DD (DD 
RY) EO ARREU RH, RRE- PHAR, ABE, Bile HA 以 下 
aa. 
322 
FEC LP (S), PSO TB, Wp’ P=). BDO PSU T fbit voe CR pe sod 
BH), Die) D De) = Ay, Rpp p ARER SO BPS 中 的 元 素 。 
在 引 理 2 rh, da bu. fiv 2 Hugo EDO!) I3D,C). 所 获得 的 最 大 整数 ， 使 
D, (p! YAH, 
D, OH, 
那 必 下列 引 理 基 显然 的 。 
3183 
HR dD RD 的 一 个 元 素 ， 则 etad) = 1。 
定理 1 


令 B' 是 集合 P'，Dss(p )， 以 及 Des-tD") BOR, zonas eme BY = unen 


| 


alent Dy BURG De. KP), MAD GU RI, T= 1,2, WEL et Dy 


Y= dum 25i ne HARA B= PCS.) 或 B? =P"(S,), abe’, p'S33138 2 的 定义 相 


FA, MCP (S,), P'S.) EAS EAN 

iE). MRB TP GO, BAB CEEP GSO ASAT, MP! (5s) -B Hoa 
AA CES! ,D' (P) UP" TES SEF SE ITA GRRE CLP S0, P^C05] 
JGOETLNXMPAEGRJS. RS, WEB =P | CLP (SD, PS TERREA M RIA, 
RUC TP’ (D, PD], ARLES TIRE ART e. Pd DB, PERG. B EPD. 
FAB AP (S,), RUTHER, AMRIT EAE. CHIEF, 


ERE ERE LEARNT RSA RETA RE. Be 
BEART EEk di kA ET 
推论 1 


MCP’ (Sa), PAO IER RA IS a) PSS TE SER CRP OSE), 
P'(S, 3] = CCP CS, ,P" C945] 

HANH, HARARE LPS, P'S OTR BR AMER CT FERD 无 
Ke AMAL, CHATS CIPS.) PS.) Ro TRE RAS AD. HAE 
BLEDSTM, WP RI SAH RI Fo Bi, EA- T. XIX 
PA (8,,) -(152,818,6,7:4,5:9, 10,1112) BRP (S:a) = (3165718195 4,10:3,1151,2, 12), 
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相对 于 元 素 13 互 补 ， 因 为 存在 一 个 Si: 的 卫 集 [= 1,2,3,4,12} 使 得 1 与 i EPCS, 2) 
SPS.) 的 相 异 代表 集 。 利 用 早先 定义 过 的 算 子 D’ 与 DP"?， 我 们 得 到 下 列 集 合 ， 
DA{9,10,11,127}) = {9;4,10;3,11} 
D"(02' (19,10,11,12:122 = D'C(9,4,1053,11)) 9 13,8,7:4,6) 
D' (D'(D' (((9,10,11,12] 222 = D' ((3,6,7 14,5) = 035657) 
D'(ct(1,2,127222 = (52,8) 
D'(D"(1(3,2,12)) 0 2 D'C(152,8)) = ((8)) 
因为 B = D,C((9,10,11,1210 UD,CCQL 2,12 :)2U ((9,10,11,12)) = (3,6,7:4, 5) U (2, 
81U((9,10,11,12)) - P/GS,,), HRERL, Cii P0, P(3:,5] 是 基本 互补 划分 ， 
TERRIS > 中 的 尾 何 元 素 ， 这 对 划分 仍然 是 基本 互补 划分 。 于 是 ， 我 们 有 下 列 推论 。 
推论 2 
HARÁ B'-P'HSQ RB” = PCS.) Bp CPCS), POL) HEHOEH IMIG, AB 
BGM P'S.) HP'S OCR, Ho'GrUB. HARCRA SAER o 
TEAR AAR, AEXERIKPA CS a) = (12,354,546, 7,859.10}, PS 0) = (152534, 
655,75849410}， 对 于 元 素 10 求 说 ,该 划分 是 豆 补 的 ,因为 在 Se 中 在 在 一 个 集合 I= (3,5 6, 
10), ERI- LOA REP (Sg) POS ARE TE SP’ = (9:10) p" = (10), 
RAVED'()- ((9)),D'[O'(p')) = Hy WARD" (p") = 日,; 由 此 得 到 B = (I) EP'G 0), 
Bii, RISC LPS), P'S; IRFS o PERE R BRERA EUS, 
推论 3 
BAM COPS), PIG LEBRE AMISH, MY CL[PiCS,》»，Pi(S,)] 是 基本 互补 
划分 ， 式 中 (Ss)= PIO BOEPIGQOGPKGO,. 
现在 我 们 将 应 用 这 些 结果 来 无 重复 地 生成 树 。 设 SG 是 将 G 中 的 节点 ?7,0;，… ,和 轩 G” 
HU otii urn UE Sp] EE TT RAL, CA RY 0 0o OUR. ME SRST Sy) 
ST’ SOPMRRE SO PEM S NSARA, APS, PHERRS RA G' 中 的 节点 
Dias Uh, BARRO PRT ROL OTs Phe 


定理 2 
T= LT'(P’ (S) x T'CP'C9,)) 
RPP (SPAS OES B Hijo ThA}, EAE DIT AI PEA EA RD ET 
FERKEARE PE XXE 2 还 在 Hik ARIMEN. 


根据 审 稿 人 的 建议 ， 这 一 方法 可 表示 为 另 - AER WEE G PA-PATP Sa) U 
RP'OQO, MERGE ERCP (S), PSOE- MER AIMIS. ARAM, 可 以 不 
SE id 5/13 Ase 1 来 证 明定 理 2 SICA Dy Hos Se EA LE TEREA HDE 
图 GS 的 拓扑 结构 有 关 。 这 便 是 一 种 严重 的 限制 ， 因为 此 时 基本 互补 划分 不 能 以 表格 的 形式 列 
出 。 而 我 们 的 方法 刘 完 全 是 普遍 的 ， 它 与 给 定 图 的 拓 杆 结构 无 关 。 因 此 ， 利 用 定理 1 ， Be 
不 天时， 我 们 可 列 出 S* 的 所 有 的 基本 互补 划分 。 实 际 上 ， 我 们 无 需 全 部 列 出 它们 ， 列 出 一 半 
已 足够 。 这 可 以 从 推论 3 而 直接 得 出 。 

我 们 将 用 下 列 例 子 来 说 明定 理 o ， 

Bli 


1 Rui&üT'Oo 4o PSSA, OP 
2i 


FROM GRMN. MUHA, vus UAT FRC! 56", ROME 
如 图 1(b) 记 示 。 所 需 的 本 可 求 得 如 下 ， 


(b) 


图 1 (a) 给 定 的 网 G D) ARAG HG” 
T'((1; 2, 3}) = (be, bf, be, cd, cf, de, df, ef} 
T'((1, 2, 3) = (hi, hk, hm, ij, ik, jk, jm, km) 
T'((1, 2, 3D -H, 
T'(1, 2, 30 ={9} x T'CUOS 2; 3D 
T’({1, 2, 3}) ={a}xT’({1s 2, 3}) 
T'((1, 2, 3}) =H, 
T'((1, 3; 2)) = (bee, bed, ede, cdf, bef, bde, bdf, cef) AH, 
T'(, 3, 2) = (him, hij, him, iim, hkm, hjk, ikm, ijk} AH, 
T’({(1, 2, 3D ={a}xH, AT” 
T'(((1, 2, 3}})= {9g} x He T" 
利用 定理 2 ，G 的 树 集 合 T 由 下 式 给 出 ; 
T-[T'Cts 2: 8Dx {9} X HilIUH,UH, 
Ut(a) x T'((1, 25 3D xHi1 
Ur{a} xH, xT”; 2, 301 
UCH, x (g) x T'Cé15 25 301 
UE(a) x T' C31 2; 83) x (g) x T'C(13 2; 3DIUH, 
={be, bf, be, cd, cf, de, df, ef} 
x{ghim, ghij, ghjm, gijm, ghkm, ghjk, gikm, 
gijk, ahim, ahij, ahjm, aijm, ahkm, ahjk, 
aikm, aijk, aghi, aghk, aghm, agij, agik, agik, 
agim, agkm) U (hi, hh, hm, ij, ik, jk, jm, km) 
x(bce, bed, cde, cdf, bef, bde, bdf, cef) x (a, g} 

在 第 卡 儿 乘积 中 有 320 项 ， 每 一 项 对 应 着 G 的 一 个 悄 。 对 网 络 理论 来 说 ， 这 是 一 个 所 希 
望 的 形式 ， 此 时 无 需 对 稍 卡 儿 乘积 进行 展开 。 

4, 多 端 网 络 级 联 中 树 的 生成 公式 

现在 我 们 回 到 本 文 的 主 村 论题 ， 辐 时 给 出 任意 多 端 网 络 级 联 中 生成 树 的 通用 公式 。 

令 G 是 一 个 无 覃 合 的 多 端 网 络 的 级 联 图 ， 它 们 是 任意 连接 的 。 假 设 CG 由 个 子 图 GyGs， 
e GRR, CMRP AGE 2 的 方式 依次 相连 。 对 于 任意 sS , 令 Vs 表示 Gy 的 节点 
集合 的 子 集 ， 使 得 当 且 仅 当 z 在 sy 中 时 ，vi 在 Vi 中， 此 处 Se e. 2,9, 50. 151.2, 
~1。 还 令 Ty(sj-1Us) 是 Gy 中 Vy-; UV MA MRA, HAH, RIVES. .的 元 素 
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EEUU, RUE AU, 我 们 能 区 分 5 与 S 。 斤 向 话 说 ,我 们 假定 在 所 有 集合 中 


WHACK PH, WET ERR AK ea. RAAB SE FINI 
E ARS RA BAR RATT RS MA. BU. RIRE EWEA. 
4 
Sa {Sho 251, 2, vy n- 15 
S*-(D., 2-1, 2, o, n-1, HCS BRA. ER S*h 5s 
Bea (Tay Bal, hoe. n-d, GP EES PRMD HM y-1, 2, en 
一 2， 六 -是 S PRA - Ube 14} 的 补 }。 
膛 令 L 基 上 述 类 型 且 满足 下 列 附加 约束 条 件 的 所 有 可 能 的 集 
合 对 (5+，3*) 的 集合 ， MLA Ess", 3), WA 
IEU, ) 
EUn, UF LSe, U Sae) 
LEa. UT, DLU Sa Su) 
适用 于 在 集合 S* 与 人 中 所 eM a M 
利 罚 这 些 定义 ， 现 在 G 的 树 集 合 T 可 很 容易 地 从 附录 中 
的 引 理 5 而 得 出 。 图 2 一 个 连 道 片 图 的 节点 标号 
EE 


T= SOT PP UD 
ce poe lop wed 
x Touri Ga, Ub, 1x THT), WHR 
T- y Tx UE Pe Ze Uu) 
cgngyEldg wel 
x Touri Faas ladle Hr R 
Stl. = 各,， 环 和 是 对 I 中 所 有 可 能 的 :S"，3S*) 求 取 。 符 号 TI 表示 在 方 括号 中 所 未 集合 的 
ERE. 
证 明 ， 在 引 理 5 中， 令 G UTG 与 G" - UT. Gu, BERAR, Rm n, 


He AHAB, masia, ARG 1 =， 对 于 引 理 5 中 每 一 个 所 选 的 ， 相 应 于 在 3 所 
定义 的 范围 内 有 唯一 的 集合 对 (5* ,5+)。 因为 在 G' 与 G* 中 的 每 一 个 &- 醋 可 分 别 表示 为 Gs 
与 Gas: 的 久 树 的 笛 卡 儿 乘 积 ，z> =1,2,…，m。 不 难 磊 册 ， 引 理 5 也 可 用 定理 3 纵 出 的 形式 来 
表示 ， 除 了 环 和 是 对 在 3 所 定义 的 范围 内 的 所 有 可 能 的 集合 站 CS"，S") 求 取 之 外 。 下 面 ， 我 
TIE, MRS, SURALH, MATA RA RTM MA. 因此 要 研究 5 种 情况 。 
[in 

Ta UT, m HSRSS J Saas 

Ty, U Ii, S Hy RSs... U Sous 
以 及 

L =H, 
HE, RN ABE A, MAR EEA HL AR AMGEN. 

2B 


ut, 

I, UB SH, 
44^, SO RE RMRAR PER MMEM, BST GU (S D x T'GU D, AE 
EPS, SH, EUR SEG HATER As Ue WARE EC fos 
FRE. Uiu MAME R. BIRT CU) = 下 ， 也 时 集合 对 (8*， 孕 : ) 不 会 用 任何 
BAW RT. 
Tx. 

IUE. mS US. 
OMS TUL KTS (hs) Rap spun (S, 8*) 相应 项 。 由 此 得 至 ， 在 
Gan PAETE n. UT. BARS AEC PEETRE ASU Ce 1} 的 节点 集 的 一 部 分 。 因 
Uk, XET' GU (a D X TCI 0-00 中 的 经 一 个 元 素 都 足 G 的 一 个 非 连通 图 ， 并 且 不 包含 
在 7 中 。 定 理 证 毕 。 

KRE ARLE- P A LENF. 

下 理 4 

对 于 在 ! 申 的 每 一 对 (S*，8*)， 车 在 8* 存 在 任意 一 个 元 素 D:， 便 得 在 UME, = 
SR, 2H, WEARS. I H (RL 2$), 1<ecn~1, WACARSt, F) 
不 会 构成 定理 3 中 集合 T 的 任何 项 。 

证 明 ， 我 们 弘 证 明 x 为 偶数 时 ,1;, = 5. 的 情况 。 其 它 情况 可 用 完全 类 似 的 方法 加 以 证 明 。 
证 明 引 理 4 的 一 般 方法 与 证 明定 型 2 的 第 二 部 分 相隔 。 

ALE 3 中 所 需 的 所 可 类 型 的 *- 树 均 存在 。 否 则 ， 引 迎 容易 满 是 。 因 为 Tt = 再， 由 
WARM. 4 d ESL - PER, ADLE Dub, MAG BE 中 。 因为 在 
Ga PAE PL R ERGE FO, PCE UA PEA BES PEI Ue, 中 存在 
AER, UE SLE GUL EA. 要 考 成 黄种 
WOR. i lS Le. RE, BAL RPE. H ARESE a 
Jy PARE PR, WG du RL REAGE GU) RE 
Wah. MRT, BAL REL. -中 。 电 此 得 到 在 7 . 申 存 在 一 个 整 
与 所 及 各 相应 的 节点 包含 在 同一 个 连通 片 中 *。 继 续 这 一 论证 ,生成 了 形 如 115 RET, 
的 整数 序列 。 因 为 G 是 有 限 的 ， 在 一 个 序列 中 存在 整 讨 蕊 与 (e < 人， 后 得 je Th. 3 EE 
S, ARYA, RARE ER MES, AAI = 日 ,。 PE, MLTR RER 
了 至 少 有 一 个 回路 指 子 贸 。 定 理 证 毕 。 

现在 我 们 反 需 研究 定理 PALM TTR RAL, MIRRE, SOX EGRE 
足 引 理 4 的 条 性 。 这 社会 眉 然 地 提出 一 个 问题 ， 即 在 何 种 条 忻 下 我 们 可 利用 定理 3 生成 桥 而 
没有 由 于 重复 而 产生 的 元 余 项 ? BR ROMEO CMU AR AAGE UC EUR 
排 ,那么 问题 将 得 到 解决 一 -G* 与 G* 共 有 同 节 点 的 整数 集合 所 对 应 的 划分 必须 是 相对 于 该 集 的 
PT RED. "RAS BCR TER, 我 们 可 求 得 一 个 简单 得 多 
的 等 价 条 件 。 关 于 这 一 点 我 们 将 在 下 看 作 进一步 的 讨论 。 

XDPAET ua r UD a PE PRET UT), PEP BASS, US 
RMP CS. U Sarado BM, UR, JEP Ss, U5.) 的 相 异 代表 集 。 类 似 地 我 们 可 令 


+ STH, RAMEN]. = Ao. bris. DOG RR AR 
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PG, PAGVLUSIOEP'G, O8UDLT s Ds Tats, 31.) BERT, ) 中 的 
AGRIS, (UE, BRET) 的 划 分 。 因 此 下 列 氛 论 就 是 定理 3 的 另 一 种 形 
E 


Figa 
T= ETP SD] TI Ti4P"GS, 08,02 
XT UU, 2] 
xT4PAG.), BAG 
UR 


(riv 


T= SPP Sx | TL T4061, U Ss) 


XT (P Sa, 05,)]. r ARR 


ERAS, -H.. FRAUD AD IR. 
XE 2.5 LARCH ABER AT. 
定理 4 
如 果 在 研究 中 除去 具有 下 列 三 条 福 质 之 一 的 所 有 划分 时 ， 则 挫 论 4 PMMA jd 


ANDORRE, (opi, modu, fn HAR. mo Lic D, 


D MFisu<m, EP (Sa, U 5;,,.,) 中 存在 一 个 P?， 售 向 p' = S, ES. 

2) X-Pimvzmm, BPS. US.) BEE 9", EP? = Si 或 So CE n AB 
geht, vem), 

3》 对 于 某 些 4 和 z， 在 PS， U Ss, efe AP, EP (Say, S55, 中 存在 一 个 D*， 
PID NP =A MRP UP" aS MS... dbfbosce, om, DUEdErszomamnM. Sy. = 
Hoe 

ER, MRP, CELAL. MGR, MRE 4 中 所 有 类 型 的 &- 
HEE, MALE 4 中 存在 重复 项 的 充 权 条 件 大 至 少 存 在 闭 具 有 定理 4 所 给 出 的 性 质 
申 一 条 的 划分 。 因 此 ， 我 们 实现 了 在 多 端 网 络 级 联 中 生成 本 (没有 重复 而 产生 的 多 余 项 ) 的 
目的 。 要 实现 这 一 点 我 们 所 付出 的 代价 是 列 出 某 类 划分 。 这 一 要 求 并 不 是 一 个 严重 的 局 限 竹 ， 
Vi usi 383] TA HT 

FR, ÉOSPSEGIE— AHERMAA RRR MAREE. 我 们 将 证 明定 理 3 连同 
SIR A, 、 推 论 4 与 定理 站 可 简化 为 Myers 的 3]。 

对 于 这 黎 情 吏 ， 集 合 对 (8*， 瑟 *) 的 于 类 志 " 可 以 分 解 为 下 列 直 不 相交 的 子 集 ， 

L =F (EUe UFa (LO UF,- (LPUF GS), 

F) ={(8*, 85, 20,222) 

PQOS)-QG 8835 ae. = lA Fe c1. 2, e, wl, wA MEG, aaa) 
=O, Bw lat, ea) = 2}， 适 用 于 W =2, 3, e. B-23; 以 及 

F.IGQOS)-Q(0 H+ a(l) =], BUFOH1, 2, e, n-25580, 2 =1}, 

Fuck") (GS, Btj 00,5221, EHUETS-1, 2, +, n- ea 
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x 
Sta {ha T=1, 2, ^, n-1, BESS a DUNS BEUGEN, P 
ADEEL, ST HRRRCOMT EG, Gni U= UG WE 合 。 因 此 T=T!*。 下 
面 ， 我 们 来 研究 由 于 上 述 定义 子 集 的 每 一 项 对 定理 3 中 了 的 元 素 的 贡献 ,因此 ,对 于 在 PCL*》 
PATHS, Sach. MMR TRA. 
T.«Gox[ S Dn] er. So xT, 


EEr oye 
REE ea, m-la-i rpa, m-lo-D, MA 


Hee Ta Lina Un) X Tauri OL L Taa) X Tale .适用 于 = 为 偶数 ; 
STO, UT Ox Taari Ua LIT.) 适用 于 # 为 奇数 。 
对 于 FXI*) 中 的 元 素 (S+，B*)， 逢 考虑 两 种 情况 ， 如 果 w 建 偶数 ， 宰 应 项 由 下 式 给 出 ， 
TUCT4, US ox[ > II 8. 


(ONES #00 n 


«Teoh. *( Tp uj] 


wal 


ST! x Tei US, 


xf > "a ajar . 


Cyd Hee up ee 


- 
RTUCLG, QUE x Tees x FIT 


Pers 


un w= 
再 res = 全 


ss 
如 果 我 们 把 定理 3 应 用 到 G 的 子 图 Go UG。J4…UG 上 ， 立 即 得 到 第 二 行 的 结果 ,第 三 行 是 
EMMA =al) =1，z=152,…,% 一 1 的 直接 结果 。 类 但 地 如 果 w 是 奇数 ， 也 得 到 


HARAR. MPR) 与 和,{L*) 中 的 元 素 (3S*，S*)， 相 应 的 项 也 可 用 完全 相 M 
欧 方 法 得 到 ， 它 由 下 式 给 出 。 

Toca, US, x Tx [TET >] 
这 适用 于 ARE COME, 4 BRL, WTR, 


T xT] T4. 


因此 ， 对 于 一 个 双 口 级 联网 络 ， 定 理 3 司 简化 其 下: 
推论 3 (Myers 31) 


如 果 G 是 一 个 任意 双 口 级 联 的 入 应 图 ， 那 么 * 
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7 «[r  frr.so ]U[r: «CU Tro 
XT, US KT 让 
UCT? x TT U Sr) x TET CT (Sa) KT] 
ER, Te, T(S), BRT, US: ) 分 别 表示 在 G.， Gu , G1 RT, 2 BERS 
树 。 因为 在 SG 中 形 如 人 ,ih) 的 2- 树 是 与 G* 中 的 树 是 一 一 对 应 的 ， 此 处 G* 是 在 G 申 将 节 虞 ;与 
1 合并 [ 短 接 ) 而 得 到 。 我 们 可 用 上 述 公式 来 生成 G 中 形 如 (在 ,四 ) 金 2- 械 。 
我 们 用 下 列 例子 来 说 明 这 蔚 结 果 。 


图 4 APCHA Gi Gr Gs 


m 2 eS 
(ajG, (0G, (OGa 


pz 
MAME 3 PURINERC, TICS RAMUS HRRWETTEC, G Co .我 


份 将 应 用 定理 3 来 生成 树 。 当 然 ,首先 算出 5: 和 3S。 的 子 集 ,此 处 S5。 = {1,2}, Ss = 07,27,9), 
为 方便 起 见 ， 下 面 所 有 括号 中 用 来 表示 元 素 集合 的 大 括号 已 省 略 ， 同 时 一 个 集合 的 各 元 素 用 
逗号 而 不 用 前 面 所 用 的 分 号 表示 ， 根 据 定理 3 RNA: 
T-T,OY Xx UT (.,1/ ,2 ,3 ) KT BT 21 537) X T3287) 
BT, (252! VIX TSC ,3 ) DOT, (2,97 X TG^,27,3)] 
QT, (2) K(T261, 1" 278°) x To 3) ÐT (1,1,3) x T4(2^ 87) 
QT, (1,2 8°) x TQ. ,8:09T, 0,8 2 X T4(^,25,3^)] 
GT, (1,2) x (TL ,27 8) x T. (30 OT 2 (1? 87} x Te (2? ,8^) 
QT, (2,80 x T. (1,8) T, (GA ) x Ti CU 427,37] 
= (a5,ac, bc) x {d,e} x (ghik} (dedi ei} x {ghk ghi, ael) p(de) 
x (ghk ghi hib, det} x (gh, ej HAH ki p (f) x {ohik} D (ef ifo 
x {ghk ghi ab o td P3 x {ghe, ghi hib) @ (def dif} x {gk, gj hk, n] ki} {a,b} 
x Eddf ef} x (ghik) {eit dif def} x {gkh, ghj, ahi) p (def) 
x (gh, ghj hj qp (dei f) x { gk, gi hk, pi, Kj}] 
- (ab, ac, be) x {dghik, eghik, dighk, eighh, dighj ,eigkj ,deghi digk) eig, dehik, 
deigk deigi ,dethk,deihj deik) , fohiR, ef ghh if ghi, ef ghj ,if ghi efghi ,ifgki, 


Gan. SIAR zS, Aad a Dete 
ogre 


df quk d [gh] ,dfhik,def gk de} gi ,defhk defhi defkj ,difgk dif gi ,difn&, difhi, 
difki} U {a,b} x {dfahik,e/ahik, cif chk, eif ghi eif aj difghk,difgh} difoki, 
def gii ,defhik, dei | yk, deif 2j deifnk deifhi,deifhj>. 
WG ILA PH SSH, HO OXDNDUDUT 7S. AUR, MAETR, 
BABE T Bik, deghk,degh} def ghh def ghi. 


E 论 

本 文 给 出 了 生成 任意 无 看 合 的 多 端 网 络 级 联 中 诗 与 补 桂 的 新 公式 。 这 些 公式 将 树 集 司 衬 
树 集 表示 为 各 连通 片 的 子 图 之 佳 卡 几 屁 积 的 并 集 。 这 时 拓扑 方法 看 来 是 恰好 的 [14]， 从 实用 
的 观点 来 桥 这 些 公 式 对 于 非常 大 的 疝 络 进行 计算 机 分 析 是 十 分 有 用 的 。 i] Stehman 等 人 
TI4] 提 出 了 一 个 13 合 节点 、29 条 支 路 含有 187370 个 树 的 实际 网 络 ， 如 果 采 用 Mayeda 与 Seshu 
的 方法 [Li0]。 在 卫 M 系 统 7094 数 字 计 算 机 上 产生 所 有 树 而 所 需 的 时 间 是 4935 秒 。 因此 划分 的 
优点 是 十 分 清楚 的 。 它 不 但 使 译 的 数目 急剧 地 焉 少 了 ， 而 且 在 图 的 分 解 后 它们 只 含有 一 些 较 
小 的 钳 ， 对 每 个 树 只 需 作 少量 的 运算 。 事 实 上 我 们 并 不 关心 所 有 的 树 或 补 树 的 集合 ， 而 是 关 
MRE CL) 荡 积 之 和 。 当 然 ， 要 实现 这 一 点 所 付出 的 代价 是 计算 出 所 有 的 其 
本 互补 划分 。 对 这 一 点 来 说 这 并 不 是 一 种 严 重 的 局 限 性 ， 略 为 这 些 基本 互补 划分 可 以 容易 地 
列 当 ;它们 与 所 研究 的 图 无 关 。 如 竹 允 许 存在 由 于 重复 而 引起 前 完 祭 项 ， 则 本 文 所 推荐 的 生 
成 树 和 补 树 的 方法 要 大 大 优 于 利用 独立 割 集 和 独立 回路 来 生成 树 独 社 诗 的 王 氏 代数 法 ， 男 为 
在 原始 医 中 由 于 重复 而 产生 的 苑 余 项 要 比 各 连通 片 所 产生 的 宛 余 项 要 多 得 多 。 

BOR 

THERE 

BAVA FSB RIM, TAT ELSIPR E 
LE 


T- mr JD xT" CSU {RED 
= SIU {RY xT (SU ik} 


APT (5) AIT’ (843 BEC’ IG" Rk- RE SOS, :和 5 是 S,- ,中 s 的 补 , 环 和 三 是 对 5,- ,中 
所 有 可 能 的 :而 求 取 > 
上 述 绰 理 可 以 写成 稍为 不 同 伍 较 为 方 扩 的 形式 。 
EET 
T = S TP (,)) x T'CP"($,)) 


BAP (SD SP GO HAE GS MM FREAD LIER Soh DA A BBC ALPS GO, 
PAG TRA, 

利用 推论 1， 充 分 性 是 证 明 该 定理 对 所 在 的 基本 互补 划分 Ci[P'(S:)，PY(S4)] 是 成 立 。 
RPAN, MECE S), PSO] 是 基本 豆 补 划分 ， 那 么 它 将 不 会 产生 任何 带 回 
路 的 于 图。 很 设 这 一 点 不 成 立 ， 令 5 在 集合 7 (PS) X T'(P' S DPEDA REM. E 
念 !G3 是 相应 于 包含 在 5 前 一 个 回路 中 药 世 点 集 前 集合 ， 即 当 且 妈 当 二 在 该 回路 中 对 ;在 ! 中 ， 
以 及 

AMD = [zy TEP (SB, NITAH) 
* 28 5 


AD = {ay EPS, oh, mH.) 
BRIA SEA RRMA EMA CD RAD TRH, MEME BERE LBS E 
PQSQO-A'UODBCTAE, FRR APS), HARE RL, MCP G0, PCS ERE 
基本 互补 划分 。 这 就 证 明了 任何 一 对 基本 互补 划 分 不 可 能 产生 任何 带 河 路 铭 子 图 。 

进一步 ， 我 们 必须 证 明 必 要 性 ， 即 征 何 非 基本 的 互补 划分 CAPS), PSl BF 
TPS, x T'O" (Sa H,, CPE TRF, BI CLCPA CS.) ,P'CS 338 dede 
AAPM, EAPC LP CD PY, PISS, TAS, MH. ARP (DSP (Se), 
PY IPS), MIERE, PERSP DUP Cpa at +1 个 元 素 ， 换 名 话说 ， 
dE UP pa XE, dbdba-h-a(00, EPSO- PD, UI" PAG) P, 8, 
SEV Up dia, WARE, $ i(r=1,2 DEL WAR, Beat 
LAL, LAV LEY bh, HERAS: = l= i;5=:,2,… dh, BOP UP" Pe 
SHE, BALLL NBER AVAA-CRS, SOL, PA REAR. T 
RU RAL, BW BLE, DORA TRE, HN, RRR 
表 ， 于 是 if: 和 is 两 者 多 在 fs 中 。 继 续 这 一 论证， 这 一 过 程 将 产生 一 个 形 如 ii 让 的 序 葡 ， 使 
filiu, Elet, GATY, ul, karset AA UP RARR, Be 
— TERRE SE Oak, dod, Noabeco TEMA T'UP GO) x TY (PY Ga) F 
Hy, ET (OI GO x TP" (SFE T TO XOE —TEDSA-THRMTE, dx 四 
Bitte ZEB REPE RS Ai Hp CRABB, BEEE, 
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三 、 利 用 分 解 的 方法 生成 图 的 树 和 补 树 


摘 ”要 

本 文 给 出 图 移 树 和 补 希 集 合 的 生成 公式 ， 这 些 公式 将 树 和 补 树 集合 表示 为 开 原 图 分 佣 而 
得 的 连通 片子 图 的 乐 合作 欧 卡 兹 猴 积 、 再 取 环 和 或 到 并 。 如 果 给 定 了 各 连通 片 的 子 图 、 则 该 
方法 不 会 产生 任何 有 量 复 项 、 宛 余 项 或 相 酒 项 。 文 中 还 给 出 了 产生 某 类 所 希望 的 连 适 片子 图 的 
方法 积 示 例 。 

1 引 F 

在 线性 系统 的 闫 域 分 析 中 ， 系 统 行列 式 的 元 素 通 常 是 复 变 量 s 的 有 理 函 数 ， 在 大 多 数 情 
况 下 需要 计算 符 续 系统 甬 数 。 音 然 这 些 行 烈 式 训 以 用 传统 的 方法 来 计算 ， 但 是 这 一 计算 过 程 
荐 变 时 与 复杂 和 的 。 姥 使 得 到 了 最 后 的 结果 ， 仍 然 存在 着 大 量 的 相 消 项 。 拓 站 公式 对 此 问题 提 
人 殿 了 一 种 有 效 的 解决 方法 [1]。 但 巧 ， 这 些 公式 需要 列 出 一 个 图 的 企 部 树 和 补 树 。 在 C2 一 18] 
中 已 发 表 了 许多 生成 树 和 补 衬 的 方 法 ， 拓 扑 滩 看 来 呈 最 好 的 ， 但 是 对 于 大 奚 统 来 说 ， 从 实用 
的 观点 来 君 ， 这 上 岩 方 法 并 不 完全 令 人 满意 。 

对 于 一 个 非常 复杂 指 图 ，- -种 减少 计算 困难 的 方法 惩 将 原始 图 分 解 成 几 个 连通 片 ， 在 每 
一 个 连通 片 中 殉 定 适当 的 子 网， 然后 把 这 些 子 图 组 合 起 来 下 得 到 所 希望 的 结果 。 当 然 这 一 恩 
想 并 不 是 新 发 现 。 它 在 .858 年 冯 先 册 MacWwjjtiams 提 咏 [21。 队 来 又 有 许多 学 者 进行 了 研 究 
[3 一 101。 但 是 现 有 的 方法 并 不 十 分 令 人 满意 。 其 中 某 些 方法 对 网 络 的 结构 有 水 多 的 限制 -3 
一 5J。 而 某 些 方法 则 不 完全 正确 [6,7], 最 后 某 些 方法 产生 了 由 于 下 复 而 引起 的 元 佘 项 [7 一 9]， 
在 本 文中 ， 我 们 将 介绍 用 分 解法 来 生成 一 个 图 的 册 与 苏 树 ,并 且 指 出 某 些 文献 中 的 一 些 错误 。 
这 里 所 和 叙述 的 方法 克服 了 前 三 各 种 方法 的 许多 不 足 之 处 。 还 将 讨论 这 种 方 续 在 生成 级 联 的 ， 
ART SS rp B BERT EHE ERO 

2. 预备 知识 与 定义 

在 本 文中 我 们 仅 研 究 无 向 图 G， 其 中 启 有 的 边 用 e, ,es，…wen 来 标记 ， 所 有 的 节点 用 zi 
za，…yD 求 标记 ， 式 中 由 是 G 的 边 数 ，" 证 G 的 节点 数 。 

经 常 采 用 A- 树 ， 在 &- 袜 中 某 些 被 标识 的 节点 需 当 现在 不 同 的 连通 片 中 。 为 方便 起 见 ， 用 
BU Uu Uh En Uh, Un 5) HEY O RRG- EVs = {vi, 95, Vi, v) Vis 
viv), SPW Eo Mee EHE IB. CU uoi RIoi EC TEX h REOS, 又 在 一 
MEER T. EOS ECCLE AM, REP, SEHR, RV 
Fe, RIEL t, HUEGIB ARI. TV AERE UV MAME RE. G 
的 一 个 补 树 主 是 GIN AR. GR HR REI EV GM — PR TVs ) 的 补 图 。 
TË, WAV MSH PH, MEV 25 ， 即 是 G 的 一 个 补 树 。 符 号 TOO 表示 G 中 形 如 
IV OHSRHHRE, UE ER. SHSTHTAMECH RMS. 
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Gil] — XML OE VW SGT AoE TCA. BIL, NURG 是 
AAS AMI, MOREA- TRE, BOG ILM RIF 

DRM, ACHAT, n Ugi EC TER, "enge ekrzo de. ag. 
BUERONICOPHNGURSPEOE, WRH WH EMTEA, Hı UH RRISE AZ RUE 
ATS. BASS, CMeWARSA, D3- 来 表示 。 

令 3 是 一 个 子 图 ，e 是 G 的 一 条 边 。 如 果 e 在 9 中， 我 们 定义 9 祖 对 于 e 的 “ 偏 导 至 [8] ag/ae 
-gSe, WURemdegb. Wüag/ae-ó, MARE, 

AURHAEGRJ—A TEM, Tun. 
33 


= FE gigHrp, etoh} 


加 果 g= etez…es 是 的 一 个 子 图 、 我 们 定义 ， 
aH _ aH . 0H 


2g 9. 
e der Poe, 97 Pae 


RIM H/ (20,39: 3E&0(0H/02,)/ag,.. 0H/(3g,09, I HALE i do. BE, M 
RH MH ACHATTAR A, ME SH AR RIL, HxH, XH: 
HxH, = (Uo; 078H eH} 

URH XH, =H, XH, ~ 打 ,， 这 里 及 ,是 空 集 。 关 于 这 些 运算 的 详细 讨论 以 及 许多 有 用 的 恒 
圭 式 可 在 Hakimi 和 Green 的 著作 中 找到 [8J。 

在 本 文中 ， 术 语 “ 图 " 指 一 个 无 向 的 带 标记 的 图 ,其它 一 些 没 有 特别 说 明 葛 定义 可 在 Sesha 
和 Resd 的 著作 中 找到 [11。 

3. 利用 分 解法 生成 无 重复 项 的 树 与 补 树 

在 本 节 中 ， 我 们 给 出 生成 一 个 图 前 畦 及 补 酝 保 合 的 公式 ， 这 些 公式 将 柑 及 补 树 集合 表示 
为 各 过 通 片子 留 集合 的 笛 卡 儿科 积 之 环 和 。 但 是 这 些 公式 包含 了 由 于 重复 而 引起 的 元 余 项 。 
我 们 将 在 第 4 节 中 讨论 避免 重复 的 条 件 。 

令 G 沿 节点 vs54，…… ,0 分解 成 两 个 于 图 G' MG". ST QV RET" VO PM RE’ MO” 


中 形 如 fCV5) 的 #- 树 集合 。 此 外 ，Vi = {testes gh BOP AT LO AEE 


AG HBV OMe Re, EC NE’ RHEE, ix PRR AGER. 
定理 1. 
T= 


og 
9090-001... . 
dupHeTUVOx POVO, MAn (x 1,2, - DAAG Pa AV BOSE 

该 定理 的 证 明 可 以 在 [20 中 和 找到， 这 里 从 略 。 本 定理 可 作为 Hakimi 和 Green 定理 的 一 个 
对 情 定 理 [87]。 但 是 他 们 的 公式 要 求 G 及 G” 两 者 均 为 连通 图 ， 因 而 这 就 限制 了 这 一 公 臣 的 应 
用 。 
3AL. 

MRHEGH—-ATEAR E 8:8 g EATA, NN 

SH/X, DRD 60 = 
(0H/à& ) D OH/98, D EAE dpa) 

推论 1。 

Po = vo WaT, T 
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Biv. Rv, MER = 
此 处 8: 是 G 中 节点 0; 的 关 : 
Rie 
T(V,..) = OT (VY OOOO i700 cua, 
此 处 9is(xz=1),2，， 问 是 节点 AYR ERAN IS, 
MERIT AF BGA Fits) 
定理 2。 
P = OLT AU (aD x TU o(v5D1 
SPIT OU Cap x TOU Cond] 
此 处 1 是 集合 Vi- 1 的 一 个 子 集 。7 是 V4, nada 
HER. 我 们 对 k 用 归纳 法 来 证 明 此 定理 。 首 
对 任意 的 &~ 1 成 立 ， 再 证 明 它 对 任意 K 岂 成 立 。 
4Qu, QiUBQO (im 1,2, 2E G. G MEH Ro RRB. BRO 
:和 9,? 的 边 不 相 重 之 并 。 于 是 我 们 可 以 写成 @;: = 2i:@Q,:。 科 用 定理 1、 引 理 1 和 推论 2， 
我 们 有 


SAVERY ,中 可 能 的 爹 部 1 求 取 。 
项 当 k= 1 时， 该 定理 成 立 ， 然 后 假设 该 定理 


pss T Vox TO) 


- 8On-i0Qu-s1*-0Qi1 


7 OP" apr NAA 
[rox Soe OT x- g ] 
ge . 
CVX THO 


77805 ATIT A 
E POTY ox T's) 


=- cl PVD x PVD 
is re P m =D] 


à T 
— T'(V,-D x THVT) 
800-1 [42.4 e ‘ ] 


= OQ [PVD xo V-I) 

FeV ah OTV -I x oT (Y,-D/80:5-,1 

= m LEMP Ley st D XP" QU (a ota /Qs 
TR oU (ou assu D KOT! CEU {vas 3 014}) /dQ aa] 
= Q LPI vi a en X POG {oa}) 

IEY, at OT'UJivu ata pX TAU ib] 


= Qo PAU { pux TY (odd 
IEVP 


^, e SP UU Gaby T'OU (oup 


AM 
定理 证 毕 。 ` 
F4 Jo E B FEL P 0148 — 4 EXEC RE AE, OEMs MMAR BR 
定理 3、 
PELIS 


T= BIT’ CU (ead xT CL {foi})] 
= PIT 3 (o) x T", (04)01 

此 处 I 是 集合 Vi- METRE, LEV. PINT. RARA- ,中 全 部 可 能 的 ] 求 取 。 
fits. 

Sk-2,NT-T'xT"(u,, 04,9 UT? Co; stn Y X T", Me ABT" RT" 4 B G^ AIG? WRR A, 
定理 4. 

设 @ 是 一 个 给 定 园 @ 的 子 图 ， 若 移 去 这 个 子 图 将 使 G 分 为 & 个 连通 片 G，G5，… 与 Gil。 W 
RVG VO SVG E = 12 if) 分 别 表 示 图 9,@ 以 及 G, 的 节点 集合 , 则 G 的 树 集合 T 直 下 
RA. 

T= BT TI XT x - x TO) X Ta, Hrt) 


bee 


=J] neo 


RPLEVO) VG) BW dp ER. va1.2,-.k-1; LEVONVIGIN-+FR, 
ER A Re Be EL- EVO PTU, Ua UL = Co) IMP TUO 
BGP BILOBA, HR EXPE SERE PRT OR. 
PL 
EG’ =G UG, Je UG,,G"  QDURvi m on, A ECC S RESTE Bal, 
Watanabe S: — 4 TQ Ul ZPO TS RASSE TI ER RB AR ER HE A HS EC 
蔡 了 环 和 运算 ， 基 将 1 1 定义 为 UT U Ul 的 补 ,而 不 是 我 们 所 定义 的 CT U 0 
-{u 1 之 补 。 他 在 扒 导 这 一 公式 时 ， 商 先 犯 G 的 关联 宇 阵 分 决 ， 然 后 按 通 常 的 
H WER, AMBRE RW MER. BIRRE TEE 
HERS BF PEBR, HPR :我 们 已 指出 所 有 前 负 顶 都 被 一 些 正 项 所 
抵消 ; 即 所 有 不 需要 的 项 出 现 了 个 站 HAJE BUS A ARR EE TERI HR 
KO Ry CPE B ded S Te Fd ET Ue Pei ae) 己 在 该 定理 中 我 们 定 
义 过 。 这 一 结果 造成 了 该 文献 酌 一 个 然 陷 。 
作为 一 个 示例 ， 我 们 研究 图 1 中 所 示 : 令 Q=eteses 忆 及 Wi=Ue。 然 所 Gi~=e.,G, = 
e£ 6,8. VOQ)T {U0 uuu, VG) = (0s vu vs], 根据 
定理 4， 我 们 有 : 
THT 1) X Ty eg) HT 399 7, 029 T, I I XT GS KT us PP 
TQ )xTts c, X Tal 4V6) 
GT, G) XT, eyes) x T, Or 2a) OT; GU) XTD, I,U) 
KTR 0.) T (Ua) KTaO tg KT D, Voy 
G7, wa 2 Waa) XIa Conn. D. BT) XT, Gru uuo.) 
xT,Q Vs ET,Cu, 2,2 XT U) X Ts (09 04,05) 
GT, Gut B OxT, (yt. “Ts (0,22) QT, (0,0, xT, (v4.05) 


GT GO, UID MIT (0g Pa Fe) 2 T (0,034,054) JG Ta (8 Va Ug 2 X (Tal 02,05) 
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Tafu uD 
BTC, Vg) X(T, XTi BTU I X ToC, VBT Co, 0S) 
XT alos 7 TQ, 0,8.) X T3] 
= {61} X Lesh 284 ssl LIONE 
G(e;e, ese. 6205 ese TX (Ese; et ) DH.) 
{EE euet rx ese blese o Die, es x (eue e, ) H0) GN 
X (LEEB Cees 0, 0,0, Eee. 
X [e46.,0 464) Ge 6,640,650 eel X H Grle rey 050, 046.) X {eoeres} 
GH, 
m {61} X Geze se, eut. 0s 00,0 EEE} X (64,0; P1] U Ces Pele LESE tuU, 
OOO ly Ca ges ,Sab gl 7 O28 Cg ly gt oC gy ,£;€4,€ 85 ,€,€,8 70g Cer 
E SE 6E Ea lve oh rg} IL (RELEE ao al 465,60 05,0, 80.) X {6527 eee} ) 
` U (exeat 70 O28 sO 96 05 6,6 Egee} 
ERIM ASR, EPS OTOP. ER -REPE TIP EH, 
Ble;e,e ee He ee t.e Hi SET AK. 


ec 


Ei SEREG 

RENE RAAT, MTA Tee, WEB Oe ee REDE 
Wo BR TM RA A AA ES AR. ARE RT a eB T Hi]. Pd 
为 在 计算 机 萄 在 怒 器 中 保 福 所 有 的 潮 和 械 的 集合 ， 还 要 校 验 每 一 个 新 简 与 新 补 罕 ， 以 保证 所 
列 出 前 栓 与 补 妈 没有 重 伐 。 怪 此 在 上 述 方法 中 找 出 不 产生 任何 重复 项 的 条 件 是 很 有 意义 的 ， 
其 结果 也 极为 潜 用 。 这 一 内 容 我 们 将 在 下 一 节 中 详细 研究 。 

在 定理 1 中 。， 如 果 G“ 和 G" 有 适中 的 秩 和 零度 ,开始 我 们 可 以 把 这 条 定理 应 用 到 G: AIG." 
ERRARE (V6) 与 VY), RBC mo, PME HC’ RE RS, so, Ce A 
养 而 得 到 的 图 。G 必 和 Ga "的 补 本 分 别 与 CME WIN — V, ERE PRO E 
类 型 补 树 可 由 推论 2 得 到 。 

4 用 分 解法 无 十 复 地 生成 树 

在 车 节 中 ， 我 们 将 要 背风 部 何 有 烧 地 利用 定型 8 而 没有 重复 项 。 ALM BILAL 
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TRAV BU PAV RRR, EVER FRIES, x= 1,200, XE 
FISM EVS Ui Uo URUAR = HORLEY > ERA RK BA, dn 
RAFY —Ax, LRA- ' 个 公共 元 素 , 则 称 为 Pt) PARES, EA, Are 
辣 定 的 划分 ， 可 以 有 两 个 以 上 的 囊 异 代表 集 。 一 对 划分 PCV， “Vs)， 车 在 在 VY 的 一 个 子 
集 I， 使 得 1 和 入 j 分 别 是 P'CVYi) 与 PYCV) 的 相 异 代表 集 的 话 , 则 这 一 对 区 分 相对 于 vrs HE 
WA, REI in AREV PEEL- {u jS Be 在 ! 中 ， 且 Ve= 00, sns co fno. 
为 方便 起 见 ,用 符号 Ca CPV) POV IRR AM For Oe PPV) POV) 最 
JH. PV EV MPS ERP RP DER ATA, BREE, PL CJ) POOO, WE 
Cy CP' LY), P^ C RR SEAR PP RUE, EBAY Ed xg XR C 

定理 5。 GEPLVOPQVOXPIKVO-SPIKVORS VIS EIAS ACL PAV), 
PRVOLRHSEAROOGREIAOM, Cal Pi), PILOTES ER RIA. 

Op T ÉGBRDOEMDRHDPIEEN, HRS 不 可 的 且 更 为 方便 的 形式 。 
定理 6. 


= STV) Xx TQ, 

赎 寻 POV) 与 PICV) 是 在 Vi 由 档 对 于 呈 的 互补 划分 , 环 种 是 对 Vs。 中 所 有 可 能 的 Ci, CP" (72, 
Prev IRR, 
证 明 。 EEM PMSF RTH RA, NT RP GU (os DREA, ORDRE 
于 I 的 节点 必 属 于 i"( IU (v, AEE, BU Co ge” TU {on ABET? Qu 
fu, DST” 《I 了 TU {oo DRUK. FAS EV O d {w D B CEU Co DE 
点 集合 形成 了 和 相对 于 zi 的 一 对 互补 划分 。TL io; GPU {vi.} 为 相 异 代表 集 。 此 处 ?是 Vi- ,的 
子 集 ,于 是 在 取 环 和 之 前 ,多 TJ {2,7) XTYCT {v1,}) 中 的 每 一 个 元 案 均 包含 在 OT’ c 
(Vi) XTYCPHCV) 之 中 。 有 反之 ,VV 中 的 每 一 个 Ci,[LP CO, PYCV DIMER RRO 分 别 用 
TU (v; BIL {vr,) 来 表示 。 此 处 1 还 是 Vi- NP FR, PET (OP) XT? OPV 
徇 所 有 项 都 包含 在 /T CU eX TOU (n Dp, EREE, 

EREOT UP (VX T'O(.0) 中 的 主 一 项 或 者 是 G 的 一 个 树 , 或 者 是 至 少 含有 一 个 
回路 的 子 图 。 如 果 是 含有 一 个 回路 的 子 图 , 则 此 种 子 图 羡 须 在 由 IT (P/V) x TPV) gu 
HBI AMER, 没有 重复 菊地 生成 娃 的 问题 简化 为 一 个 如 何 确定 不 产生 含有 回路 的 互 
补 划 分 欧 问 题 ， 这 就 是 前 面 弓 定义 过 的 Vs 基本 互补 划分 。 
定理 


T= UT PV x T'CP'(CV,)) 

RPP O^) KPV dfe fk AV PHD Fe, AEA ES RA. SARE RT BERT RT AER v 
BER APRS OPV, PV HEAT S 

EMANATE BR DCRR, XRF T RE — A UI 
分 是 否 为 基本 互补 划分 的 和 北 算 法 。 

现在 我 们 已 实现 了 生成 峙 的 有 目的， 首先 妈 一 个 辐 分 为 两 个 部 份 ， 确 定 每 一 部 分 适当 的 K 
树 ， 然 后 把 这 些 F- 权 用 某 种 方 任 加 以 组 合 ， 从 而 得 到 所 希望 的 结果 ， 权 实现 这 一 点 ， 我 们 所 
导出 的 代价 是 必须 计算 出 所 有 可 能 的 基本 互补 划分 。 这 一 点 并 不 是 一 个 严重 的 缺点 ， 因 为 当 
5 不 大 时 。 我 们 可 列 出 所 有 V* 中 的 共 本 互补 划分 ， 它 们 与 扬 研究 的 图 无 关 。 而 且 我 们 无 项 把 它 
dewssud, TESDESESTRELULATI C E CLAUD. 


.56 * 


AAR A, WRV. = {01,02 0.) AH, CCP V, PAVOR FABRE 
小 本 互补 区分。 对 此 ， 可 利 四 文献 [102 中 所 提出 的 方 溉 来 加 以 验证 。 


PVs) Pr (V's) 

{21V , 03} Gus oi) 
{01 5, v8} {ovas ds} 
(vu vs) (us 
[9,0 os) {010a 02} 


交换 PV: BP (Vo ARIE, TTBS SAPNA APRS). IEAM Ah ab RNS 
CeCe ites {0,02 v REBAR HH Rte 

— “POR SEB AUR Mayeda AH 【63， 他 采用 了 不 适合 于 数字 计算 机 的 复杂 表达 
式 ,并 且 在 (55 中 所 提出 的 条 件 仅 对 于 K<? 是 充分 的 。 

RAVE TAAL LR De eR, WD. TRL. UW ese, he 
TSSGA RA MT ANG 3G*， 如 图 2 所 示 。wa,04 与 0 的 基本 互补 划分 可 从 上 面 的 表 中 利用 
适当 芍 代 换 而 得 到 ， 即 用 0; 代 闪 v,， 用 v4 代 蔡 v。 以 及 用 vs 代 赫 v0, 所 希 理 的 k- 衬 可 求 得 姑 下 ， 


T' (95,2, 1, = 18,0, RTR T 


T' (gD Vg) = {O16 0a let ses) 
T'(uyu, U) =E Enb) 
Ti (ug9j03) 5 T7 = {6,63678} 


T'(o v, v = eC} 


TUU Us) 5 T^ = (6,0,6,,0:0,6,, Srl sls seul 84) 
T*(v,v,,0,0 = {ees} 
TCV, Vg) = (e;6,, 0,6.) 
T (Bg 04525) = (6,,6s) 
T' (94 Waly) = {eserreses) 
从 定理 7，G 的 树 集 合 T 由 下 式 给 出 ， 
TAT (05,94, 0,2 X T' UT" Wa, V408) XT' t T' CU 00g X T"Co,o,,U,5. U 
Tg Vals) XT! gd 9484) UT (0g, V425) XT (U04, Us) UT" Qui 0,0.) 


se or 


Bio GDRGEZIMEISG!'ÉG" 
2374 


XT' Costa Vg) UT' (gag, 05) x T^G, 2) UT Co,9,,9,). xT COU, T 


= ix YUE 
LE 106 6 Or y2 lm Ener ses) K LEE, Clog Cr ly Cae le? UE eae gle 


Esse Ope 6,64) L (e ES Xie ec reg eee) U (6 ese al ely EEEa} 

U (exea tse) X {eeressestes EEEa} Je estu eue EEE Ega} 
CHAE ERMA, WEER- Og RS EVRA 
管 卡 儿 乘积 之 并 的 形式 出 现 。 这 邓 于 网 络 理论 来 说 ， 确 实时 一 种 所 希望 的 形式 ， 此 时 无 需 进 
PULSAR 


EXERT AP EE HARE ST DG a JL BOT 
RREA, REM RE HIE HERI PRRUAD. MRA T EAM. WERE 
T Sj ME D AE MA a i E UL YEOR Ae HY BR ER RB C12 ~16) 要 优 
ik, AXERA PAT SAH EHEM AHR DHT ASAP Re E B TANS S 
S-AN, NEURORILVRIBXUSE HONDB ds. EEK- AUNA ERRI RH Be "Tf 
BCEEDApREA, CRRA THEM RE, BAERS AS , HEDUR RRA H, 
它们 与 所 研究 的 画 无 关 。 
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四 、 完 备 图 的 树 和 k- 树 的 编纂 


摘 要 
本 文 给 四 了 一 个 完备 图 的 育 及 # 树 的 艇 单 编码 法 。 它 能 神 当 有 效 地 产 华 一 个 完备 图 或 这 
平 完 备 图 中 的 所 有 可 能 的 药 帮 已 树 。 吉 以 少量 的 修改 ， 本 编码 法 也 可 作为 带 标 号 柑 的 生成 函 
Z, HAAT Zi 
Lae 
近年 米 ， 生 成 一 个 图 的 树 的 证 题 已 经 受到 了 广泛 的 注意 ， 它 在 电网 络 的 分 析 与 综合 中 的 
应 用 是 众所周知 的 ， 无 需 作 进一步 说 明 。 现 不 有 许多 方法 可 以 利用 。 对 于 各 种 方法 的 总 结 ， 
详细 讨论 它们 的 寄 关 优点 以 及 岁 列 大 量 专 会 考 文献 ， 我 们 可 参阅 陈 的 论文 [- ,2,11]。 
本 文 的 专 要 恨 前 是 给 出 一 个 完备 图 的 峙 到 广 桂 的 简单 编码 法 。 编 码 法 在 实质 上 是 法 代 的 ， 
并 且 可 用 来 列 出 一 个 完备 图 或 近乎 完备 图 中 的 所 有 可 能 的 柑 及 - 树 ， 没 有 由 于 重复 而 出 现 的 
多 余 项 。 
2. 编 码 法 及 定义 
在 本 文中 ， 我 们 权 考 虚无 向 图 SS。G 的 节 起 用 整数 1,2.…,n 来 标记 ， 其 中 "是 6 的 节点 数 。 
连接 G 的 节点 i 和 节点 ;之 亲 的 一 条 边 用 这 或 站 米 表 示 。 恕 曲 存 在 G6 的 并 列 边 ， 是 通过 采 轩 将 在 
后 直 所 定义 的 加 上 适当 前 下 标 来 加 以 区 别 。 
令 S, {1,250 8h 
LANTCPAW RHRES. MR AAR IR, MWO + 名) 意 指 
iPrR=CGt+k=ij+ik 
于 是 ， 如 果 2,5,c 和 d 是 5. 的 元 素 ， 唱 我 们 有 
Ca bye cd) s ac + od+ber dd 
RAB, PBB STRRAMER RSH, RRR CSU. 
Sy RSL, RE “GRR? BRED mCi EPIS. BIR, MEL, 34 和 
LBM, BA 
P= (12)¢34)(13) 
ele, MRIs cs 0.58 PES. Brie. e: +9.) BH 
Galga +ga) = (08 F 950817 9:9: 90s 
+ SES a dH, JE 
- Sah EER — PAE EE T 


> 


i 


* aye 


Zona 
+ (hi Bh) Dai 
EEE TEADA E 


-4> 


(us XR) HO) E (nOu]ueme) o 


>2, 式 中 名 是 及 中 集合 Zo 的 补 , 量 


DLL 
和 式 P SRT LB Ea AT AMZ OR AR 


作为 一 个 示 倒 ， 信 fs = (0,2,3) MD ies 4, BA 


(a= [oos > Slaw (as xe) 
"m Au < 
= C143 ( 24484) + 040,351) + C24C{ 1,3} 52) + C54) {1, 2}:3) 
PAADI 1722 4+ Cid CSA {2} 28 220 (24)(949C{1} 324 3) 
= AHEDO) GDCOD(GL + GDO3) 3 + GDUCGR8)1 
*OGDEO2)(2) + 2 {335 D + (32)0{1} 392 
+ CBA)ER18 C28} GRIS D + COS 22] + C14) (24 CST + 32) 
+ (14) (84 9C21 + 28) + (249084) C12 +13) 
= (14 24 C34) + C14 BEC BLD + (149 (219082) + OAXGDGD 
HC 24) C1282) 8 C24 12 3) + (2432) (18) + (949013 023) 
CBORD + DIHA + (149 2431) + (14 6 24032) 
+ CLA CBE CAT) + (14) 0349028) + (GDGOO2 + BDUD 
LER SPAR, RE-GE- WHT PPR To. KER RH 
KERERE. FP pA EN 


3. 32 ae BP By 68 8 
AG ATO NE FUG ee REEL ER DTE ES EELS, 


de TS BOEMETHEG. ,的 森 上 进行 近代。 但是， 从 实用 的 观点 来 看 ， 这 些 方法 并 不 十 分 令 
人 满意 。Zobrist 和 LagoL3] 与 Hirarama 等 人 [41 的 两 种 方法 在 概念 上 是 管 单 的 ， 但 是 迄 们 的 方 
渤 不 适用 于 数字 计算 机 计算 。 另 一 方面 ，Char 的 方法 [51 昌 然 容易 编程 序 ,但 是 需要 占用 过 多 
的 存 喧 空间 。 下 研 ， 我 们 将 汪 明 在 章节 中 下 述 的 编码 法 可 用 于 这 一 中 的 。 
推论 2。 在 Goss 的 最 后 表达 式 中 的 每 一 项 部 唯一 地 对 应 了 Gfn 这 2) 的 一 个 树 。 
本 定理 的 证 明 概要 在 附录 中 给 出 。 因 为 5,- A NERE (Senon 中 的 元 素 " 进 行 交换 
等 价 于 它们 站 应 节点 标号 的 交换 ， 而 这 种 变换 过程 并 不 会 改变 G, 的 衬 之 集合 。 于 是 我 们 有 ， 
ERL LESH R BARREN) = ji, ixi RMA: 
(Sree ai). Q) 
作为 一 个 合子， 我 们 来 计算 #= 355 -5.UN2B] C.) HRB. 
C{1,2}33)= (13623) + C132} 5 D + CHOCLL 2) 
= (33028) + (13 (21) + (239012) 
((2,3):1) = CEDGI + (21182) + (900232 
£2,8:)225 (12382) + (12)(31) + (32313) 
TAE. MPU, PejHH. -1.2,8 8 WX, RNA 


odie 


€€1,2353) = (2.35. D= (0,392) 
专 生 和 和 扎 是 G. 中 的 两 个 树 。 那 么 二 和 二 之 问 的 距离 定义 为 存在 于 一 个 树 中 但 不 存在 于 另 
一 个 树 中 的 树 支 数 。 拘 句 话说， 它 是 7;@@ 产 的 这 数 之 一 半 。 下 面 ， 我 们 将 证 明 ( 1 ) 式 中 的 各 
项 对 应 于 一 个 衬 的 集合 ， 这 些 树 离 开 基 准 树 有 各 种 不 周 的 距离 。 
E 
iy-(nDO2)eeOn-1) 
EQ Qj (des GR) 
971,2," BRT, = Uso IESU LN CARERE ATR THES ULM BA 
Tene2B, RNA, 


E pers 


Smh e € EE Sahith tothe sthr MT... — 2 
g-10 qu 4-1 
式 中 
Tau D Ek Jardi tig too > fa) 


oD 
ARE FERS. dB oC, 

RAD Nu Seo LU YET p BU ARREST, BO eA A Cae Poen thay 
PRATT, HUB Ea TEER Tum EG ROTAEE RE MEN 为 
"—q- LARA. RAM, 

EQ afit + ie) e 
SRA ERAN- 9- REAR, HR ORM, NES Mt = 
E. AW, MRCOG ORRA RP BRP Ho, A CR S s p ETE HARE AE UIS A 
EBZ PHHAWHBAOTA. Lato, Me, 是 6 的 两 个 边 不 钥 接 的 子 图 ， 那 么 

JRibz. dE Johitit 一 jo) 的 最 后 展开 式 中 ,每 一 项 都 叭 一 地 对 应 于 G(sfo ~ 
E) 的 一 个 树 。 

我 们 将 用 下 列 例子 说 明 上 述 结果 ， 

例 1 .为 了 说 明 这 种 方法 可 适用 于 大 图 的 效能 ， 我 们 列 出 Gs 的 全 部 树 。 从 (3) 式 , 对 于 4 = 
1 的 情况 ， 我 们 有 ， 

T, = (513((2,8,4) 51)  C523C€(1,8,4) 82) + C5391, 2,4} 53) 

*ODCI2,85 D 
其 中 

(2,2.4) D = 1XG1XGD + (21)¢{3.4);2) + GDU 
*GIDXGZ,3) O + (21310 {4} 52 +3) 
+ CAL CALIC{ DF EDAIN] 3+4) 

= (21)(31C41) + GDIGS (42) + (32X43) + C42) (8497 

+ (GIGS) + (222042) + (48924) ] > CADEC 24 034) 
*O403)1923-(542023)] + (219632 LC 42) + C43)] 
+ (219 (4191032) + GI + C31) C41 0023) + (24)] 

C1, 3.4} 29 GDA + 12 {3,4} 1) 1222 (1,4558) 


» 42° 


+ (42)C{1, B44) + 0290322008 14 8) + (12942) CCS 514-4) 
+ (329€42)( {1} 33 +4) 
= (12)(82 642) + O2) (31041) + (31049) + (410349 
+ CB292C1B 043) + (13X41) + (43)(14)] + (420014034) 
+ (14)€ 31) + (34) (189) O2G2EGD + (43)] 
> (1242062) € GA) 14 (92904290015) + 4 
€0,2,4):30 = (122023030 (03062,4810 + (239 41,4} 52) 
+ CABAL, 2554) + 18023 6 {4} 1 + 2) +018) C499 {2} L+ 4) 
+(23)C43 {1} 524+ 4) 
(13)(23€43) + CUDL OD CALI + (219042) + C4249] 
+ (23)0 (12) (42) O3 D 7 (4220402 + (430 (14) (24) 
ODOL (24912) + (18) (2390 419 + 4251 
+ (13) (4395022) + (2497 + (23) (48)0012) 0401, 
其 中 4{1,2,3}34) 曾 在 第 2 节 中 计算 这 。 因 此 在 T; 的 最 后 展开 式 中 有 64 项 , 其 中 每 一 项 都 与 一 
种 料 相 对 应 ， 这 种 树 离开 基准 树 1o (920 (820 D GORENA. 
对 于 q= 2 的 情况 ， 我 们 得 到 : 
Ty = (51082) ([3,4) 1 42) + 513658012, 49512) 
*O2DGODGGC2,8) 1 1) (52 X(01,452*3) 
+ (32954) {1,3} 42 + 4) 03:50(01,2)537 4) 


" 


其 中 
(3,4), 3-22 2 B3 3226427 422 + CGUE 322 (43) + (ALHAD (34), 
(12,411— 32 = (21+ 222 (41 + 43) C21 + 290 CAZ2 + (41+ 480 (240, 
02,3. + 4) = (3L 220 E80 + (21+ 24) (922 + (31+ 3023), 
G1,4423) = CB 19242 + 43) O2: 13 CAD + (42+ 432 (14D, 
G1,2524: = G2 510 (2584) + CIZ410 (812. + (8243013), 
C11, 2}:3 44) 2 O08 8103 221 712710 (21) G2 424022), 
TH, ET. WRG RARE ASTU, LPR 30s 55 EPRURDEPE, CATR Pe, 
din HFa 3 的 情况 ， 我 们 得 到 ， 
Ty = CHL) (529653) C24) p42 43) + (510052) C94 (3) 1 9 2 4) 
+ (514(53) (54) 0211 3: +4) F (522 (53) (54) (71};2 +3 +4) 


其 中 
({4};1 5243) =d1 +42 +43 
({S};1 +244) 78132484 
2117344) = 21423431 
(027844) 12-18 14 
BiG, ET RRA TIA, GU GREE AA, TAE USERS 
i, MEHL, CHMMR AH PRA: 
(S5) 7 E, T, ET, +85, 
TR. OE PESE HUC. E EAR Cr XE DLE T Be Ree BUM LOU OR, 
I FRRLABIBPUEGU, MIRNA RW. XODiR Sume P. EM 
* d$ 5 


种 分 析 中 我 们 真正 感 兴 趣 的 是 形式 所 有 “ 树 支 导 纳 乘 积 ", 而 不 是 列 出 所 有 可 能 的 树 [6,8], 还 
应 注意 到 我 们 有 ， 
{{2,3,4}33) = 1,3,4) 2D = (£1,2, 4353) = ({1,3,3734), 
对 于 g= 1， 一 艇 说 来 这 也 是 正确 的 ， 同 时 它 症 推论 :的 直接 结果 。 
推论 3 Gin 对 于 J 或 i 的 不 同 选择 是 不 变 的 。 
LEB PKB eS 
~~ ACH HR TELE ees TORII RFE CR- +A EP AA EE 
HRS AA PET L AT ERA b BE TEARS TL AE A op D RERO 4 A F 
LEVER. BRET(GLI))JE— 2-38, "E JUL SCIES EI, 而 节 点 记 出 现在 另 一 个 
连通 片 中 。 
IAL 在 Gei- hit MARRARA Sap VA DUE M ROS EEG, (ni, 4008 — E, 
Hens, nid, CRMC MSA. 
ER: AUT AMAR REEL, RAMI, SHC 6) dace Ti SUR 
R FAEG (ni; 人) 中 连接 节点 ?和 4 之 间 的 并 列 边 月 订 和 wi 来 表示 , 01,2, 7, 1,24 bn, 
#~1。 如 果 G:_, 是 与 Gi 中 ) 有 相同 的 节点 标号 的 、 有 《rn ~1) 个 节点 的 完备 图 。 那么 根据 
定理 1， 在 (S..— Gun) 的 展开 式 中 的 每 一 颈 都 与 G3- -的 树 相 对 应 。 把 该 式 展开 并 写 戒 类 
似 于 (3) 式 那样 ， 我 们 得 到 
《Se 
sede ep 
式 中 
it- (a1) (02): (ai - 1) (611) (08 — 1), 
Jis {jasjes jals 
E; = (aji) (ej) lajo) 。 
也是 $5,-1 一 {由 的 一 个 非 空 真子 集 ，J ;表示 在 5,- ;一 (EIT Ab, 和 式 DALIT. {让 中 
m 
WAR RR. AAI RR 
BY Tashi the tot ja) (5) 
HAY EAB SCL 的 树 相 对 应 ， 便 得 如 果 纪 是 (5) 式 中 的 一 项 的 话 ， 那 么 ETC EL, HB 
此 得 到 展开 式 
EV Tish tia toe tials 
其 中 
了 = (ij, anja) GR, n) On Gr ii, 
PI ERI GROHIBALI MES COCA TELLPLECLEEA EIL 
的 类 但 论断 ): 
HE DAS thee ti) Si Gita, 
10D 
其 中 
t= CEL 481) 692 +n) e (in +n) Civ tnu) ciw + mw) 


» dde 


以 及 4#=i-1，v=i+1 和 多 =n~1。 引 理 证 毕 。 

AAG. (nib) 与 G, 的 2- 罕 ifi,n})) 是 一 一 对 应 的 。 所 以 我 们 有 

推论 4。 在 (5,- - {;i+4) 的 最 后 展开 式 中 ， 其 馈 一 项 都 叭 一 地 与 G, 的 一 个 2- 衬 1({i， 
DIOE, Pjnccifixen, 

下 列 定理 是 将 推论 RIE T, CTRA JURE UR AC HT DA IET. 

REM dE Gute th) IURE ATH AE BIW HG, > BB 
CORDES, HT Ram SP Lg the 

值得 注意 ， 如 果 我 们 定义 ]- 插 为 树 ， 那 么 定理 1 和 推论 :可 看 成 定理 2 的 特殊 迟 况 ,我 们 将 
用 下 列 例 子 来 说 明 此 结果 。 

A2 RAAG HAR- 3) 983-89 £(0,3,5]D. 


从 定理 2， 这 等 价 于 计算 下 列 编码 ， 
(2,4,8) 18) = (21 + 23) CAL + 438) (51 +53) + (21 +23)({4,5};2) 


+ (41 43)((2,5); 4) + (51 +53)({2,4}55) + (21 +23) 
(AL + 13) ({5}52 +4) + (21423) (51 + 53) (4};2+5) 
+ (41 43) (51:52) ((2),4 +5) 
= (2) +23) CAT + 48) (51 53) + (21 + 222 (42) (52) 
+ (42) (54) + (52) (45) ] + (41 +4390 (24) (54) + (24) (82) 
+ (54) (25) } + (51 + 520 (25) (45) + (25) (42) + (450 (2401 
+ (21 +23) (41: 48) (52 +54) + (21 +23) (51 +53) 
(42 +45) + (41 +43) (51 +53) (24 25). 
在 ({2,4,5};1+3) 的 最 后 展开 式 中 有 50 项 ,其 中 每 一 项 都 与 G6 的 一 个 2- 树 1({1,3}) 相 对 应 。 
ZA, BATA: 
{2,4}, 14345) = (21 +23 28) (41 +43 +45) + (21 +23 +25) (42) 
+ (4] £48 +45)(24), 
在 ({2,4}51+3+5) 的 最 后 展开 式 中 有 315 项 , 其 中 每 一 项 与 6 的 一 个 3- 树 1({1,3,5}) 相 对 应 。 
正 像 生 戒 树 的 情况 那 衬 ， 上 述 所 得 到 的 各 项 是 用 因子 的 形式 给 册 的 。 对 于 网 络 理论 来 说 
这 是 最 需要 的 形式 ， 并 且 无 需 进行 因 式 的 最 后 展开 ， 因 为 我 们 真正 感 兴趣 的 是 形成 所 有 可 能 
的 “2- 树 导 纳 乘积 ”或 “3- 树 导 纳 乘积 ”[8]。 
5. 一 个 任意 图 的 本 及 下 -本 的 生成 
不 失 一 般 性 地 我 们 假设 给 定 图 G 具 有 # 个 节点 旦 不 含有 并 列 边 ,显然 G 是 一 个 ?个 节点 完备 
HC WTB. WIRES. 39) 的 编码 展开 的 每 一 步 都 将 G。 
的 未 包含 在 G 中 的 边 都 代 作 零 ， 敢 么 我 们 将 生成 G 的 全 部 
树 ， 其 中 
OC uc) = (ij +4uv)0 = 0( 订 ) c 000), ! 
ibo-0, 
+402 Gi), Hh FEWN É NEEG 
值得 提出 的 是 ， 不 像 Zobrist 和 Lago[3] 与 Hirayama 等 人 [4 所 提出 的 方法 , 他 们 仅 在 最 后 一 步 
才 进行 消去 带 附 加 边 的 树 ， 而 在 我 们 的 方法 中 ， 将 消去 不 存在 的 边 的 工作 可 放 在 任何 一 步 进 
行 。 因 此 ， 如 果 在 腻 开 过 程 中 不 考虑 包括 零 的 项 ， 这 一 过 程 并 不 会 导致 任何 重复 项 。 这 一 点 
对 于 生 蕊 G 的 #- 树 的 情况 出 类 个 成 立 。 我 们 将 用 下 列 例 子 来 说 明 此 过 程 。 


24s 


骨 3. 研 究 图 1 所 示 的 图 G。 扔 设 我 们 全 成 9 的 所 有 有 树 。 这 可 以 很 容易 地利 用 《<S,; DHA 
码 来 实现 ， 并 且 在 〈S.;5)》 中 我 们 将 边 13 或 81， 边 14 或 和 1 以 及 达 35 或 53 民 作 零 。 
($436) = GSXC(Z, 8, 41s DODAL 3, 4 DUDHE 2, 35 D 
TOO,)QUQS sh L2) £ CEYGSX(2, 3511440 
OBASI, Shs 244) € GGG 1-224, 
其 中 * 
G2, 8, 4 1)= GD(G, sh 2) 
= GDDG2)(42) + C32)¢48) + (429084, 
C. 3, 4$) 2) = O2: C23 (42) € (O22((2, 433 DHCD, 4}5 3) 
PADCI, Bhs 42) € CIX2(920C( 435. 243+ (122 C42) 
(33; 174) 8 (825042) CUI. 344) 
-02)(825(42) + (12)0 + (3290 + (4220 - (12)(222 (48) 
+ (2)(2)04D (922 (4220 
= (12) C32)(42) + 200322432 + (12)(42 038), 
(2, 35 A= (24) {i Bhs 2)+ OGOCGT, 215; 3) (240634) 
GIh225 
24)(0025(322  (841(282(120 + (D (940022, 
((3, a}, 142) = (329642)  CEID (42 + (200242, 
((2, 3}; 194) 7 2124) (342: (214 24)(32) (00232, 
(3 85 2+4)= 
(83) 14244) = (32946 
因此 在 上 述 展 开 式 中 有 21 项 , He BL SCHIP IE, FR AU. WR ERAS, 
5}) 的 话 ， 此 方法 也 可 用 于 这 一 日 的 ,从 推论 4, 我 们 种 对 于 Ce 的 2- 树 的 编码 ({1,2,4753+5)， 
利用 这 -一 编码 且 殷 边 13 或 31， 边 14 或 41， 边 35 或 53 代 帮 零 ， 我 们 涅 到， 
GL, 2, 4}, 3+5)={15)(23+25)(43— 45) + CSE, dfs 1) 
$284 250), 4] 2)+(43+45)({1, 2): 0 
*O35)2820)€4]5 1+2)+ 15)(43+ 452 
G2) 144 
US 28) (43 7 48) C(1]4 244) 
= (15123 + 25)(48 + 45) (2590213442) + (23 25) 
(2202) 
+ (4D + AS) (24 OH CL (23 + 260 (42) 
—(852)€:37 45; (21 24) + (28 + 28) (43 - 43) 125. 
在 上 述 展 天武 中 有 19 项 ， 每 一 项 与 6 蕉 一 个 2- 树 {3，5}) 相对 应 。 同 样 地 , 树 和 2 RA 
是 以 此 子 的 形式 出 现 的 。 
e pu 
WU PRE, CD RARE HERR, RIB, "XE 
dE SER R RERE R, 


+E BATHE BCH, MGR, MW LMOWARNAGZ4 00 2 (1,3,4)5 2) - GI, 2, Ye 
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在 (1) 式 中 ， 如 果 我 们 把 S. 的 每 一 个 元 素 赋 值 为 1， 然 后 把 它们 当 作 实 数 看 待 ,我 们 就 得 
到 一 个 带 标 导 衬 的 生成 沙 数 。 公 式 化 地 令 (1; x+》 = z， 并 如 下 地 递归 定义 (55 zs 


"NAM 
(Ry £) = 了 十 zi » Jke wa 


>>2。 此 处 和 xz 是 正 整 数 。 
Bk z) 是 容易 计算 的 ， 头 6 项 给 出 如 下 
(l; 2) =2, 
(2, r)=27 +22, 
(35 t}=2° Gaz? 7 Or, 
(dy tooo + 122? + 4827 +642, 
(By z) = z* +2004 + 1502" + 500x* + 6252, 
(63 2) -z* 4 300% + 3600+ + 215025 + 648027 + 77762, 
令 i 是 图 G 的 一 个 节点 。 在 G 中 i 的 度数 用 dt 来 表示 ， 它 是 与 节点 ! 相 关联 的 G 的 边 烤 。 所 
谓 根 树 是 指 该 树 中 的 一 个 节 后 ( 即 视 根 节 点 ;， 总 要 与 其 它 节点 有 所 区 别 。 不 类 一 般 儿 地 令 n 是 
这 一 和 视 树 的 树 福 节 点 。 如 果 中 (ma) 表 示 具 有 dz? = ORS ROE, BAM hay 
MSE RAED FAR 
定理 3。 Rim) CE UE US - 1. m, PRR RAAP OM SÉ. 
因为 R,(m)? 数 已 由 Clarke 导 出 [9]， 我 们 有 : 


Ram = 人 Deinem, e 


FE, (2-112) 的 系数 也 可 利用 二 项 式 的 展开 式 求 担 到 ， 且 由 Bedrosian 所 列 出 [10。 
在 z= 1 时 ，Kw 一 1， +) 表 示 m 个 节 虑 标号 树 的 总 数 。 因 为 这 个 数 是 已 知 的 ， 我 们 可 得 到 


《一 131) = S RD 2t, (8) 
类 似 地 ， 可 以 容易 证 明 # 个 节点 &- 树 的 数目 由 Oo, s Ami 给 出 。 其 中 ，& 个 被 标识 的 
节 感 露出 现在 & 个 不 同 的 连通 片 中 。 


作为 一 个 例子 ， 令 %=7。 那 么 ， 我 们 有 R553 = 30MR, (2) = 8480 NR 
(631)=1+830+ 5604 2160 + 6480 +7776 - 75, 
因此 在 7 个 标号 节点 上 有 7" 个 树 。 其 中 有 30 个 怪 在 节点 ?上 的 诬 数 为 53， 有 6486 个 料 在 节点 7 上 
的 度数 为 2。 对 于 k= 3 的 情况 ， 我 们 有 。 
(453) = 34412639 + 48037 +6465 
= 814 324+ 432+ 192 
= 1029= 3-77, 
这 意味 善 有 1029 个 带 标号 的 7 个 节 点 的 3- 煤 ， 其 中 3 个 被 标识 的 节点 需 出 现在 3 个 不 同 的 连通 
片 中 。 


E 论 


在 本 文中 我 们 已 经 介绍 了 一 个 完 备 图 的 树 及 #- 树 的 简单 编码 法 。 已 经 证 明了 它们 可 用 来 
产生 一 个 完备 图 或 近 平 完备 图 的 树 及 上 - 树 (无 重复 项 或 多 余 项 )。 这 种 编码 法 对 于 手 算 或 自动 
计算 都 适合 。 加 上 少量 你 改 ， 这 一 算法 自然 地 导出 了 带 标 号 的 树 玉 A- 柑 的 生成 画 数 。 


“ae 


n 

定理 1 的 证 明 概 要 

我 们 将 对 G, 的 节点 数 ， 用 归纳 法 来 加 以 证 明 。 对 于 n= 2， 可 看 出 该 定理 成 立 。 假 设 该 定 
BUTEBG ARE, ko, RAMEE (o, D 的 最 后 展开 式 的 拇 一 项 都 对 应 个 节 
点 的 完备 图 Gs 的 桂 。 我 们 将 证 明 该 定理 对 于 (8+ LE Gs ERY. 

令 G 是 由 Ge 加 上 了 形 如 《bi 的 并 列 边 而 得 到 的 图 ，j= 1，2，…，R~ 1 以 及 z= 1，2， 
Uy B, B ( 隔 ) 表 示 连 接 节点 j 和 & 之 河 的 一 条 通 ，p 是 一 个 已 知 的 下 整数 。 央 为 Gy 的 鱼 对 
BFS 名 中 最 后 展开 式 中 的 一 项 ， 从 (3) 式 我 们 有 : 


ki 
Gub ant D HO, 


ru 
其 中 
HO) «E(Jo Di), 
fos (RL) Uy G RT), 
E,= Gil I) Gri, 
Aes duc RS 


Z€EShehshseetde 


JES ARBERACEME, TRESS PLEI AR OES, ,中 共有 可 能 的 1: 求 取 。 


因为 (J 3s 区 i ) 中 没有 元 素 h， 由 噬 得 出 在 了 三 时 ， 在 六 (5) 中 其 最 后 展开 式 的 省 项 不 


“ 同 于 HH(L4) 中 的 最 后 展开 式 的 各 项 ,此 处 I 是 5;- ,中 的 一 个 非 空 真子 集 。 此 外 ,在 B(J4 的 最 后 
展开 式 中 的 各 项 对 应 于 Gs 中 的 糙 ， 使 得 如 果 t 是 J, 中 的 一 项 ， 则 t+ 个 t= ES TOES 


Et (Jo 立 j。) 的 最 后 展开 式 中 的 各 项 是 G1 的 糙 ， 此 处 q<R- 2， 且 


. 
Es= TI + Bia GEO, 


5 


类 似 地 , Fs = E EGO, D), cone Cr) ADU RS RFP ECT LEE GT RR 
FARELER PMA, EEC ETRE 


ED FSE (Ja Di) (s-s Da) 
其 中 [PET X 1 


masa a be +a, 


的 最 后 展开 式 的 各 项 。 HAG) = Gs GE), y-1, 2, e, PRAWX, UD 表 
示 了 在 G! 中 在 节点 刀 与 4 之 间 第 y 条 并 列 边 。 利 用 这 些 定义 ， 上 述 结论 可 总 结 为 ; 


RML ES De) 的 最 后 展开 式 中 的 每 一 项 都 对 应 于 GE 的 笠 。 
现在 ， 我 信 利 用 这 一 结果 来 证 明 (Si; WEG KAI, wkl 
- 48 LI 


to = (w1)(w2)- (wa), 

Fic (Wi wi) wid, 

Lhzrí(h, dh, 4) 
式 中 ，I6 是 S$ 的 一 个 非 室 真 子 集 。 在 Gs Eh 1 ED PS AI AMER 该 节点 是 当 
后: 的 所 有 边 被 短 接 而 得 到 的 节点 ;。 妆 此 ， 在 连接 节点 mn。 (Gi, 2,0, k- DIBE Ea 
RHA. BML =m, m, om, MI 是 5S 中 4 之 补 。 为 了 我 们 的 旧 的 , 这些 9 条 并 列 边 将 


Bema) (2=1，2，*…，。 外 来 天 示 。 根 据 归 纳 法 的 偿 设 和 可 理 2，G (E13tt -E ee 
Bide 可 i) 量 后 展开 式 中 的 各 项 . Itdt Bash ti tetin Back, BEG, Gua 


HED ee! BG... PRECE- x Sl, RG, A, ES 
PREW, HBG. 的 树 可 表示 为 下 式 


a+ DE Va Si )=iSs w, 


ETC z 
X 


定理 证 毕 。 
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五 、 论 同 号 行列 式 及 其 计算 


搞 要 
本 文 研 究 了 两 种 局 号 行列 式 ， 它 们 把 电网 络 理论 与 图 论 紧密 地 联系 起 来 。 证 明了 在 辣 号 
行列 式 的 最 后 展开 式 中 交 各 正 项 都 与 一 个 图 的 某 类 子 图 相对 应 。 还 给 出 了 计算 同 号 行列 式 所 


有 下 项 〈 无 重复 项 》 的 方法。 因此 这 种 方法 可 用 来 无 重复 地 产生 一 个 图 的 某 类 于 图 。 
1. 318 
EEH oP, BAF AERE 
Aa 7% ze 一 Gas c9 =r, (D 
[m 一 gui =a, te Zou | 


在 其 行列 式 4 展开 时 所 有 项 都 为 正信 ,对 于 这 种 行列 式 的 计算 ,Sylvester 曾 称 之 为 启 号 行列 式 
(unisignants) -1,pp.762-7?643。 可 以 证 明 在 该 行列 式 中 的 最 后 展开 式 中 的 正 项 的 最 大 项 数 
是 《mt+l)" '。 显 然 ,利用 常规 的 方法 将 这 种 行列 式 展开 , 由 于 沿 主 对 角 线 元 素 的 乘积 是 m” 
所 以 它 是 费时 的 ， 例 如 ， 对 于 一 个 全 部 元 素 部 存在 的 三 阶 行 列 式 来 说 ， 用 常规 的 方 活 展 开 而 
得 的 项 数 在 对 消 之 前 为 38 项 而 彼 此 相 消 的 将 有 22 项 。Sylvester52 曾 指出 在 对 称 同 号 行列 式 
4 的 展开 式 中 的 各 项 可 简单 地 表示 为 “本 支 怨 积 "。 虽 爬 Sylvester 的 工作 与 基 尔 圳 天 “3] 的 工 
作 是 同时 代 的 ， 但 是 他 似乎 未 赏 察 到 与 电网 络 的 联系 。 景 近 Chen[4],55] 推广 了 Sylveszer 与 
基 尔 性 夫 的 工作 ， 并 且 证 明了 在 对 称 同 号 行列 式 的 展开 式 中 的 各 项 可 简 间 地 表示 为 4 的 伴随 
有 和 容 罚 的 “有 疝 树 支 溢 积 "。 当 有 向 图 旺 对 称 时 ， 它 即 简化 为 Sylvester 与 基 尔 雹 夫 的 裤 况 ， 

在 电网 络 的 频 域 分 析 中 ,网 络 行列 式 同 号 行列 式 } 的 元 素 通常 赴 复 变量 的 有 理沙 数 ， 即 
为 两 个 s 多 项 式 之 比 。 有 时 还 有 必须 计算 用 文字 而 非 男 数字 形式 麦 示 的 符号 网 络 通 数 。 虽 然 
同 号 行列 式 可 以 利用 高 斯 消去 法 或 主 元 疑 聚 法 进行 计算 ， 借 是 这 一 过 程 是 缓慢 与 复杂 的 。 甚 
至 如 果 得 到 了 最 后 结 果 ， 依 然 还 存在 着 大 量 相 消 项 。 白 扑 公式 为 该 问题 提供 了 一 种 有 效 的 解 
决 办 法 。 

定岗 络 托 扑 分 析 的 中 心 间 题 是 产生 树 与 有 疝 树 的 河 题 , 亦 即 列 出 同 号 行列 式 中 的 各 正 项 。 
为 了 产生 树 与 有 向 树 ， 已 经 提出 了 许多 算法 C52 一 2 条 ,其 中 一 些 算法 已 在 数字 计算 机 上 执行 
过 [7 一 [17]。 

近年 来 已 经 出 现 了 许多 程 席 语言 ， 它 们 涉及 到 管 号 的 运算 问题 [25>~[28]。 很 肯 显 ， 一 
Se OA AE CSCC ATR, ETERS Ae ee IRIT. 
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本文 的 目的 在 于 证 明 两 类 间 号 行列 式 的 展开 式 的 各 正 项 对 应 于 一 个 图 的 某 些 子 图 。 还 给 
出 了 计算 这 些 于 图 的 方法 。 但 是 下 面 要 叙述 的 第 一 种 方法 与 沅 重复 地 产生 树 的 方法 [24] 2292 
相似 。 

2. 对 应 的 关联 矩阵 

对 于 一 个 网 叶 行列 式 4 来 说 ， 对 应 的 关联 矩阵 下 的 定义 如 下 : 互 = Chao dem x MP SRE Je 
处 严 是 4 的 阶 数 ，2 是 4 中 站 异 而 非 消失 元 未 的 数目 。 百 的 每 一 列 对 应 于 一 个 元 素 。 如 果 ams0， 
ej, Why = 1 与 bz = 一 1: 此 处 ! 对 应 于 oz 所 在 的 列 号 如果 oiy 关 0, Mh, = 1， 此 处 t 对 应 于 ay 
所 在 的 列 号 ， 五 的 其 它 所 有 元 素 则 为 零 。 

PARA, By PARAS AFA, 


E PELLIT 0 -os 7 
Loo üs — 8349205] 
So BY SRR EHS BU. 
Gi Gia. Gy. Joi dag Asg 
Ti 1 -1 0 0 9 
H= 0 9 1 1 0 -Lja 
Lo -1 0 0 1 14 
EEL. (Talbot(3o3). 
A-HDH', 


式 中 ，D 是 一 个 zx XD HUBER, BLR AR PA AE Bee, He EH 
中 用 0 代替 - lS MEE: — a ae ae gr." 

ABBR, fi BS IERI AUF EGHAE ESH H. 在 同 号 行列 式 和 的 展开 式 的 正 项 与 
ERE 的 主 行列 式 之 非 消失 项 的 乘积 是 一 一 对 应 的 ,因此 ,这 一 问题 就 简化 为 有 效 地 列 出 H+ 
刁 H' 移 所 有 主子 行列 式 的 问题 。 

3. EER ATR METER. 

列 册 一 个 给 定 您 阵 的 所 这 二 行列 式 的 主要 闲 难 在 于 需 冤 求 得 一 第 方法 ， 它 所 需要 进行 所 
算 的 次 数 是 随和 矩阵 的 阶 数 呈 线性 地 而 非 呈 指 数 型 地 增长 ， 同 时 为 了 消去 重复 项 而 无 需 祖 对 于 
先前 所 求 出 的 主 行列 式 来 校 验 其 每 一 个 新 的 主 行列 式 。 因 为 枚 举 法 是 一 个 极 费时 间 的 过 鸡 . 
正如 与 一 个 网 络 相对 应 的 《各 阶 》 主 行列 式 ， 辟 如 说 一 个 20 全 节点 与 46 条 边 的 网 络 ， 主 行列 
式 的 数目 可 达到 上 百 万 个 。 例 如 ，MacWilliams (31) 列举 了 一 个 有 31 个 节点 与 31 条 边 的 网 
贬 ， 它 含有 12490 个 本。 

SFE—MERM Kueh, KATHE, ERTER RERBA. —A 
PERF, BERRY AAR HER, Wer D T4BER. BAA TTP 
的 一 个 非 零 值 的 主 行列 式 。 

B= fir duy Rh ea deo Jo 5KS A. ka RRL, 2p, 
1 集合 的 一 个 子 集 。 符 号 F(s， JORDERdSONE TS. io o LES, hy eoh 
于 和 矩阵 。P(I,) 是 由 各 行 i，i,，，…，i。 币 组 成 的 子 矩 阵 。7。. 是 I 的 补 ， 我 们 还 将 论 及 F(7,)。 

为 方便 起 见 ， 我 们 把 含有 对 负 钱 主子 短 阵 的 矩阵 称 为 范式 容 了 省 。 在 下 面 的 讨论 中 ， 我 们 
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人 恨 设 所 有 给 定 药 撼 阵 都 是 范式 的 。 这 一 息 交 并 非 是 一 种 严格 的 限制 ， 正 象 可 容易 证 明 购 ， Br 
数 为 mx n. Som 46 — HB EEF BML ER, EPO Pa 

(2) BRRR MMAR, 

(bd) BATH TER, 
FAM RUAL HPL ORERR SM. ER OUTILS MRE T, EET 
逢 阵 的 集合 相同 。 此 分 ， 它 们 的 行列 式 相 应 的 符号 维持 不 变 。 

对 于 一 个 给 定 的 范式 夭 阵 来 说 ，Fs 用 来 表示 F 的 对 角 线 主子 第 阵 PCK。)， 妓 Fy = FOE.) 6 
为 方便 起 儿 ， 假 设 一 个 给 定 的 矩阵 PF 的 各 淹 用 RARER, MFRS i 行 用 Ks 中 的 hod 
Ao 12 1,2,…, m。 在 本 文中 ， 术 语 祭 阵 意 指 是 一 个 已 用 刚才 所 提 表 的 规则 而 进行 标记 的 扰 
阵 ， 在 括号 中 的 所 有 整数 采用 自然 序列 。 

FRE, BRR A AR, WR PA PEE RUE PS. ERG PEUT ME 
地 含有 一 个 非 零 元 素 时 ， 我 们 称 扎 阵 E 含 有 一 个 特 存 型 (proper form) PYER Fp, Bafi 
WERTH BH EN RA URE, RAGS mx nt Ons), Ram 
阵 来 说 ， 对 应 着 一 个 特有 型 矩 隆 ， 它 可 以 仅仅 和 用 初等 运算 《 乘 上 其 一 行 而 加 到 另 一 行 上 ) 
而 得 到 。 玛 而 ，F 的 主 行列 式 的 值 与 其 对 应 的 特有 型 插 阵 P, 的 主 行列 式 的 值 是 相同 前 。 不 难 
Bi, WR “MR? EER OD? ERRE, SEDE F 的 各 行 已 作 了 适当 的 
PRC. UT FR ease, SER, FK), SDRCEA 地 行 上 出 现 了 第 太 列 的 非 零 元 素 ， 
MFRS j ALA 来 标记 、 因 为 有 这 种 方 江 加 在 一 个 所 定义 的 矩 和 你 上 是 元 多 大 意义 的 ， 故 对 
ABE RHP 

WL Ka, BH KJ. ERA (K.-10 Udg 例如 ，(15628716)= (258), ER 
ERTIES FREER AA Sal. AR, RRA BF) BERR Te 
Feat, FUR) EPI — TET RAE 的 主子 第 阵 ， 此 处 1 到 9 宕 m。 因 而 下 殉 定 理 


定理 2。 令 F 是 一 个 所 x nt 阶 Orca), SumppEGDAGE. MAHAL TERREA 

MiP RAMs 
M= (J U UFE), 
aa in To 

APP; DERA ERTEK, EF WR, AEE POCJQIQ = FORK), 

PED LPS BUR e PE A eT AS GL, z. o, Gnd 
矩阵 的 问题 。 1 阶 非 奇异 子 矩阵 是 非常 容易 求 得 的 CRA PRES OR. MT 2 阶 以 
于 的 非 碍 异 子 矩阵 ， 台 个 过 程 必 须 重复 求 取 。 例 如 ， 研 究 子 逢 阵 BE(Rk Ined, 2:40, Bee 
天 与 ji- 是 蓝 煞 1,2,…,m 补 下 标的 集合 。 首 先 将 扯 阵 处 理 成 范式 ， 并 利用 定理 2 可 以 求 得 该 
拖 阵 的 主 于 上 撼 阵 。 恕 果 要 研究 上 述 类 型 的 所 有 Fe 的 子 和 矩阵 ， 那 么 所 有 这 些 主子 措 阵 的 总 数 是 
Rs 中 所 有 阶 非 奇异 子 矩 阵 的 集合 。 注 意 ， 在 上 述 各 步 的 每 一 步 中 ， 相 癌 的 过 程 可 以 重复 进 
行 ， 直 到 所 有 非 奇异 的 子 矩 昧 用 观察 法 求 取 或 求 到 1 Brey, 

从 报 念 上 讲 ， 上 述 方法 类 所 于 无 重复 地 生成 树 的 方法 [247)，[29}。 但 是 这 里 所 给 出 的 创 
见 出 是 采用 了 化 为 方便 的 形式 。 


4. 何 号 行列 式 的 计算 。 
. 52- 


无 重复 地 计算 一 个 给 定 矩阵 前 主子 矩阵 的 方法 可 以 推广 到 无 重复 地 产生 辐 导 行 列 式 的 展 
开 式 之 所 有 正 项 上 上 。 

GW = [w] EZ EA uM. NODIS MERI, — 1 及 10 RTE. Wee, 
JUfEW IZ. qi x vUEMEBOGLRW ZRF ST inu 

下 列 定理 是 定理 1 的 走 搂 绪 果 。 

定理 3。 令 刀 是 给 定 民 呈 行列 式 4 的 美 联 利 阵 。 膛 令 瓦 与 咎 分 出 是 算 阵 及 与 外 用 范式 玫 
示 , 使 得 它们 所 确定 的 主子 短 陈 是 相等 的 (如 有 必要 ,利用 行 交换 或 用 URE) BART 
UPAR ECT GU, K (REE, ZR EAR) 5 HRD 中 相 异 的 非 查 
RER Hal) MH Ug 1) GESAWIROPGUPZCEDGE-—— E, Hb ARB, e 
-),2,-,h, ho min HHR y BHI CK Dekho 

推论 1， 对 应 于 下 与 H* 的 主子 短 隆 的 集合 M 几 下 式 给 出 ， 


M= V UL BO. 


Dn 
AB, HOGIS/IO =H Kae 

Hz. EHQOCOGHIOGGE 1 烈 不 同 的 主子 矩阵 的 集合 MM 由 下 式 给 出 ， 

Mi={H(K,J {Eid}, 

HAPS REPRO BRP — BLO Hire 1 Aba EF ARE, 

应 该 注意 IMEGRTSRLERAH REN, 它们 就 是 FUR) 中 的 非 零 元 素 。 对 于 
推论 1 中 的 ODL, UPAR. FRE SRT EGR 
范式 。 因 为 H 的 元 素 是 整数 1. -150, HR -WRSaAPIS-1, Surfer 


通常 是 简单 的 。 实 现 范 式 化 的 方法 荐 对 窍 隆 的 各 行 与 各 列 进 行 奈 准 化 的 “扫描 输 出 ”过 程 
(323, 


推论 3。 AMRF Edd [MES T 
Dect patty) alta), 
iba CO ACHAT ETS, 列 的 元 素 ， 计 = 1,2, cymes t yy tay oss 0 BAAS HY dg pt 
BEF ARERR ET ERM 
fü. HRASHAAA, BAM LE Saba, 


OL Gig Col Sig Bas 855 

1 2 3 4 5 6 

1[1 -1 0 6 97 
J-a| 0 0 1 1 0 -1 
šLo -1 @ 0 1 1J 


e BORRIDEXG TIE, 4 HOUUHENCLOUU PURI LEOTE. SELTDENOGDERBIODSNS 
AER ARAM ACTU REAL ERA, BE RNESU HOO EOS OS ATE STORE KE. qe, GEMepIS TEE 
Wis E XCTHBPRRT CLE RAAT SE RR ADOLE, EEE- HERI AUREAS CUELLO EGG 种 搜 
AH PMN OR, PERN, IETSP D 《至少 含 有 3 个 主 于 矩阵) 的 主子 返 阵 集合 可 以 月 闪 似 的 妖 
子 来 排 济 。 星 然 。 这 一 排列 次 让 的 条 件 对 于 一 个 方 隆 的 集合 是 一 个 乱 阵 的 主子 年 华龙 不 充分 的 因此， 对 于 一 个 诊 厦 
KASA- TERN EFERN EARRA? 这 一 结果 在 网 络 综 合 有 重要 启 义 ， 但 是 ,该 问题 尚 夫 解 决 。 
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1 2 3 4 5 6 
13[1 1 0 0 0 oF 
m= | 0 0 1 1 0 0|, 
5L © 0 o 1 1J 
HGEQ-HIEOHQDSHIUAD, DUE 
2 8 6 
111 0 97 
FEE) = 4 | 0 1 0 E 
5|9 9 1j 
式 中 
1 2 8 4 8 6 
171 i120 0 0 907] 
F-H,;Hi- 4 0 0 1 1 ¢ Of, 
510 0 0 9 1 1! 


HER, HSH 已 成 为 范式 ， 对 此 情况 = HI. TUR 利用 推论 2， 所 有 与 本 (145) 有 一 列 不 同 的 


相 蜡 主子 矩阵 的 集合 M, 由 下 式 给 出 : 
M, = {H,(145 2/1) ,B.GAS 3/41), H,GAS 6/5)} 
= (H,(245) (135), C146), 
SH.GAS) 有 2 9E 3 列 不 同 的 丰 异 主子 矩阵 的 集合 Ms 和 M, We Ree HG4) 与 
H CaS) Bt S SERA RP SOAS, ARR, $ HO 用 来 表示 在 
H, (145) 中 第 i REX SBP SEBO CP doe DGREER Ek, HRA F Hi EE 
2 3 6 2 3 6 
tiy 1 =L 0 +I 0 1 0 6 
i ef, 1 BILL -h 1 jJ 
0 


saos 
d 0 


以 及 
TF 1-1 o] T1007 
wee} |. 
L-1 0 ad Looij 
现在 已 招 问题 向 化 为 求 取 所 有 相应 的 吾 ( 与 HUD BRET ha PP, RNA 
研究 再 "与 可 2 这 两 个 矩阵 。 首 先 仅 利 月 前面 定义 过 的 行 运 等 ,将 其 处 理 成 范式 ,其 结果 
由 下 式 给 出 ， 


23 6 238 
ges als HOD a dore] 
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因为 236 
2 + LEa 2 1 9 a 
HOV QHO = ala : M 
由 此 得 到 MM 和 12; 2(HO20(23,22)) = (H,OM123)), M, MES, MOHD 与 Mele 
到 如 下 : 
(6936)} 一 (Rd45536?}， 
ME = (HD (26526)} = (H,(15:26)}, 
Mosq 
Sa CF) se RFE C XDRIEH UD Et UD 中 相应 的 主子 矩阵 的 集合 。 因 而 ， 集 合 M: 与 Mi 得 
到 如 下 
M, = {H,(145 23/14),H,C145 36/45) ,H,C148. 26/15)} 
= {H,(235), H,(136), H,(246)}, 
Ms = {£2}, 
那么 所 有 可 能 的 HH 与 H+ 的 相 异 主 于 矩阵 可 取 和 集合 Mi(i=0,1, 2 与 3)》 之 并 而 得 到 ， 其 中 Ms 
={H,(145)}}, BP 
. M=iH(145),H(245), H(135},H(146),H(235), HC 360 ,H (246) ), 
再 利用 推论 3， 同 号 行列 式 4 的 展开 式 出 下 式 给 出 ， 
Gilgasgss +O; hy Gy Q1 189 1033 +Q:1GzaGas 二 Qia0xl0s8 $0, d; Oey 


+1 58224325 


式 中 a(1) =oliya(2) = 444 ,0(3) = ,,,G(4) = G22 ,4(5) a, EAR CB) — Gs。 

5. 伴 随 有 向 图 

对 于 一 个 给 定 的 同 号 行列 式 4， 我 们 可 将 其 与 一 个 有 间 图 G(4) 相 对 应 。 其 对 应 的 过 程 
如 下 ， 


@ G 具 有 m +1 个 节点 。 每 个 节点 用 1 到 m+ 1 的 整数 来 标记 ， 使 得 标 为 卡 的 节点 与 4 的 
SA GRAD 站 对 应 ， 此 处 万 已 在 $1 中 作 了 定义 。 

Gi) Haj; 40,14), EGA) 中 从 节点 到 节点 了 有 一 条 权 为 0ij 的 边 。 

Git) Hajt, i= EGA) PMA i DY Am + Uf — E BUS PL. 

REBAR, ATSXUROEPESEUs LAESEAICION ATH mt + LTT. EE 
PEZEN, detAJRJE APN REY CA) 的 有 向 树 是 一 一 对 应 的 ， 则 该 图 的 有 向 树 可 
用 4 的 方法 来 计算 。 

6. 另 一 种 类 型 的 同 号 行列 式 。 

另 一 类 园 号 行列 式 形式 如 下 


Do bu Bao bid 
fo 
i > 
Bu, è PL b LES. e 
[n bar Ome PU 
E 


* 55 ^ 


殖 次 地 ， 将 一 个 有 向 图 记 作 人 (B) ， 可 以 与 同 号 行列 式 B 相 对 应 。 其 对 应 的 过 程 与 $ 528 UL 
AAU, RAMEN, MRS A, FR RIER, ERS 
行列 式 3 的 展开 式 中 的 所 有 正 项 是 与 G(B)? 中 的 某 类 子 图 一 一 对 应 的 。 但 是 ， 在 我 们 叙述 这 一 
结果 之 前 ， 需 要 下 并 个 定义 。 

一 个 有 向 图 G 是 由 集合 Y 与 集合 BE 所 组 成 ，Y 中 的 元 素 称 为 节点 ，E 中 的 元 素 是 形 如 (六 
的 有 向 节 但 并 称 为 边 ， 此 处 1 与 j 在 中 ! ROR, WRT OWL, AEE 
的 任意 一 个 节点 i， HBO Go ODMR ASH AA o e d ASSIS ARE 
合 。 如 果 5 蚌 G 的 一 个 子 图 ， 且 G 的 每 一 个 节点 是 5 的 一 个 节点 ， 风 5 是 G 的 一 个 生成 子 图 。 如 
RD) = oD) =& .此 处 每 一 个 i 均 在 VY 中 ， 则 该 有 向 图 称 为 度数 为 AWA E, CRIA 
子 [353 是 G 的 一 个 生成 子 图 ， 它 是 变数 为 1 的 规划 习 。 更 直观 地 卉 ，1- 民 子 是 包含 G 之 所 有 
节点 的 、 互 不 相 重 的 有 向 四 路 之 集合 。S 的 -TERTA, Ew, MAE (VY 一 nm 
中 的 每 一 个 节点 i，p(i) = 1 与 pCR) = 0， 则 称 其 为 以 节点 pr 沟 参 考点 的 广义 有 身 树 。 此 处 (V — 
#) 征 从 7 中 期 去 节点 zx 后 的 节点 集合 。 显 邱 ，w"* 无 需 是 连通 的 ， 它 可 以 由 许多 连通 片 组 成 。 
在 不 重要 的 情况 下 ， 一 个 连通 片 丰 以 有 共有 一 个 孤立 节点 所 构成 。 显 然 ， 一 个 以 节点 器 为 参考 
点 的 连通 广义 有 向 笠 简化 为 以 节点 n 为 矢 考 点 的 有 向 树 C5J]。 如 果 一 个 广义 有 向 树 所 含有 的 有 
AA RAPE, ME SMART AR, REJE RAM, AE 
Jh, (ORRCH FSS HARDENER LRE. HER Ra LUI B xg SC TE. 
Chen 的 论文 [5J 中 找到 。 

定理 4， 


B= Bete)» 


SUb, wo LNB o HSE AMARA TALS AM LTTE, cies 中 
BUE BARCEL, BORE CCB) re ETT Hw, RR. 

E.R 2 AEM ER PE SEA Hc, BAT E LE ST ML A, 
现在 可 以 叙 进 一 个 如 下 的 推论 。 

Hits. 

B= È faar) = BP Oi), 

obtu ECO PRAT s Deo RIDERE, wo EDU Ae ISHA, HAV 
个 有 向 网 路 的 奇 广义 有 向 树 ， 和 式 也 与 之 是 分 别 对 G(B) 中 所 有 可 能 的 fs+ ni 求 取 。 


e 
RAL PAT RRS s 
例 2 , 试 求 同 号 行列 式 之 展开 寂 中 的 全 部 正 项 。 


Pir tah b, 0 bu 
B- b. b, orb thay bsa baa 
0 bsa Das tbss 0 

0 Bas by Bip tbis HO ae 


BRERA RGB) REAL. KDA RH a BRAT POLT 
FT ed = ibs babs baa b cba bg Bas bibs dssbas sbi tOrcbsabess 
By pbs Basha g 01102 L0. b uu b eia estas obibasbssbses 


256 。 


Ri BIRTH] 
Oaz bi ibr: Dasbassbribzibsabaa sbi 1baibarbaas 
baaba bribasbursbisbzabssbas sbiabsabssbuss 
barbisbssbasdessbisbaabiobes S0 ib abasbu us 
b 


bab. ib usb uas bibi bssbsasb: bssbysbss:, 
BAL Tad = (Feta FITUS usn, BUURA m1 39 eR ANS ST SCITUR RS 
HAW os FRAG 
FW a) = EB 518408548 11185286582 bras DI DCN ass RR RE 
bs 1.24265), 
利用 推论 4， 同 号 行列 式 B 的 展开 式 中 前 下 项 息 下 式 给 出 ， 
Ba YF (Tae) +255 Waar), 
SPA AED BINH Tar Sf Vane) POPE A EDR RK, 
香 得 注意 ， 用 常规 的 层 开 方法 所 得 的 总 项 数 在 未 相 消 之 前 为 8 项 ， 其 中 44 项 彼此 抵消 ， 
AGHA, MERIT RCH 中 的 有 向 柯 及 奇 广义 有 疝 树 一 一 对 应 。 
HES. 如 (2) 式 所 示 的 同 号 行列 式 之 展开 式 的 最 大 正 项 的 数目 为 (2m 一 1) (n - Det, 
此 处 m 有 是 同 号 行列 式 的 阶 数 。 
证 明 ， 令 B 是 一 个 mn 阶 ， 所 有 元 素 都 存在 的 ， 生 使 其 每 个 元 数 的 什 为 1 的 同 号 行列 式 ,最 
然 ，B 的 所 有 非 对 角 线 元 素 为 1 ， 而 对 角 线 元 素 为 w，B 的 尾随 右 疝 图 G(B) 是 一 个 有 疝 图 , 它 
具有 了 ma 阶 问 号 行列 式 之 对 应 有 向 图 中 最 大 可 能 的 边 数 。 内 为 G(B) 中 与 每 -条 边 相对 应 的 权 为 
1, LARA Or, 1) = 1， 此 处 ms: 基 GKB) 中 的 广义 有 疝 树 。 换 句 活 说 ，3 的 数值 表示 了 如 
(2) 式 所 示 类 理 的 m 阶 同 号 行列 式 之 展开 式 的 服 大 正 项 。 为 了 得 到 B 的 值 ， 只 需 把 8 的 第 一 列 
前 负 值 加 到 以 后 的 各 列 上 ， 然 后 把 所 有 的 新 行 都 施 到 第 一 行 上 ， 于 是 行列 式 成 为 三 角形 ， 窜 


BRERA Om- DOn-i) 1。 推论 证 毕 。 
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i Bits. AET—Ae n AUS RAT ALE, HOST EG SET EAM AHO- 3)， 
n= 2 

ERS 对 于 一 个 给 定 的 有 向 图 G， 集 合 5 的 币 卡 儿 乘积 即 产 生 了 相应 于 参考 点 1 的 广义 
BEBE, Kel, 2 en COL, ER, nns n EAS EGP ARER WARDZE G, 
7 是 G 中 的 节点 数 。 

换 名 话说， 一 个 同 号 行列 式 的 记 有 信息 包含 在 主 对 角 线 元 素 的 集合 中 。 显 然 ， 笛 卡 儿 乘 
积 的 最 大 项 数 为 (?- 1)"*， 此 处 有 疝 树 的 最 大 数目 是 (r- 177, 

定理 6。 令 H 是 G(B) 的 关联 抵 阵 中 删 去 对 应 于 节点 六 +1 行 的 矩阵 ， 此 处 G(B) 是 m 阶 同 
号 行列 式 的 对 应 有 商 图 。 当 且 促 当 对 应 于 如 + 中 的 各 列 产 ， 因 ，-…， 加 揭 子 图 是 一 个 广 久 有 向 
BH, WH ide ie) RA NTE RS 

对 于 一 个 给 定 的 方 阵 来 说 ， 若 该 年 阵 与 其 行列 式 存在 ， 还 采用 一 个 较 少 见 的 其 ， 即 矩阵 
的 积 和 式 (permanenr)。 积 和 式 与 行列 式 的 定义 相同 ， 但 认 有 项 均 歌 正 导 。 

前 面 ， 我 们 分 别 定 义 寺 (1) 型 与 (2) 型 的 4 与 8 之 同 号 行列 式 的 对 上 应 有 向 图 GC 入) 与 GOD, 
反之 ， 我 们 分 别 定义 ma + 1 个 节点 之 加 权 有 向 图 ， 且 与 (1) 型 及 (2) 型 由 对 应 的 同 号 行列 式 , 并 
记 作 和 4(G) 与 BC(G)。 对 于 一 个 给 定 的 有 向 图 {加 权 的 或 未 加 权 的 ), 令 G" 基 从 G， 叉 令 /((i,1)》 
三 1 而 得 到 的 有 疝 图 ， 此 处 穷 有 的 (i， 门 均 在 G 中 。 

定理 7。 对 于 一 个 有 向 图 G， 以 节点 避 + 1 为 参考 点 的 有 向 树 之 数目 等 于 4(G”) 的 值 ， 从 


FA m- ISFARA POURRAI ES HHGO- AGT], HATED AT 


列 式 的 展开 式 中 的 总 数 分 别 是 4(G 和 与 BCGS) 的 程 和 式 、 此 处 Gs=GCAJ 与 Ga=G(B)。 EA 
与 的 展开 式 中 相互 托 消 的 项 数 分 别 是 [4CG5) RAR AED] 与 CAG RAR 
BGS)]。 

贸 为 间 号 行列 式 的 特殊 形式 。 上 述 类 型 前 行列 式 是 不 难 计算 的 。 作 为 一 个 示例 ， 研 究 例 
2 中 给 出 的 同 导 行 列 式 下 及 其 示 于 图 1 的 对 应 有 疝 图 G(B)( = Ge)。 下 列 砷 可 以 求 得 

RGD BBAMR= 81, B(GD)-37, URAG = 27, Buk, MAPA +1, ECB) 
HE EA RRETA EB AR SP SU 81. Jae = 81-37) 相互 抵消 。 相 对 于 参考 


joe LA ES uo ( = 于 (37 2D ) 事 实 上 ，G(B) 中 确 有 有 5 个 这 样 的 桶 。 


结 it 

已 经 证 明 在 ( DAG RHAS HARKER DRE SCR E, MT ARREARS OR. 
这 种 方法 适合 于 数字 计算 机 ， 且 容易 记忆 ， 这 算 简 单 。 因 为 此 类 间 号 行列 下 把 电网 络 理论 与 
ACRES, PUPAE RES CHASER TERRALHA Go 
树 ， 有 向 树 等 等 ) 

文中 还 证 明 在 ! 2 ) 式 所 东 的 同 号 行列 式 的 展开 式 的 正 项 对 应 其 相应 有 向 图 后 某 类 “广义 
有 向 树 ” 之 科 积 。 还 给 出 了 一 种 列 出 所 有 可 能 的 广义 有 向 树 的 简单 方法 。 但 是 有 效 地 计算 所 
有 项 ， 其 中 每 一 项 至 少食 有 一 个 俩 有 向 回路 的 问题 尚未 解决 。 

HR. BRACE 

为 了 篇 比 证 明 ， 新 的 有 向 图 G/ 刀 由 (2) 式 且 如 下 地 构成 ; 

OD @G/ 具 有 7 个 节点 ， 有 除了 没有 参考 点 之 站， 标号 的 过 程 与 35 相 同 。 
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Gi) 85,20, i, MARMARA, MCG, Db, i je 
Ly 2, cy m, 
" Gib dgJ5,,2e0, k=1, 2, e, m, WEN MURA oD, HRG Da, 
FCG, Ds) = bis, i21, 2, e, m, 
显然 ，G/ 在 单 节 点 处 有 m 个 身 环 。 已 经 证 明 [361，[371 
BE- Df, 
BUS —HGRLAEME SK HREIADRDIE EAER, AREG hi- 因子， 为 是 p 中 的 但 
连通 片 的 数 生 ， 和 式 是 对 G' 中 所 有 的 h 求 取 。 
为 方便 起 见 ， 如 果 仅 包含 自 环 的 形式 
Ges bals, jr Ciy, I)se 
使 得 艳 在 一 个 的 子 下 标的 集合 各, 如,… 尽 ,, ov 宇 2， 以 及 存在 一 个 对 应 的 i 的 子 下 标的 集合 i 
i Hh nA. 41, 2, es =l, lo ES, HAO THER ERS, MR ERED 
的 子 下 标 刀 是 奇 整数 ， 则 循环 1 - 因子 是 寺 的 。 奉 则 ， 它 是 一 个 偶 的 循环 1~ 因子 。 换 句 话说 ， 
如 果 至 少 含有 一 个 上 述 类 型 的 偶数 子 下 标 i 时 ， 则 该 循环 1 - 因子 称 为 但 的 ， 若 其 它 子 下 标 
存在 ， 册 可 能 是 偶 的 或 奇 的。 类 似 地 ， 如 果 含有 的 有 向 同 路 是 奇数 长 度 〈 邯 为 有 向 回路 的 边 
数 ) 时 ，1 - 因子 是 崎 的 ， 如 果 至 少 含有 一 个 偶数 长 度 的 有 向 回路 时 。1- 因子 是 偶 的 ， 利 用 
这 些 定义 ， 现 在 可 以 叙述 下 列 引 理 。 
FML. FC EGZIL- 因子 的 集合 ， 使 得 Ci 中 的 每 一 个 h, 它 或 是 一 个 偶 的 循环 1- A 
子 ， 或 者 是 一 个 至 少 包含 有 一 个 有 部 回路 (长 度 >2)? 的 偶 1~ 因子 。 则 
Efh)=0, 
此 处 h 在 Ci: 中， 和 式 是 对 C ,中 所 有 的 求 取 。 
上 述 引 更 可 用 [36) 中 的 引 理 2 与 3 完全 相似 的 方法 加 以 证 明 。 
引 理 2。 $C EG pi- 因子 的 集合 ， 对 于 Cs 中 的 每 一 个 h, 它 或 者 是 一 个 奇 的 循环 1 一 
HERAE-tEPSA THN KEP DM - 因子 。 还 令 C* 是 C: 的 子 集 ， 使 得 
hy, Hae Os uP! PP PY 
在 Cs 中 , 此 处 Pq 是 长 讼 之 2 的 、 互 不 相 按 的 有 沿 回 路 ，4 =1，…，v， 以 及 v，1 与 i 是 适当 的 
正 整 数 ， 则 在 C: 中 不 存在 具有 下 列 性 质 的 h:， 
his, Fat Geos Ik PEPE Pm, 
væl, it~ 3, Wito Gt ENE SOR. WA 
€ f= E ría, 
[T hgt t 
tiok Eh pK ES 2 BA EA HI 
证 明 ， 对 于 在 G/ 中 的 每 一 条 过 (5 D, tj, 在 G/ 中 还 存在 着 一 个 叭 一 相应 的 自 环 (i， 
Dj, 如果 5 是 一 个 从 P 将 其 各 条 边 用 唯一 相应 的 雪 环 来 代 蔡 而 得 到 的 有 向 图 ,那么 在 C* 中 的 范 
素 总 可 分 为 子 集 的 集合 S$， 使 得 在 S 中 的 每 一 个 S,，S; = (P h EC HS, 
Rey, hase, jou PhPS BaP Pi Pise, 
Mab, tay e, bjo Jo ocn. h- Eh BEL, 2, e, OAD FER, KEC, 
其 它 所 有 符号 与 h; 的 定义 相间 }。 
加 为 在 C: 中 所 有 的 1- 因子 是 相 蜡 的 ， 由 此 得 到 S15;=$，ij。 
0596 


容易 君 出 在 St 中 有 2" 个 元 素 ， 其 中 每 一 个 具有 相同 的 权 梁 积 ， 故 特 到 吉 理 。 
引 理 3。 如 果 C 是 G* PRAL- 因子 前 集合 ， 取 是 相对 于 节点 m+ OA 
广义 有 向 树 的 集合 ， 那 么 在 集合 C* 中 的 元 素 与 W 中 的 元 素 之 亲 存 在 着 一 一 对 应 的 关系 。 此 
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fiet) = fow), 

ER: MARCO ME —BWG, DCB pid, DIM, ej, CORR 
PERG, 站 /与 GCB) 中 的 Gi，m+1) 相 对 应 ，i=j 以 及 G' 中 的 一 条 边 (i， 让 与 GCB) 中 的 G, 
DEDI, cj, Wires, 

证 明定 理 的 其 余部 分 现在 可 以 如 下 地 完成 : 


Ba Bt- neft 


nee 


m f+ Davia 


u 


DE rA 
= B fom dt D Pwa) 
Paggi” Hoga the 

= E PAOD, 

Yast 
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六 、 论 实数 域 中 图 的 关联 窃 阵 的 
非 奇 异 子 年 阵 


摘 要 


本 文 证 明了 在 实数 域 中 的 完备 关联 称 降 和 降 阶 关 联 抵 阵 的 景 高 阶 非 奇异 矩阵 ， 分 别 志 一 
NRT ERA LEAKS Me, BIT TE ASTM RER TRB 
开 式 中 的 正 项 对 应 于 这 一 类 子 图 。 因 些 ， 得 到 了 一 种 列举 同 号 行列 式 及 其 余子 式 的 全 部 正 项 
(无 重复 项 ) 的 方法 ， 还 将 此 项 研究 推广 到 有 向 图 中 ， 同 时 给 出 了 示 便 ， 
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网 存在 着 一 一 对 应 的 关系 [1], 因 为 一 个 在 异 2 域 中 的 奇异 矩阵 不 可 能 在 实数 域 中 还 是 奇异 的 ， 
所 以 在 实数 域 中 图 的 关联 年 阵 的 非 奇 加 子 匈 隆 与 沪 图 的 某 类 于 图 之 间 建 立 一 种 紧密 关系 是 很 
有 意义 的 。 本 文 的 目的 是 研究 这 些 关 系 ， 并 将 证 明 这 些 关 系 可 用 来 计算 5 2 3 中 所 定义 的 某 类 
BLS ATK. 

2. ES RED — PSE ES TIERE 

初步 研究 

在 本 节 中 ， 我 们 仪 研究 有 限 无 内 图 或 简单 图 。 一 个 加 G 是 由 节点 集合 Y 与 表示 无 序 节 偶 
Gi, AREER, Epos EVE, WAGRAM RH RA, 那么 G 的 零度 定 
义 为 e 一 本 +c， 式 中 是 连通 片 的 数 吕 。G 中 节点 zw 的 度 歼 d( os) 是 与 该 节点 祖 关 联 的 边 数 。 如 
RPS AAA, BIN REA, 长 度 为 1 的 回路 称 为 自 环 , 用 HG) 表 示 @ 的 
SNB, ib mH. e IER, 如 果 o 与 第 i 列 所 对 应 章 近 相关 联 ， 则 hs= 1， 
SWR. = 0, HERENCG) = [his]. 

为 方 恒 起 见 .我 们 假设 图 不 含有 任何 自 环 与 并 列 边 。 以 后 ,我 们 再 把 这 些 结果 推广 到 有 自 
环 及 有 并 列 边 的 情况 .其 它 一 些 示 特别 说 明 的 术语 和 定义 可 在 Shesu 与 Reed 的 著作 C1] 中 查 到 。 

2G) USP Et EF E EE ST E 

BOHM eH Ree, RATER ACH BIS H By TE fi PH Ompa 
FE SPC WH FB AR 

定义 1， 一 个 图 人 的 咎 成 下 习 C*， 当 且 仅 当 C 的 每 一 个 连通 片 的 零度 为 1 时 , 这 神子 慷 称 
为 G 的 广义 回路 。 

一 个 连通 图 ， 当 且 仅 当 它 所 具有 的 零 嵌 4# = 0 时 ， 蚌 一 个 树 。 所 以 C 的 含有 一 个 回路 的 连 
通 片 的 蔚 度 作为 1 。 因 为 从 此 回路 中 移 去 一 条 边 时 ， 即 变 为 一 个 袜 。 反之， 车 C 的 连通 片 的 
零度 n= 1， 则 必定 含有 一 个 回路 ， 


* CGH-TEFR MEGA AHS RT ARTE, 
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34 zy zh 


Tos 


oy i 


anf 


SiS. HERH -AARE- THERES AORN, BPO MA, 

ERL EAER KEAR LOREAL 

司 理 ?。 WFCE— EED Xu E, ÆC PY LYE HEXEIR BE, H detH(G> = 0, 
车 回路 的 长 并 是 奇数 ， 岗 deiEIGD) = —2. 

证 明 ， 我 们 对 G 的 节点 用 归纳 法 来 证 明 这 一 引 理 。 显然 ， 该 引 理 对 于 具有 3 个 交点 的 性 
意图 G 是 成 立 的 ， 因 为 G 是 一 个 长 度 为 3 的 羊 回路 。 恨 设 该 引 理 对 于 任意 具有 - 1 个 节点 (或 
小 于 P~ 1 个 节点 ) 的 G 成 立 ， Hees, 我 们 将 证 明 该 引 理 对 于 任意 具有 & 个 节点 的 图 也 成 
Sh, 下面 研究 两 种 情况 ， 

WR EC 中 不 存在 度数 为 1 的 节点 ， 这 意味 着 G 是 一 个 长 度 为 4 的 回路 , 其 中 8 基 G 的 
边 数 或 节点 数 ， 因 为 对 图 G 欧 节点 与 这 的 重新 标记 痪 当 于 HCG) 中 的 各 行 之 包 与 各 列 之 癌 的 交 
换 ， 而 这 一 过 程 并 不 会 改变 HiG ) 的 秩 。 因 此 ，G 可 用 下 列 方 活 重新 标记 ，G = (uv) 
Gus). BURHOGOBATIER AS RIT PRKOEAHBHEPI. 

Dyes c0, Uy ACD, 0.), Gas US. ory Wis UIDs 
车 沿 第 一 行 展开 ， 刚 detH(G) 的 展开 式 为 ， 
deiH(G)y -1-(—1)!** 
引 丙 得 证 。 

WR. ES 中 存在 一 个 度数 为 1 的 节点 ， 为 方便 起 见 ， 设 该 节点 为 6.， 其 关联 的 边 为 
e. BA, BIEHGOmxA MT Hae MTT Zte BU AT BN CG) BIG, = 
G-e MRR, WPHG) =H(G,)。 因 为 GL 是 一 个 具有 & 一 1 个 节点 与 # 一 1 条 边 的 
YO MER, MAS WABI HAT. ACP AMP KE OBR, Midett(G,)=0, dd 
回路 前 长 庆 为 奇数 ， 则 detB(G) = +2, UF 

detH(G) = = detH(G.) 
3E AR SIGISG PHA KABAAMKE, KIRE. 

定理 1。 一 个 其 及 个 节点 与 m 条 边 的 图 .其 中 m 污 3， 4 Bee OCR RAGS 

PURE EIER, BRA LE, Usha eG ay RERO. 


FEW, SGCRGHAREBH. f=), 2, e, K HERG AAAS Bm PWR, 车 必 
要 的 话 ， 重 新 按 排 它 的 节点 与 边 ， 我 们 有 ， 
pH 06 = 0 ] 
nos DC | 
Lo 4 Ho) 


VEE, BRC- MER. MANTA Qe m, BREG 是 一 个 方 子 矩 
阵 。 由 此 得 到 # = 4 以 及 


derHiG)= Taere) = 
nr 
Ju. BRAC REM, DdetHC(Gy = £5 SERN, dA cem HÜZdetH(G) 


ARBEMRAANR-TETA ORGICPSERRHOGOBOWHEBPEO 中 至 少 包含 了 一 个 零 行 。 
REKAH 20, FERGMTFE, BANA, A ms BE 
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detHiG) = [[deth(G,), 
Ua 


WA, PEHI 的 连通 图 仅仅 本 能 是 -个 连通 的 广义 回路 ， 由 此 从 引 理 2 得 到 det HCG) = 
£24 EAldetMG) = +2, Bu-d, ARGE- ar 3tHHER, iE, 

广义 区 路 的 完整 特性 建立 如 下 ， 它 是 定理 1 和 相 理 2 KERSA, 

定理 2， 令 G 是 一 个 癌 个 节点 与 e 条 迪 的 图 ,cmm 且 站 关 3。 在 实数 城中 mm 难 方 子 矩 阵 拟 G) 
AES HORE ARETE SPT CRI LSC BARU, BREAST; 
ARG SF +24, ATEC a pH Hl BR, 

ERES. GGE- pep Re EIU enmi, eA Jn ENC) 
的 积 和 式 ， MARY RAT TEM TREACHER UIN. 该 积 和 式 不 为 
F, ASAD EE, Wehbe EC hpn, 

WESS BR SE SP et ES PB 

BUBSCRATRE FEE REIT PE E de PE, TTI, ES Mey 
表示 弛 的 降 阶 关联 矩阵 ， 此 处 上 ，i，…， 庆 表示 是 从 HOO PEE dS AH, BID MEM 
BR, Vas ry Yro 

定义 3。 —NEGHERTAT, SAMMUT, RAAE n= OWE, BAER 
CHAKU, RBRe= 1", We AJCXA - 树 。 

BME MAT, BOR AMG ae ARAM AEE SE En = 0 的 连通 片 之 中 。 因 此 
可 用 带 括号 的 节点 符号 来 表示 这 种 & EL MITT Va, Vss cuu ee 
Bo Here, jo RfeSE E= ON EH. a EF 一 个 零度 n = 0 的 连通 片 中 ， 

Fav, gu, MER APE En = 1 的 连通 片 中 。 IDEEN, 一 个 广 文 1- 树 也 称 为 广义 树 。 PM 
BOB ll Pe OAR eS 

定义 4， P LEM, HERP ARRAS EMA RE GEA 10 mue 
KEEN, Wea MAB 

ÈE, RINT PAP MARS. ARSE, FP PR PR 
TOMER KRAEMER TOES 的 某 类 了 字 图 之 间 的 关系 。 我 们 略 去 了 这 条 定理 的 证 
明 ， 丙 为 其 证 明 完 全 类 似 于 定理 工 。 

定理 4。 令 G 扰 一 个 m 个 节点 与 * 条 边 的 图 。 那 么 在 实数 城中 m 一 二 阶 的 方 子 矩 阵 Eos i 
(Gr db dE PETER FRAP SENS MIF OWA MART, Di ory Bi) 的 各 
Ah, Bere IP T2 Akar RMR PHS. 

HAER 2 域 中 ， 除 了 9 = 09h, TUR TO. Mt eS) PATER. 

推论 1。 ERO 2 BUB, m-k A Hao LOCO 为 非 奇 异 的 充 要 条件 是 其 子 定 阵 
MSM ECT HEAR RIERA GHA Rts. us on, PaRI ZAR R i 

推论 1。 ERREUR E ERI 1 2。 

推论 2。 ARE, —em- 1 PERH COGO, MARIRE AIE FS 
t — AT RUE AGRUM, TRL AP S H. 

、 现 在 可 以 得 到 一 个 类 似 闻 定理 3 MER, HIE. 


E 


* JULY REAP ERS -= On eee 
íoc€ EBORE. 
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TERES. SOE emos A ed A BS A fe S pm- BY EEE ie (GO 
BRANES HARARE SM RET SHA -A RUIT, ve, y ci On 
BR, ARMERET, lesbar Lag A el 0C, 

推广 到 有 自 环 与 有 并 列 边 的 情况 

SARE, ROR AN PRIA ee, 在 本 节 中 ， 我 们 将 招 这 些 
结果 推广 到 有 请 环 及 有 闪 列 边 且 m% 为 任意 效 的 情况 。 因 为 这 种 推广 是 喜 截 了 当 的 ， BOER 
TEE OE BA BB 

COO HISCPEEGRIE S, vORIHCOO, ROE NCHA AALS FERT 1308 491. 
而 该 列 中 的 其 它 元 素 为 零 。 

(2) G 的 每 一 条 并 列 达 在 H(G) 中 用 -- 列 来 表示 ， 亦 妈 G 的 名 首 列 边 在 BtG》 的 同 -~ 列 中 
是 重复 的 。 

(2) 如果 把 9 解释 为 长 府 大 于 1 的 辐 踊 数 ， 那 么 宝 今 防 讨 论 而 得 的 结论 均 成立 。 这 是 非常 
明显 前 ， 瑞 为 对 应 于 有 一 个 自 环 与 零度 "= 1 的 连通 的 于 害 隆 之 行列 式 〔 积 和 式 ) AEL), 
MEE) 

3.8 (EL BS RE AE p RET ERE 

MERMRHTAARAAHC MUR G Aa ned. WAG, sed DOR ME 
H(GjE— Amp e BE ARO RSH MSTA, Wasi, Beck 
第 j 列 所 对 的 边 之 终止 节点 ， 则 hs = 一 1， 否 则 hz = 90。 此 处 再 (Gy = [hss3。 

AACR, PIO) GE C03) 分 别 珍 示 人 中 以 9 为 起 识 节 点 与 终 业 节点 的 边 烤 ， 称 为 
CAO MM EE EAR. 

PERM ERA REPOS AR 55392030 588 BERE" SEIT ARS JERIE S o 
黄 它 -- 些 没有 专门 定义 的 术语 可 在 Chen[ 8 JRISeshu R Redit) LAL 1 ] 中 找到 。 

非 奇 异 于 矩阵 ， 广 义 有 向 回路 与 广义 有 向 下- 树 

火 家 知道 ， 一 个 有 六 个 节点 王 e 条 过 的 有 向 图 Ge 的 关联 矩阵 下 (Gay 的 ma ~ I 阶 非 奇异 于 算 
隆 是 与 有 向 树 是 一 一 对 应 的 " 1 ]。 在 木 节 中 我 们 将 定义 有 向 图 的 两 种 一 般 类 型 的 子 图 ， 同 时 
证 明 它 们 如 条 与 某 些 矩阵 的 非 奇 异 子 算 阵 建立 联系 。 

定义 5。 一 个 有 向 图 Gs 的 生成 子 图 C6。， 对 Cs 中 的 每 一 个 节点 v0:， 当 且 仅 当 d(vi) =1, WI 
称 为 一 个 广义 有 向 回路 。 

令 焉 (G。) 是 从 下 (Gu) 中 用 0 氏 营 元 素 - 1T89P SERIE RE, H GORAGO HORE 
元 素 1 WADA BEG H GV] AEA RAA GE- D, BA, HG 
[五 -Go)] 的 秩 等 于 Gs 中 之 电 度 (或 入 度 》 大 于 零 的 节点 数目 。 由 此 得 到 由 4shfr S J 所 给 出 的 
以 下 结论 。 

定理 6。 [RASHES ]]。 一 个 m 阶 的 ECG) HATERA IE SHEEP EE PE SA TE 
PREVA PUXE EE Gub POS AMRA G, BU Ga) BO e SE AR t. 


推论 3。 AARC RAT LS der (G0 HS (082! = TEIG, eae (G2) 


HRY GWE, 3XCSURIE GoD HERA e 
TER, MOE 6, Seb RIED RUT (GONG)! 上 ， 便 直接 得 到 此 推论 。 
定义 6。 一 个 有 向 图 Gs 的 生成 子 图 Tatvi， Yes cn, 00, HBAR CC, Vie 
€ Hamry- AS HAR, ARS it YRA LENAN E Xe 
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REA Me, Frets, in o. LN, fidi, WE TH, d. Lat, 
dO =0, WHERE is o2, One XE IBI MBE 

为 简便 起 见 ， CEPLER AHA XRH. BR, OAT RE LR BHSOUE RE 
PO A RETPGL UR TG HH-AN Li FIERREN. 


REL SoG) BME (CARI. in LAT RRREM, WA HT n 


(Him Hb Or Pets es SAE BER EHC EME PUL Pis Pur ty Du 为 参 
RAT ABRAMS vu, s AEF GDB, duy =s Ld. 
JS" SCR ELE SE A AERE E SH ORE XU BGR GG) 
则 上 述 全 部 讨论 的 结果 仍然 正确 。 
推广 到 有 自 环 及 有 并 列 边 的 有 向 图 的 情况 
现在 ， 上 一 节 所 有 讨论 的 结 梁 都 可 推广 到 有 自 环 与 有 并 列 边 的 有 向 图 的 情况 。 这 种 推广 
是 直截了当 的， 仅 需 作 下 面 的 一 些 修正 即 可 。 
D Ge 的 每 一 条 并 列 边 有 Ge) 的 一 列表 示 ， 邑 Cs 的 并 列 进 在 B(G。) 中 产生 相同 列 的 重复 
项 。 
《2) 在 R(Ge} 中 与 Ge 的 自 环 (2 ,50 禄 对 应 的 列 在 入 应 于 G4 的 节点 ?: 的 一 行 上 出 现 一 个 1， 
而 该 列 中 的 所 有 其 它 元 素 为 零 。 
(D HH-(G4) 由 HO RU FARNI: AEG) 中 的 一 列 《 对 应 于 Gs 之 非 自 环 的 各 
列 )， 则 用 ORE I. RINGS A RER EAI RE IERI. APEGO MERA 
A. Hz Fi 
d ES Ve EUBI — 1-8 Ar BRE B DER IH BRE SE 6-508 2 Yr HP BEREIE TS LE 
ZEH, RIN OER EARS, 4, 90. ÆFA, RARE, LRI 中 所 定义 的 
(1 ) 式 所 示 的 互 之 网 号 行列 式 及 其 余子 式 的 展开 式 之 各 项 对 应 于 第 3 节 所 定义 的 子 图 。 


| 
- 

Ba | Mer Bb Me Bee | (D 
Ls bus [EE E 


在 -2 J 中 ， 定 多 了 两 种 类 型 蜀 间 号 式 矩阵 。 -种 用 符号 4 表示 ， 因 为 它 与 电网 络 理论 密 
瑰 有 关 ， 称 为 节点 导 纳 短 阵 。 另 一 类 如 : LAB R, TELS 1 和 [ 2 ] 中 已 经 证 明 ，det4 与 detB 
HEROS EMIS PE BECRT MAC CA) 436 (B) PHAM SAT CA MMH. RR 
SARI AS TUR EE IU, DIH ARRIN, DRH RESILI ef 能 
利用 E 2 DADE SP eit Jr AT I EX S YE FERTA BT ES 
MERRER, BRERA- -点 之 前 ， 有 必要 引出 日 的 新 伴随 有 向 图 。 为 了 与 我 们 现在 的 
表示 法 可 一 致 ， 用 Ss 来 表示 B 的 原来 的 伴随 有 向 图 GCB)。 

对 于 一 个 同 号 臣 矩 阵 B， 新 有 向 图 Us 按 以 下 原 凯 构成， 

O 具有 mm 个 节点 ,B 的 每 一 行 (或 列 ) 用 一 个 节点 来 表示 ,使 得 标 为 2: 的 节点 与 第 s 行 
《或 第 A 列 ) 相 对 应 。 
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ab BORE 0, BU AG ROBY opti RCH A, SERES T= 1, 2, 
^ My 
Tut. WR A0, EU od ARO. RI, RURUSAGES 可 家 按 
TERHEREREBE D o 
BATE RICE TT Gy ESU AT 3 SEE HEE GL E — AR Om +1) 个 节点 的 有 淘 图 ， 
WU ee É RA IL ERIS 
定理 8。 SHO BEARD A FUSE IULII SE 4E CEN EE, ACU MEUS 
完备 关联 矩阵 ， 那 么 
了 = 下 (UPHCD3D 
SUB, DEexe 阶 对 角 线 矩阵 ， 它 的 第 不 元 素 是 一 个 与 了 Us) 第 ; 列 边 相对 应 的 权 ，FCD3 
RRACUD WR, RUM, 
证 明 ， 
4 XSHUUODHQD!sUn, 
BU = RS IRA?) SNO 
因此 


Tei = Sarna, 
对 于 ;= OR, SEREH) 中 相应 于 # 列 的 边 共 有 节点 2% 作 为 其 起 始 节 点 上 时。 RIA, 
= 1。 于 是 r:, 老 示 了 具有 以 节点 zi 为 其 起 始 节点 的 这 的 权 之 和 ， 即 za = X5. SR ise RY 


TL, MERAH ART AD eee edd, PORT d. Biko RTE 
Dah Boy ere d AY AL, Him, = bjo AX = B， 定 理 证 毕 。 

FRA, BUG AG se SS A) PRR CU DAC)’ b, ABE BAS 
RES HRRESCRCER E EUR a Ug CG! A FP ARS RMI 
We Aa ES ER AE CF TRB Py ZER CULO S HQU 1) rjf 
AD HURT ye ERAP ERDITAN, ROMA 2 j 中 提出 的 方法 是 很 容易 实现 的 。 

SPER, MEBDE EH. HEHU), DU RAUDTRAMERBS, HEHE 
象 我 们 在 [ 2 TP ARE SE RE Se fF BE YET, AU 2, 

遵照 第 2 Pee, PP ATR, FREE PIN ET IECUR CALCE 
ERAAN URS LAER. ROM, AUR UAM LAH, HEA 
pt su pel BRE CE EE RIE EIN, ON FP MATAR BTR, PR 
BR Ree, Me, EOL Te KES, APR, ACHR ee 
了 [2 DPA MAE. PST lO. US, Puy ee EER T eT UIS aT n 
Cis De. cs CUE Ao Sos AS Ba CREE h. 

WURBRGOHEMU, SRU E wee :《 近 用 二 所 名 的 i 与 六  BMDSEEOHTIES SA 
一 个 权 b.,, 赋 给 Us 的 相应 无 向 图 U :中 节点 ZUR RU MFT. CRUE FA 
ES BUSES AGER. 

利用 这 些 定义 连同 以 上 的 论述 与 定理 2，4，6 与 7， 可 立即 得 到 定理 9。 

RE, 


^ 


DS 


detBz BFC) 
DU C7 11 PdetB, isis suu = OMAP lO ye vu. e. 08). HAR CH 5S Tu Quo. 
Tuas cts OLOTIRHLREU PA XC TAREA SUCRE: d) 0 SPB TEC ST Qm 
Uu. n, VARI AT LS INDE Bo io JEMBRUBIM ARE bt, 
Tis tay ns WATTERS PALME 107 TAS In SOC 
BM, NURUJEE EHE, 虽 我 们 可 拱 它 作为 菜 个 B 的 伴随 有 向 图 来 研究 。 差 
RET IER EEE, b, aU EAS Mo TOA RAGS A 
Hits, URBEN, W 
B-H(UDDHUIM, 
注意 在 推论 上 中 的 H(U2) 再 次 地 是 对 实数 域 而 言 的 。 
推论 5。 如 果 B 是 对 称 的 ， 则 


detB = DC) 


UE 
CHD Fe By iiu, ins = DE FCT Ws Ves 823, 
BRC ST Un; ys yo 分 别 是 Di 中 的 毒 广义 回路 与 奇 广义 kz- 料 ，9 与 9 分 别 是 在 C。 与 
Ta (Uiu; Ve) 中 长 度 大 于 1 的 回路 数 ， 和 式 是 对 在 5 中 所 有 的 这 两 类 了 于 图 求 到 。 
正如 前 面 所 提 谎 ，G4s 是 (29 中 所 定义 的 B 之 另 一 种 伴随 有 向 图 ， 还 给 出 了 B 的 行列 式 :G， 
的 广义 有 向 树 之 间 建 立 联 系 的 显 藕 公式 ， 下 面 我 们 把 该 公式 推广 到 带 符号 的 Get 的 主 TR 
be ‘ 


推论 6。 
detB- Deeg mii), 


UR 
C7 10i Hd B, pone = EAU ET as ur ns Bes Vi Pare 

RPT eed AT ver er notus siut). 分 别 是 Gs 的 毅 广 义 Oct DMA: 2 与 
9 2 HERETET me ST irre jets Ma) PMS, MAES Bp 
有 的 这 两 类 子 图 求 取 。 

上 述 推 论 是 从 下 面 两 个 事实 而 得 到 的 ;Us 中 的 一 个 广义 有 向 回路 是 Ge 中 的 一 个 广义 有 宙 
树 Ts《vm+1), 辐 时 Uo 的 一 个 广义 有 向 k- 树 是 Gs 中 的 一 个 广义 有 向 化 +1) RAR. A 
图 Gs 还 可 用 Us 来 说 明 ， 这 种 解释 将 自身 地 导致 本 推论 的 证 明 。 令 R= Chaba: ,Bmm] 是 一 
AF, H 


Uh, ERRES. GLAS WEA. Bude BA pB Ay Om - D (me e 
个 元 素 的 人 于 式 ， 于 是 上 述 结 兴 直 接 从 定理 9 而 得 出 。 
推论 7。 如 果 B 是 对 称 的 ， 邦 么 
detB- Zi2t9f T, (S43 
ux 
(7 D5* ^detBi ja 
SET LOL STU Gijon 
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i= RATA Oi Dp eM tay usas) 1; 


Dis0mt1) PHEG HMA Gi LE RAE 


D 


KD- dia MET Cad Tu Oi jie Yasar HR, MRE 
NG1 BP AT UGX ARTAR 
ERE, ROCKE AREE PEN esso o e ED DCN Fr. 的 BOE b 或 


bj 
我 们 将 下 列 例 子 来 说 明 上 述 结果 。 
A PARMAR RMS NUL, RE BU MOS PAS la 
B= es 0 e 0 0 t 
0 9 90 €, & 6 
9 0 0 0 & e | 
io 0 es 6 0 etes) 
ey Ez Bs €. Ce Be Cy Ca 
eri 0 1 0 0 6 1 0} 
2,11 10 0 09 @ 0 9: 
HU- 0 12 1 0 9 0 0 1 | . 
vio 0 0 1 01 1 0 
vlo 0 0 1 1090 € 
velo 00 01 1 0 1j 
ux 
vfi è 008 0 1 OF 
vio 1 0 0 8 0 0 0 
velo 0 1 0 0 9 0 6 
BuUD-.|g 9 o 7 6 0 0 of? 
uio 000910 90 
velo 0 0 0 0 1 0 1j 


因为 H(D4) 银 容易 号 成 规范 复式 ， 在 + (Uo I HOU D PRACT E TERES PASTE BO SM 
AAPA, FP Re. MH 
M = (H(129456), (234567), H(123458), H(234579)], 
Had BG de) 是 由 第 i UR HOD WP. RARE 
4 — TOUR GAMER TUM ET AME. HUE. RAER, RATAN BAK 。 
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detB = 4e e e,e e €, + 206, 0,04 slyly HOC E E gl gly 0,056 42 gre 4) 
ROM, RUMEN QUO 中 出 去 第 1 行 与 第 6 行 ， 所 得 到 的 矩阵 仅 包 含有 第 2,3,4 与 5 列 的 4 阶 


APRS A, WA MIE RTT, 与。 为 参考 点 的 有 向 2- 树 ， 利 用 定理 9 ， 
RA: 


detB,, uo 6202455 


HARAT, uV Ve) MRR2, EB Sa = DACT alU V0) 0, 
结 论 


现在 已 经 建立 了 一 个 与 有 有 向 中 的 完备 关联 算 阵 与 降 阶 关联 昂 阵 的 非 奇 异 子 矩阵 与 图 及 有 
向 图 的 某 类 子 区 间 的 关系 。 这 些 子 图 还 紧密 好 建立 了 一 个 图 的 关联 匹配 与 一 个 表 数 的 映射 之 
间 的 关系 [3,4,6,7,9]。 

还 证 明了 如 1) 式 所 示 的 现 号 行列 式 及 其 余子 式 的 最 后 展开 式 中 的 各 项 对 应 于 华硕 有 疝 
图 中 的 奇 广义 画 路 与 奇 广 义 有 疝 &- 树 的 同类 子 图 。 因 此 ,我 们 可 以 利用 [23 中 所 提出 的 方法 来 
有 效 地 计算 同 号 行列 式 及 其 余子 式 。 
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七 、 关 于 产生 一 个 图 的 树 的 
统一 理论 (D 


第 一 部 分 王 氏 代数 公式 

一 个 复杂 的 电网 络 可 异 助 数字 计算 志 、 科 用 拓扑 公式 来 进行 分 析 , 其 有 效 性 很 大 各 实 上 决 
定 所 在 相应 图 中 树 及 有 甸 树 生成 的 有 效 性 。 有 效 节 产 个 图 的 树 的 问题 在 各 种 文献 中 己 作 
过 相当 广泛 的 论述 。 本 文 指出 ， 对 于 文献 中 现 有 的 许多 方法 ， 昌 热 加 看 起 来 天 现形 式 有 了 所 不 
癌 ， 但 基 实 际 上 都 是 王 氏 代数 公式 的 变型 。 因 此 ， 所 有 公式 可 以 进行 统一 化 ， 统 一 型 论 使 人 
们 能 系统 地 总 结 这 些 结果 。 并 将 提供 一 种 指导 它们 的 箭 易 方法 。 

1.508 

EREEREER., DETAR Be RRS. PATS 多 
HAZE: ARERR E POET SE qq ASR, MRE AE FH 
SUS Aa, Exc A AIR SI HE doc ETER PTT, (IUE. RAR 
REX EM as, MS THEIR, HARPER ET MEE ES 
NPRM BRAT -ARAA Can, DhChen 19358, 18670), 

BRER (sco HMA (1992) 首先 应 用 了 拓扑 概念 来 分 析 电 网 络 。 之 请 ， 关 于 
这 些 公式 出 现 了 许多 论文 ;或 霸 是 进 - - 步 推广 它们 ,或 者 是 给 出 这 些 公 式 的 新 征明 。 事 实 上 。， 


号 行列 式 的 展 天 i 
SHEA THR, HUE SPACHESUSDEPE RM BA TIARAS TIA. Hl. — 
A8 d BR SS HPL LE TSP TS EA TERRE ED SET 55 Je EB BOE I A 
成 的 有 效 性 。 

产生 一 个 图 的 树 之 最 莉 昔 的 方法 是 研究 "个 节点 的 连通 画 的 一 1 条 边 的 所 有 末 能 的 组 合 。 
WRASSE URS, MBANE (ot, 个 集合 ， 然 而 这 对 于 高 速 数 字 计算 机 来 说 ， 这 一 
ECFA. (AR, 已 出 Haie(1961)，Mayeda 和 Van Valkenburg (1957), Zobrist 和 Lago 
(1984), Edelmann (1967), DI Rode 和 Chan (1968) AC TP3X iH E fua en y SAR 
法 。 

产生 一 个 图 的 椅 的 主要 外 难 在 于 必须 求 得 一 种 方法 ， 它 所 需 的 运算 次 数 随 着 该 本 的 节点 
数 RASFARE BREM, HERDER AA TERTA AERIENE 
求 得 的 树 来 核 核 每 一 个 新 树 ， 因 为 枚 举 法 是 一 种 极 费时 间 的 过 程 一 一 如 一 个 具有 20 个 节点 、 
40 条 这 的 图 之 树 的 数目 将 达 烈 百 万 个 。 例 如 MacWilliams(1958) 列举 了 一 个 11 个 节点 ,31 条 
边 前 图 ， 它 含有 12490 个 树 。 除 了 减 慢 产生 树 的 过 程 之 外 ， 在 借助 于 数字 计算 机 进行 分 析 网 
阁 时 ， 下 列 事实 也 限制 了 它 的 规模 ， 因 为 人 们 必须 在 计算 机 的 存 皮 器 中 架 留 所 有 树 的 集合 ， 

Tt. 


FABRH SAM ERE M NER, TTI M 

近年 来 已 经 出 现 了 许多 处 理 符 号 运算 问题 的 言 。 刨 如 ， 见 MeCarthy 等 人 (1961)， 
Yngve(1961), BrowniiS63), Di EFarber^t A (1964) HR. PRR BR AK ERR 
Tij — HUE RUSSES BAK He RUE SA So, 

本 文 的 主要 目的 是 指出 许多 在 文献 中 也 描述 的 以 供 利 月 的 方法 可 用 王 氏 代数 法 统一 起 
来 。 统 一 理论 使 人 们 能 系统 地 总 绪 现 翌 许 多 成 果 并 提供 一 种 推导 它们 的 简易 方法 。 

2.8 & 30 iR S EXE 

TEXGCPRTIS EGR SONG, WTA BOBSEROL OS, evo. RARE, 
$76 求 标记 ， 此 处 "与 分 别 起 示 G 的 节点 数 与 边 数 。 在 本 文中 ， 术 语 “ 图 ” 意 指 带 标 号 
Wis. 

ASCH, FEMASKT RS, WENERA TH. Ae ACH TTR. Gi 
每 一 个 节点 是 8 中 的 一 个 节点 ， 则 8 是 G 的 一 个 生成 子 图 。 车 G 的 一 个 回路 含有 有 k 条 边 ， 风 称 其 
为 是 一 个 长 寞 为 8 的 回路 。 

令 的 一 个 衬 : 是 这 样 的 一 个 生成 子 图 ， 即 它 是 一 个 不 含 回 路 的 连通 子 图 。 一 个 宰 的 各 条 边 
称 为 树 支 。 一 个 G 的 生成 子 图 ， 著 其 具有 k 个 连通 片 且 不 包含 回路 ， 则 称 其 为 一 个 k- 树 。 某 潍 
连通 片 可 能 只 容 一 个 弧 立 节点 。 经 常 在 所 用 网 #- 树 中 ， 要 求 某 些 被 标 况 的 节点 出 现在 不 RI 
的 连通 片 中 。 为 方便 起 见 ， 我 们 将 采用 分 叶 求 隔 开 需 出 现在 不 同 连 通 片 中 的 节点 组 。 讽 如 ， 
符号 Hi sda sta Eus iei ia tid, REFAH, Jete T= Ui tastes fulsit. 表示 了 一 个 
sA, ALAA MEA, WR TEL IET HER WR ENE 
连通 片 中 。 特 殊 地 ， 如 时 工 仅 含 有 一 个 节点 组 ， 克 我 们 定义 2D et, BACHA, MEH 
SCHR. WREKE, BA DRTC "个 零 图 。 这 种 符号 推广 到 一 般 情况 是 自 
然 的 例如, 如果 ! 具 有 F 个 节点 组 ， 则 红 是 G 的 一 个 k- 树 的 符号 。 符 号 TCD 表示 了 G 中 所 有 
MCD Hk BES o 

Gi IHR EG Pari AL, GHSTbR-BIEOD BGP MDNR, BABE RelA AR 
AGE. BR, MURIDUN— OX. MED =， 即 为 G 的 一 个 兰 树 。 类 似 地 ， 符 号 TO) X 
示 了 在 G 中 所 有 可 能 的 伐 如 (了 ) 的 补 %- 谢 的 集合 。 为 简便 起 见 ， 令 了 与 7 分 别 才 示 G 的 树 与 补 
树 的 集合 。 

对 于 一 个 有 vc 个 节点 、e 条 边 的 连通 图 G， 数 信 r =u~ 1 与 %=5~v+1 分 别称 为 GG 的 牧 与 零 
度 。 相 对 于 G 的 一 个 寄 约 基本 回路 集 《简写 为 三 加 路 》 基 由 补 树 ; 葛 每 一 条 过 与 唯一 的 树 支 
通路 所 形成 的 8 个 回路 。GC 的 一 个 星 集 是 G 多 最 小 子 图 ， 若 从 G 中 移 去 该 子 图 ,使 得 9 的 秩 减少 
1。 对 于 G 的 一 个 树 ; 的 基本 割 集 的 香 合 〈 或 简写 为 广 割 集 ?是 "个 制 集 的 集合 ， 对 于 : 揭 每 一 条 
DAMA, CE PRE PRS HH RA. XEHP GOES TE AMEND 切 WI. 
£-+ SPY EXE AMMAR, EE, + RRMA UPTO, 
"EL DAEGW Ji ATHRO ELH 

WBA ATES, "HEU. TA, “PRATER, AATE Un. "n7. eu 
及 “- BTN EAR, Wo Mo JEGRIRIAS TA, MA did e km el 
ATR, RE. Sup AZ EMARN TA. WRI SHAT, WA H, 
UH. RHR, BME", "O0. UR ERRAN. MRIG, Eds 是 G 的 一 个 子 
A, BRERCH, BLN —+ PH. POH = { PMR MBAS. 

为 方便 起 见 , 一 个 G 的 子 图 9 用 其 元 素 的 “乘积 RHRRER, BUC 的 一 个 树 t 用 er ci, 
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mt KER MORe 56 来 表示 。 对 于 一 个 有 限 集 侣 1 来 涪 ， 其 元 素 的 个 数 记 作 a(D ,如 
RH=(o}, BW, BHA = 193, BALCH PENA 
3. ERREKAR 
玉民 代数 首先 由 王 季 辣 (1934) 提 出 ， 他 的 意图 是 列 出 一 些 规则 ， 以 得 到 展开 网 络 行列 式 
前 一 条 捷径 。 因 为 网 络 (图 ) 芍 树 与 网 络 行 匣 式 未 站 消 项 之 间 的 内 在 联系 ， 这 种 代数 已 经 广 
泛 地 用 来 产生 一 个 图 的 树 。 在 文献 中 已 内 现 了 许多 斑 氏 代数 的 变型 。 介 是， 这些 作者 们 拟 笠 
未 党 察 到 各 种 方法 与 王 氏 代数 的 联系 。 
一 种 代数 ， 对 其 ”一 个 元 素来 说 ， 兵 有 下 列 性 质 ， 
4x20 与 rtm) 
Duffin(1959) WHRFHUOHOUE RRM, SUPOIELELTORTPRUERUE. FERT. R 
们 将 用 下列 方法 来 定义 王 质 代数 ， 令 C 是 -一 个 给 定 图 G 的 所 有 子 图 的 集合 ACHKATA 
的 集会 D， 对 此 ， 定 义 一 个 等 价 关系 * =”。 假 设 D 中 有 两 种 二 元 运算 ,第 一 种 二 元 运算 称 为 
“ 环 和 ”， 并 记 作 久 ， 第 二 种 二 元 运算 称 为 “ 昨 姜 "， 并 记 作 六， 定 所 定义 的 两 种 运算 满足 下 列 
MU. MED WH, SHER 
H.OH,- (gy oH OP, REH p, HERZ, 
HHS {91 Jess EE P, op ALP, WK 
gg = 6} 
Chen(1965) E.UEBI, 这些 运算 满足 交换 律 与 结合 律 。 此 外 ， 集 合 D 相 对 于 环 和 运算 形成 一 个 
阿 员 尔 群 ， 即 交换 尹 。 为 完整 性 起 中， 我 们 提 到 在 集合 D 中 的 零 元 素 是 空 集 吕 , ， 而 其 相等 的 
TRE). XUTPDIBEUMR HIDE, HxH RA, + HEH, ANTHRO AER 
EEH, MHODH = Hoo 
作为 一 个 例子 ,研究 示 于 图 (a) 的 图 G,， 其 子 图 的 集合 为 


o) 


2) 


o? 


(a) HREM (4H BIG GG" 
FAL 
Hy = 1816, C3025 see e}s (C4) 
Fy = {810 010504 016g} G) 
因此 
H,GH, = Lees 6S0 FIRES) T. ) 
[o 


H,&H, c {e 02656425 0 LESE SE obs Co PORE seule? 
注意 ， 在 CD AMT ARAMA RET. IDA GEO NIE RTS P EUR 
WH) ERARGH, MERRIER Roo SET DEELRC RARE PHI CU BA 


Wis, HI 


da Chen “EJE ip? — IHE Ec 


o7se 


= iw E(w on), (8) 
SUP, wOBHSPEGUX€, 7=1,2,--.0CH), 
SIBI. GRA, H, BH RAGHO TEREA, WA WOH) = WOH"), EAR H = 
Hi *(H,@H,) URW" = (Hi H)G (GL H) webb, WOH, OH,) -W(OLOGW(OGL) 
iLe, H, o H EGH +1) 个 子 图 集合 ， 则 
W(H,& H) -W(H,x H,) OW (A, xH,) O @OW(H, x Hi), (9) 
此 处 开 = H, OH, O-H, 
如 果 对 于 一 个 不 全 为 零 的 c: = 1 或 0 的 常数 集合 ，z = 1,258, RI: 
ciH, Oc, HO Gc, H, = H,, ao 
式 中 ，HH. 是 图 G 的 子 图 集合 ， 且 18.= HH。 0H.=H,,, KASS HH, HL ECHO 
关 。 但 是 如 果 《10) 式 仅 当 所 有 c. 为 零 时 才 满 足 ， 则 这 些 集合 称 为 线性 独立 。 于 是 我 们 有 : 
定理 1, 令 ,日 ,,…,H, 蚌 图 G 的 4 个 子 图 集合 ， 还 令 H; =c HI HO Dent, ix 
1,2,-.,R, RB, eu = 1350, 0510 2, n. RA 
WAL XH ke RHO =H, BA, H;, ,Hi 为 线性 相关 时 ， 
BWIOBGEH. xk Ho, ken, BHH, He 
是 线性 无 关 时 ， 
= OW (Ay, H,, 
AP, y= 1, 121,2, KROES 


Hyd, kan, 
En, MAER MA AT AEN E bs filare 


RR. 
证 明 ， 这 条 定理 可 从 推论 1 与 下 列 事实 而 点 接 得 至 ， 即 有 WH HxH) =H, UR 
W(H,) = H, 


BR, WÉRn, WAH, HI, HORA MERHDGBI, MWH, e Hox x HOS Hoo 
4. 一 个 图 的 人 情 导 数 
”一 个 图 G 相 对 于 G 的 一 个 闻 痢 的 仿 导 数 是 由 Watanable (1960) 首先 提出 的 ， 后 来 又 由 
HakimifüGreen(1964) X 发 展 了 该 
令 9 是 G 的 一 个 子 图 ， 是 G 的 一 条 边 。 那 么 ，9 相 对 于 e 的 侦 导 数 定 义 为 : 


28 - ag/ae=9@e, dece, 
=, EeT dg. (11) 
如 果 H 是 G 的 子 图 的 集合 ， 我 们 定义 : 
/90= tao/ae gcHWRecas) a2) 
WR, ge eue sede GE TEE. REL: 
9H -onjag-aH[oe BN/ b.e aH a» 


BnBo'H/QOg:ogo, RAVE /dg.),dg.0 oH/(g0g,--0gO 的 意义 是 显然 的 ， 这 时 
91,92，…,9 都 是 G 的 子 图 。 容 易 证 明 求 偏 导数 的 次 序 是 无 关 紧 要 的 。 在 无 括号 的 情况 下 我 们 
BRR TUBA. RPM, WLR, BAER SER. 
作为 一 个 例子 ， 研 究 (4) PREAH... HURg-6,0.e,, W 
OH, /dg = 9H, / de, @dH./deyHdH./de, 
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= {es,0s84,60 P(e er Ole ea} 
= {0,630 4 02124, 83h 
下 面 ， 我 们 定义 任意 两 个 集合 二 ,与 有 ,的 笛 卡 儿 乘积 ， 它 记 作 符号 H, x Hu 
H,xH,-(gUgn GSH 5g; H.j, ao 
URH,xH,-H,xH,-H,, MSH SAORI POTS HFA 
能 的 并 。 
为 完整 性 起 见 ， 我 们 叙述 Hakimi 与 Green 的 两 个 等 式 (1964)， 可 看 出 它们 是 正确 的 ， 


(H, OH,)/d9= dH /Ag@aH./ag (15) 
在 及 ,中 的 子 图 都 不 包含 及 ,的 子 图 的 一 条 边 时 ， 

O(H, x H,)/ag= H, x OH, /0g UH, x oH,/99 (16) 
HL, SH 中 没有 包含 9 的 一 条 边 的 守 图 时 ， 我 们 有 ， 

a(H, x H,)/99= H, x 9H, /0g, an 


因为 9H,/9g= H。 将 这 个 等 式 稍 作 推广 如 下 ， 它 是 由 Chen 和 Mark(1969) AHR: W H, H 
的 子 图 不 包含 及 中 的 一 子 图 的 一 条 边 ， 并 且 在 塘 , 中 的 子 图 不 包含 G 的 子 图 91 ,9,，…,9s 中 的 
任 一 子 图 的 一 条 边 时 


OCH, x H,)/0g,09. 0g. = Hy x (05H, /09109, 092. (18) 
重复 运用 偏 导 数 的 定义 ， 可 以 证 明 : 
3'H/a(9, 9, D Dga) = 9H/0g. Fo0H/0g9: De DOH/dgs, 9) 
èH 
34H/ag:9g:…agk= 所 有 Sait pee PARIA (20) 


Babe! ;是 g% 的 一 条 边 ，j = 1，2，… f. 

一 个 图 G 的 各 子 图 的 线性 相关 与 线性 独立 的 定义 完全 与 早先 给 出 的 子 图 的 集合 之 有 关 定 
MAM. ULAR AE. ALEPH RRA IAF GRRE, Hy OK 
代替 。 

一 个 重要 的 等 式 作为 定理 ?来 叙述 ， 它 们 用 来 推广 在 下 一 节 中 所 述 的 一 些 结果 。 

定理 2, 令 91,9,… ,是 图 G 的 个 子 图 ， 还 令 91 = 65,91 Diga De Dn P= 12,0, Fy 
此 处 ci = 1 或 5，%=1,2,…,n。 那 么 对 JG 的 子 图 集合 及， 

àH/àgiàgi--ógi = Ho, 01,9: ,9 为 线性 相关 时 
= HH/991994…09s， 著 =n， 且 91,9;，…,98 为 线性 无 美 时 ; 
= Q0H/3g;89g;,--09u, BRE, 
sth, 421 21,2, ASSAM MSM, 1mzmn, WAENI A ETH I 
二 选取 。 
证 明 ， 重 复 运用 (15) 式 与 (19) 式 ， 我 们 有 ; 


oH 
k " A 5-2 u 所 有 ^ A 
9'H/agiagi 08k = eG. donn om 集合 的 


AP, 0,71, 1Et,n, 8 = 1,2，)R。 现 在 容易 看 出 ， 著 tct, ure, UAE iSu, usk 
时 ， 相 应 的 集合 是 空 集 。 由 此 再 利用 92 了 /3939= 五 *， 从 而 得 出 本 定理 。 
BR, Hi>n, FHgi,g,- Gi DRERH I. TERMA 
9H/3g1091*-091 = Ho, k>n (21) 
5. 王 氏 代数 与 偏 导数 之 间 的 关系 
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现在 我 们 来 叙述 一 条 作为 定理 3 MEG RH AUR, CHOTA WR OHUXEP— +p 
TS SUCH LE RCE TER, XXI sy Chen (3968) 所 给 出 的 。 
定理 3, 令 91 ,8 ，…,9: 是 图 CG 的 x 个 于 图 。 还 令 4:= (es 6 是 于 鸡 一 条 边 }， Pel.Qee,yk 与 
heh, thx kh, BAT -AGBCPDIUARARH, RIU 
PH/O9 Ag dG. = BHig@a.}, (22) 
BY, S0H,9,C.9,9. C W (h), IPAS TT fibi Co +I RAe 
HA: MOR, Ril, 
d H/0mg,--àg, s OH de,18e:2-- Jel ABO MAL, A 
eo MK, $= 1,2,--5%5 
= 《9 下 9 的 万 有 集 食 的 环 和 
APJH, LEN gceeees 《具有 的 边 全 部 相 异 )3 
HARAS th, eje; 
= {JE 9) WCG RA REA, 


定理 证 毕 。 
推论 2。 
如 果 4 是 6 的 一 个 子 图 ， 则 
2 9)/09:09,--09.— (IDG, 9, Cc Eja. c W (83) Q3) 
作为 一 个 示例 ， 研 究 示 于 图 (a) 的 图 G。 令 
GH €;8;€5€,6,€0,,0, = Eba, ga =E, 则 
9'(g)/09.09. = 9° (eieceie. e 6. 1/06, 06 .e030 
SOLECE Ea, CC ye elar 616se4esety CEEE} IE 


{Cree slay ELE E Co, PLUS ES, ELESE Ea, 


€i€s065€5» 0,6 SEE, Ceres} . (24) 
我 们 还 有 
了 = {ee es}, Rose. Ez, Ca, Eeh, HE 
hah, kh, ={ees, Cay €323, €.€4, Bse4，eseny 84e) (25) 


于 是 W(h) = 有 hh。 容易 验证 (24) 式 中 的 每 MEOD NUM. PDE THe eka) 
之 正确 性 。 

景 后， 应 该 提 到 王 氏 代数 与 偏 导 数 公式 之 间 玖 关系 最 近 还 由 Berger 和 Nathan (1968) 给 
出 了 证 明 。 他 们 的 公式 是 十 分 不 同 的 ， 但 是 基本 续 果 相 同 。 

6.86. PA SRS oe 

在 本 节 中 ， 我 们 将 用 王 氏 代数 来 列 邱 出 一 个 图 的 树 、 补 诗 与 独立 回路 之 间 的 关系 。 正 妇 
前 所 提 到 ， 这 种 代数 首先 让 王 季 同 提出 ， 他 的 登 图 是 希望 得 到 一 条 展开 网 络 行列 式 的 捷径 。 
因为 网 络 行列 式 与 相应 图 的 色 与 补 树 之 间 的 为 于 关 系 ， 所 以 这 种 代数 可 用 来 产生 一 个 名 的 树 
与 补 树 。 但 是 这 一 规则 仅 能 应 用 下 平面 图 中 。 十 氏 (Ting S. L. ) 在 1935 年 推广 了 王 氏 的 规 
则 ， 使 其 可 以 应 用 到 任意 图 形 上 。 为 了 富有 史实 药 趣 味 性 ， 我 们 首先 叙述 他 们 的 原始 规则 ， 
然后 用 我 们 刚才 定义 过 的 术语 来 列 出 公式 。 籽 们 的 夏 摊 观 则 为 ， 

把 所 有 于 成 一 个 独立 网 孔 的 各 边 加 硅 一 起 形成 一 个 冬 积 的 因子 ， 把 所 有 独立 爽 筷 的 因子 
放 在 一 起 并 将 其 乘 出 来 。 因 此 ， 从 得 到 的 乘积 中 选择 ，(D 所 有 由 不 同 的 电阻 ( 边 ) 形 成 的 、 
HERR- XHM: (D 由 不 应 的 电 臣 形成 的 且 出 现 奇 数 次 的 项 组 成 若 于 组 ， 再 从 各 组 中 迭出 
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—ANRAR, ERAN AAS COBAIN). 
定理 4,( 王 和 丁 ) 对 于 一 个 零度 为 % 的 连天 图 G， 如 果 C,，C,…,C, 是 G 的 4 个 独立 回路 。 
SEA CHINE TES TAM B. 
T-WQG šh, t-e kin), R= {6; eXECI]— ARX Poi, 2 o, n, 
TEAR: RNS EAE MC HAE A TEW (hoe ho, HR ， 即 存在 着 G 的 一 
个 不 包含 在 风 h eo KEIR. SC, Cn, c. CECH FE (GEEH W 
im 个 广 阿 路 集 。 习 为 G 阅 每 一 个 回路 可 以 表示 为 nm 个 大 回路 集 前 线性 组 合 《 环 和 )， 由 此 得 到 
h;- ci 四 cs 图 … 遇 copm， 此 处 cj = 1G, DORT fg. Ch; = Hy shy = fey 是 Ci 中 
HRA), j=l, 2,0. s. TERRE, RITH WR, hyo kt) SW (Gu, auo 
se Mad, BEAESIUEW ii k eoe uo rr CREW (Qi oe eoe hop, BEBE — TP 
REGERE- ARMEA EW (hoe ck hop, BGT FEES CRT PL Rd fe — HG 
Merger. AA PW keh ggg ew. AC Tweed, 即 它们 有 公共 边 。 
FRR GS EAE ke ke p MR- BTR, BE Wh ok hp ERE 
一 个 元 素 w 不 是 一 个 补 树 。 那 么 加 ， 即 G 中 心 的 补 ， 必 定 是 至 少 包 含 了 一 个 回路 《 警 如 说 为 C》 
HFA. 因此 CNnw=$， 又 出 现 了 一 个 也 震 ， 则 定理 证 毕 。 
ASM, WRC ZR RRA ATARE A, REENE GET Bhar, 
BREMMEE OREM, TÆR Y Maxwell tj Cline(1966) MAR. 
Wigs. (Maxwelli Cline)。 如 果 C1，C:，-…，C, 是 G 的 n 个 独立 回路 或 为 这 不 相 较 的 名 
路 之 并 ， 则 
T= Wh, xh, RR 
最 近 ，Chen 与 Mark(1969) KY —THE WES, ER THM HRA STE 
相对 于 该 图 的 "个 独立 回路 集合 的 坑 导 数 建 立 了 联系 。 
推论 4,(Chen 和 Mars))。 如 果 C，C:，…，C 是 G 的 " 个 独立 回路 或 为 边 不 相 接 的 回路 
ZF MGHR RATH TAA M 
"(G 
To en 
证 明 : 从 推论 2 与 定理 4， 我 们 有 ， 
ONG} /aC aC, dC, = {GE THEW (hy eh, $ eo hr) 
sits (EGH—TRT 
=T (27) 


推论 证 毕 。 

定理 4。 也 已 由 Bellertt1902) 四“ 结构 数 * 的 形式 列 出 。 除 了 结构 数 是 用 秆 阵 阵 列表 东 之 
和 姑 ， 结 构 数 代数 基本 上 与 正 氏 代数 和 了 丁 氏 代数 相同 。 对 于 这 些 和 矩形 阵列 所 定义 的 运算 基本 上 
与 王 氏 代数 中 所 定义 的 运算 相 蝇 ， 例 如 见 Cher(1967b) 、Mullineux 和 ReedC1967) 的 论文 。 

为 了 减少 利用 数字 计算 机 分 析 复 杂 网 络 《〈 图 ) 的 计算 时 间 ，MacWilliams(1958) 建议 把 
一 沾 给 定 的 图 分 成 凡 个 合适 的 连通 小 岂 ， 然 后 利用 对 每 一 部 分 进行 适当 的 拓 梓 量 的 组 合 ， 从 
而 得 到 所 要 求 的 解 营 。Hakimi 和 Geeent1964)》， 以 及 Mayeda(1959) 已 讨论 了 革 些 可 能 的 解 。 
下 面 我 们 将 证 明 Hakimi 和 Greer 的 结论 可 愉 推 论 4 得 到 。>ayeda 药方 法 将 在 后 面 的 部 分 中 进 
RHE. 

推论 5。(EHakimi 和 Green)。 令 G 是 一 个 连通 图 @7 WH AL, d. on, HS te i 图 

a 77 * 


CARRIL Hy es RAMANA, 1mk-imminGt, r), HBbr Sr" 分 别 是 图 
G' OIE SPE PP tcc usas PREG ILLI MRES it, 
WU. MET, T GT AIEG, GHG BARA, Gd 
T- QUITO x TU 
SOT LU PT OPT, U PA 0L C Phan) 
证 明 : 令 C. SPI, UPS, 不 难看 出 回路 C(z= 1, 2, o. ko 1) 是 线性 独立 的 。 

SOU FHA, Boe, WOM Sd, 2, o, RAG 与 6* 中 的 独立 回 中 的 集合 ， 使 得 
Cj, Ci, es Cis Ci Ch, n, Chey Ci, Co € Gp! en" &k- D^ TR Y 
回路 ， 此 处 n“ Sin 2 SUSG" SO WER, ACHE ET QV n^ eh 1)， 由 推论 + 得 到 ， 


(28) 


Te oHG) mu 
BOLIC OC dC 100g OC 90786196. 
ae" [ origi x qr -] 
OC, AC, dC, CCC ac aes acy. 
oe 7 {G} 
dO OC OC 9 IE ICD, [16 1 x "Ser36t.--aci. ] 
= att [ ar(G' yx T" ] 
0€,9€,--0€,., L CC oC 
= o^! " wie} 
se mac *736j901736i. j 
MTM , 
36,00, IC em 


推论 证 毕 。 

把 推论 5 推广 到 两 个 图 G 与 "之 一 是 非 连 通 图 的 情况 已 由 Mark 和 Chen(1967) 研究 过 。 
BURP in t=, BUMP e UP rn ARF AY MERRNI A A EEA 
RAD PLCHMRATE. HWRE CRG) Rant Bh, WAER C8 3 DH 
TD GRT' COO RAT! CRT, SET CD ET" G) 4 AEG! SG" hay fen ox HE 
广 的 不 同形 式 已 由 Jong 等 人 给 出 (1966)。 我 们 用 下 列 例子 来 说 明 上 述 结果 。 

BL PEA (ec) PRR WAC, A bmi eM RACH RAT. 

AO, Hee EEC, =E. Es, 依据 定理 4,G 的 补 树 集合 个 可 得 到 如 下 ， 

r= {es Ez, Cs, Cah sh 
hy Rhy = (6:0, 04,81€, A 
Bu, T=Weh, th, =h, žk., UR 


Ts {eesesee, ezesesen Snel alan Ce4C5C8 EC1836520 VIELE 00s 


Eey Cae Cory 


iesEhety， CIE EL En, Cia lst es VIP ESQ, ELECE} 
我 们 还 可 利用 推论 4 来 产生 G 的 树 集合 T， 
T- Di{eiexeseteeesj/be .ezeaetgeseue 
FILE 0.0.00, 6122030 040,627 A 
MURAL 
BOs 52g E Cae sly ELC see C2022 sls, C20 seule} 


各 图 ( 纪 所 示 图 G 通 过 节点 ?与 4 分 成 两 个 子 图 G' 9G", Pi, eee Pie, 利用 
78 。 


frog shes 


推论 5， 我 们 有 。 
T= festis) x {eser,es 


= O12 ,8,0, eue, 


G45} OLE. ese es) 


16 2084) EE, 1/02 EE: Ea 


= {eeese 58,056 


€1€5924€, ,€,0,€5€5 ,C,0,0 464 ,€ E, € ga, 


223€, 15a} 
7.k-Bl. ^ renee 
信 G(D 是 从 图 G， 利 用 乍 接 G 中 的 节点 站， 记 ，…， 了 ， 然 后 咎 去 所 有 的 自 环 4 而 形成 的 
图 ， 此 处 7= (a, d e, 5). BCD PAR EG Ae BID ERE. RUE 
FHBRLEB 
Hits MECC., 9. FC, AGO fe, OR 3X 3809 JL ECRTR A L9 zn 
Jb. HEA CO ME, RACHA RID BER TODO HS FRA. TU) SWR x 
Bethe Dy BEnébhsie, EGEZ, i1, 2. 00. Tehe {gho 
推论 7。 
DNE 1200 
推论 8 《Hiakimi 和 Green) , P, .... 1, 2, 5 k- D 是 连接 节点 i, I Lus 的 - -条 通 
BR. CHAE CORR AT OD H ex 
T) = 0% T/9P. ; OP, Pu GD 
证 明 ， 我 们 可 以 假设 中 的 所 有 元 素 是 祖 异 的 。 若 不 是 ， 则 推论 很 简单 地 得 到 满足 .我们 
对 8 用 数学 归纳 法 来 证 明 此 推论 。 令 R= 2 与 G: 是 从 G, 利用 在 节点 i ST ZEER RA 
而 得 到 的 图 。 根 据 推论 ;，G, 的 树 集合 7, 由 下 式 给 出 ， 
= (Tx {ep MO, Ue) = OTx{e) /oPi, Be) 
=a(T x {e})/3P,, DAT x (eh) /ae 
={e} x dT/aP Txi} 
= {e} x oT/aP (32) 
E AGH R2- 6 (DG, 中 的 “ 些 树 祖 一 一 对 应 ， 后 者 之 中 的 每 个 权 都 包含 了 一条 边 e， 由 此 
fRSIT, = (e) x TUO Ej 


1 


. T,=T T= (ey x 0T/aP,,, PT. (33) 
HME THES, SMES T Xie. TE 
To= (e3 x Th = fe] x oT/9P sie (34) 


T) = aT/aP,,,,, (35) 
I2 Hir (e) x 9T73P ;,, STEP FAS 
下 面 。 假 设 推论 对 于 -1 是 正确 移 。 我 们 将 证 明 它 对 于 也 是 正确 的 。 亦 即 我 们 将 证 明 
TU) = aT tj/9Piciv。 如 时 Pi 有 一 条 边 ， 可 以 下 出 等 式 是 正确 的 。 现 在 ， 我 们 假设 
P, i 具有 mr- I 条 按时 等 式 正确 ， 慰 么 我 们 将 证 明 忆 .具有 mm 条 边 时 仍 将 正确 。 令 Pii 
esi UP, ee ERG gi RR CAR, HAP EP LARA ee RD. 
因此 ， 
Ang {ib /9P. a = TU - {is} /en DITU- 0.) Pire 
=Tii degre de PPT IB gig rn lacum) 
zT, (36) 


$795 


推论 证 毕 。 

8.2. PR SMR 

基于 一 个 图 的 关联 割 集 ， 与 王 和 了 丁 相对 应 的 方法 是 由 革 (Tsai, C. T, 1939) Bri in. 
最 初 给 出 的 规则 为 ， 

从 给 定 的 网 络 〈 图 ) 去 罩 任 意 一 个 〈 称 为 参考 点 ) 的 节点 ， 最 好 是 去 掉 尽 可 能 多 的 网 孔 
公共 节点 。 重 通 网 络 图 使 参考 点 处 汇合 的 所 有 网 络 支 路 开路 ， 为 方便 起 见 ， 该 网 络 称 为 “ 简 
化 网 络 ?。 利 用 一 个 符号 或 一 个 数码 来 表示 网 络 的 每 一 条 支 路 的 导 纳 。 然 后 在 表 《〈 称 为 表 J) 中 
号 下 在 不 同 连接 点 的 简化 网 络 的 所 有 支 路 的 导 纳 ， 使 得 表 中 每 一 行 对 应 于 每 一 个 连接 点 ， 每 
一 列 对 应 于 每 一 条 支 路 .从 该 表 中 利用 每 一 行 与 每 一 列 中 取 一 个 导 纳 以 形成 所 有 可 能 的 乘积 . 
把 每 个 乘积 带 正 号 地 相 加 。 从 这 一 和 式 中 ， 删 去 所 有 坟 下 的 乘积 项 ， 即 删 去 可 能 形 蕊 简 化 网 
络 的 某 网 孔 以 支 路 导 纳 乘积 而 纽 成 的 因 于 。 然 后 笠 下 的 和 是 以 最 简 形 式 所 表示 的 P(4)( 节 点 
导 纳 失 阵 的 行列 式 ， 即 所 有 可 能 的 树 乘积 ) 的 完全 展开 式 …。 因 为 每 一 个 网 孔 把 该 网 孔 的 不 
闻 支 四 引 向 该 网 孔 的 不 同 连接 点 有 两 种 方式 ，…… 从 表 J 中 所 得 到 的 不 希望 项 总 是 2 的 等 次 。 

采 下 我 们 前 面 所 定义 的 术语 与 定义 时 ， 蔡 氏 规 则 可 大 大 简化 ， 并 给 出 如 下 ， 

定理 5 〈 蔡 )。 对 于 一 个 秩 为 "的 连通 图 G， 如 果 Os, Qu, c, Qi AGH TRIM, 则 
G 的 树 集 合 T 由 下 式 给 出 ， 

TzW(,*h,*-- hy), 

此 处 h. = (e. “是 Qi- 的 一 条 边 1，z= 1，2，…，r。 

本 定理 的 证 明 与 定理 4 的 证 明 完 全 相似 ， 这 里 从 略 。 

因为 G 的 任何 一 个 割 集 或 几 个 边 不 相 搂 的 割 集 之 并 可 以 表示 成 G HARMER AR EE HA 
《 环 和 )， 所 以 定理 1 的 直接 结果 如 下 ; 

推论 9 (Maxwell 和 ClJine) 如 果 Q,，@:，…， C- 卫 /个 独立 割 集 或 儿 个 边 不 相 接 的 制 集 之 
J, MT=W(h, Kh, RAO, RPh = (es e 是 @. 的 一 条 边 }，z= 1，2，…， Fo 

推论 10 (Chen 和 Mark)。 如 果 Q,，C:，…，@, 是 r PARI MRA LA BER RU UAE 
之 并 ， 则 G 的 补 树 集合 7 由 下 式 给 出: 

aie 
Pm 59 5050 en 

这 一 推论 可 从 定理 3 而 直接 得 至 ， 并 且 完 全 订 用 类 似 于 推论 4 的 方法 加 以 证 明 。 

定理 5 还 由 Bellert(1962，1963〉 JA “结构 数 ” 的 形式 ， 由 Piekarski(1965) 用 矢量 的 形 
3, pyMaxwell@iCline(1966) 用 “关联 多 项 式 ” 的 形式 ，Mukherjee 和 Sarkar(1966) 用 “要 
盖 表 ” 的 形式 以 及 其 它 的 形式 (W6zniacki 1961) 列 写 出 公式 。 但 是 他 们 本 质 上 与 蔡 给 出 的 
结果 相同 。 

现在 我 们 来 叙述 一 条 与 Hakimi 和 Green(1964) 的 结论 一 一 即 推论 5 相对 假 的 结论 。 

推论 11 (Chen 和 Mark) 。 令 G 通 过 一 组 节点 二 ,ia L2 ROUTE AT BIG 与 G” ,使 得 G 可 
HORA, H. ccs LPM SO WWE, i, on, TA 而 形成 ， 此 处 1 入 kh~ 1s 
min(r/, r^), ri £r" -38J&G! HO ek. WET, T7 (7) T^ SBR G GE dn 
E011) 与 1(7) 的 补 树 集 合 与 补 &- 树 的 集合 ， 此 处 17= Gi, du os, H) SI eG, HS os 
i m 
gi T y x T' am) (38) 


Po 30,30, 20... 


. g0 * 


RPO LESH LAME, m1, 2, +, koi, 

证 明 ， 为 方便 起 见 ， 令 SG 的 节点 用 下 列 方法 来 标记 ， 包含 在 G/ 申 的 一 些 节 点 不 是 标 为 
Vis is y hy TER, ho. s inas MS EO" 中 的 那些 节点 不 是 标 为 1， 
Tag try Tey MBR A insmeer, ossi, s feas Hebr! + hij" 二 R 分 别 为 G7 与 Ge 中 
的 节点 数 。 因 ts Qu Qi, wohl, R2, kem' Qu-QDu-hemD +l, kt 
mU $B, o, hem! em, QS OLQOT, wed, By ory hy IEAEOT S01, 2 EG G" 

BT ARE SE SBR, HARRO £p 
Pa array 
0G, 00,5801, 0: 00:700; 6 
arith GT x (67) 
OG ODO OP IO a OO gra 


= [emma 3 —] 


noQ: sse 


Go aic 
Ue os E van TN ] 


73930,7390... «39 
RPT AT SMEG HC PMR MBA. GIECITASUEAG! SG", ABET A. 
oo, 0, SERTA HS eo t SREP A BEER, 这 一 推论 可 直接 
ACRRBESCPBAMN. ÆG BO PRIRA SIEG! 与 G" BB RE, ARORA T Bran 
的 结果 ， 推 论证 华 。 
ER. CHC, AC 与 G" 死 需 是 连 各 的 。 但 是 ， 我 们 假设 G 是 连通 的 。 这 的 划 是 一 
个 所 非常 希望 具有 的 特点 ， 因 为 我 们 能 把 G 分 解 为 8/ 与 G", 而 其 中 每 一 个 包含 了 许多 个 连通 
片 。 
我 们 将 用 下 列 例 子 来 说 明 土 面 的 结果 
钢 2. 研 究 示 于 图 (4) 中 的 图 G。 我 们 将 利用 上 窗 提 出 的 方法 来 例 举 G 的 树 集合 7 与 补 树 集 
af, 
REER, RACHARAT OF: 
f= 61,02} Ma = {e260 Cat sits = 01,00} hs = {elyesj3 
hi #h, My ¥ hy = (61012 40g C1 Cos" Fale leah eg DL 
8,6 lay € 8,65€ CAA al elas Creal SEL] 
Bb, TaW(h, xh, th, xh) Hh, $h, KA, Rs 
RATT WADE LORE CHINA, FQ, = eles， OL 6,6, @s=eseses 以 及 
Q,-e,€.. 那么 
FH *{6 022 6 gl phat (GC 6,00€ el gl ced es 
=0?{elesesesesielerese4E8]1D21esgezcaDca2s2a 
— 9! (e e, 0,0, 016,0 404 21040,7506 926 4044€ 10, 050) ELELEE 
= (e 0.0.0 16165, € 566 ELLE S € ELE 4810204, € 032, )/ Og 18a 
EIC Ea Ces C0 ClO 040s Cu) 
图 G 可 以 如 图 (6) 中 所 示 ， 在 节点 2 与 4 将 其 分 为 两 个 子 图 G' 与 G"。 利 用 推论 11， 我 们 
LI 
dle 


Pad) = fe, 16, eS ARP" (2,4) = {esesseses}s 
Tae, 61,64) X (e36,,0,0,))/00,0,0, 
7 Ole es0,, 01040, ,6, 6504, 0,0564 656 rly Egg) 00.05, 
—(6,6,,0,€,,€,€,,€,€,,€,€,,€,€5, € ,€o €5€4,€1€65,€,€4, EE} 

从 我 们 刚才 计算 过 的 两 个 例子 不 难看 出 ， 根 据 经 验 车 该 图 的 零度 较 小 ， 则 用 独立 加 中 来 
ERR GMD MO ARNT AR, BAMA, WR. HS, 
若 图 的 秩 与 零度 二 者 均 较 大 ， 则 我 们 首先 将 其 分 解 为 子 图 G 与 G"， 然 后 用 推论 5 或 推论 11 求 
得 所 希望 的 树 GM) 的 集合 。 如 果子 图 G' 与 G" 仍 然 具 有 大 的 秩 与 零度 ， 首 先 ,人 们 可 以 利 
用 类 似 的 方法 来 确定 于 图 G SG" WNBA. EEC HORM GPRD 的 数目 要 和 远 小 下 
原 有 图 中 的 树 GD 的 数目 。 

9.k-Wi, 4 k-Bi5 pnr S 

现在 叙述 与 8 7 相对 偶 的 结 末 。 由 于 割 集 的 特点 ,这 些 结果 中 的 某 些 公式 可 写成 更 加 方便 
的 形式 。 

推论 12 (ChenfüMark), $WROQ,, Qe, c, 59. GD Wr PAR LAA 
相 接 的 割 集 之 并 ， 此 处 G(D TRHA, VECO MER, BACHE (OD 的 集合 
TO) 由 下 式 给 出 ，T(D = Wa, hok oh), A= {ee 是 Q: 中 的 一 条 边 }, 1-12, 


CONES {iis duy ory tebe 
不 失 一 般 性 ， 我 们 假设 给 定 的 图 G 蚌 连通 约 。 
推论 13 (Chen 1966)。 如 果 Qi, 是 G 的 节点 i 的 r +1 个 关联 害 集 ，z=1，2，…， r++1, 则 
GRRE OD) SERT CD H FRA H: 
TU) 2WGa, ag Ko heu, (40) 
Reh, = (es eL RA) =l, 2, ry r+1。 
ES), K Eie REESE EE FIER 49. 8] —- Q7 Qi, sktl, R42, 5, 
rl. EAO ECC) HER ABE RIK, 
推论 14 (Chen 和 Mark)， 
T) = d's {G}/d0 30-32, 


= {g} X9':(G(00)/90,001- 00, aD 
式 中 ，Q; 与 推论 12 中 的 定义 相同 ，i= 1, 2. c5 n. GJEIECRU A tay ns TAMERS 
包含 了 所 得 图 的 自 环 的 子 图 。 
推论 15 Chen 和 Mark》 JURO; i uu E ERMA day ns dei, 分 离开 的 制 
集 ， 那 么 
TI (ish) = OP CD /OQ ius (42) 
推论 16 ”如 果 Qi. 是 节点 i 的 关联 割 集 ，z= 1，2，…，& 1， 则 G 的 补 树 集合 7 与 G 的 补 
有 树 集合 7( 站 的 关系 为 ， 
T = d 1P A) /3Q: dQ, Qi 10 (43) 


证 明 ， 令 8,. 是 节点 ?的 关联 割 集 ，z= 1，2，…，r+ 1。 式 中 ，r 是 G 的 秩 。 利 用 推论 10， 


我 们 有 ， . 
T -9'(G)/20,20:,--0Q,,.,901,,00:.,780;,,, 


825 


oe ye rods} 
wasn be" 29, 000, xta) ] 
3c) arii xim] 
30.30, 60... L 30/00%,,--807,,, IR 
LOST xig) 
80.30.90... 
=o F/Q AQ: dQ is (44) 


Rh, GO) So tiki Pag S33, T ERTED RA: 01, AGO PERA 处 
HARAK, wks, R42, e, r31. GODXBUAS IL 438 — GAEMCTORE SESS BB 
一 {G}= (GU) x (4) ERO - Qi, rk, 8+2，…，r+l, 局 时 将 推论 10 用 于 第 三 行 
就 得 到 了 我 们 所 希望 的 结果 。 定 理 证 毕 。 


Ho dk 


fü 


充 本 文中 ， 我 们 已 经 指出 ， 文 献 中 关 寸 一 个 图 的 树 的 生成 问题 的 许多 现 有 结果 ， 在 表面 
上 看 来 亿 乎 有 所 不 同 ， 但 是 实际 上 都 是 王 氏 代数 的 变型 。 因 此 ， 它 能 帮 惑 人 们 提供 一 种 统一 
理论 ， 并 对 绝 大 多 数 结论 进行 了 系统 化 的 总 结 。 ` 

王 关 代数 的 主要 优点 在 于 ， 从 一 个 给 定 图 一 旦 导出 了 各 集合 的 ~- 个 所 希望 的 集合 《 它 可 
很 容易 地 用 观察 法 来 得 到 ) ,所 有 有 其余 的 运算 全 是 代数 运算 。 人 们 无 需 从 一 个 集合 而 返回 到 原 
始 图 ， 以 察看 一 个 生成 项 是 咨 形成 树 〈 补 树 ;}。 但 是 这 种 方法 对 所 大 型 画 不 并 是 非常 有 效 的 ， 
因为 在 计算 过 程 中 产生 了 重复 项 。 这 除了 减 慢 生 成 树 的 过 程 之 外 ， 它 还 限制 了 所 进行 分 析 电 
路 的 规模 ， 因 为 人 们 必须 在 计算 机 的 存储 器 中 保留 硅 的 集合 ， 同 时 必须 将 每 一 个 新 树 与 之 相 
核对 是 次 是 重复 项 。 王 攻 代 数 污 应 用 到 有 向 树 及 有 向 & 树 中 已 由 Chent1966) 作 了 研究 。 最 近 
它 的 一 种 特殊 情况 由 Shinoda(1968) 给 出 。 
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八 、 关 于 产生 一 个 图 的 树 的 
统一 理论 (ID 


第 二 部 分 ”矩阵 公式 法 
摘 要 

在 文献 中 已 经 相当 广泛 地 论述 了 有 效 地 生成 一 个 图 的 树 的 问题 。 在 本 系列 论文 的 这 一 部 
分 ， 将 指出 现 有 的 许多 方法 可 月 矩 降 方法 来 列 号 。 因 此 ， 它 们 是 统一 的 。 这 种 统一 理论 使 人 
们 能 系统 地 总 结 许多 现 有 结果 并 及 提供 一 种 推导 它们 的 简易 方法 。 这 里 的 第 二 部 分 可 与 第 一 
部 分 相 独 立地 阅读 《 见 Chen，1969)。 

1. 引 官 

在 第 一 部 分 《Chen，1969)， 我 们 已 经 指出 在 文献 中 关于 产生 一 个 图 的 尘 的 问题 ， 现 有 
的 许多 方法 省 起 来 它们 的 表现 形式 有 所 不 同 ， 但 是 实际 上 都 是 王 开 代 数 公 式 的 变型 。 在 此 第 
二 部 分 中 ， 我 们 将 指出 其 它 关 于 树 的 生成 方法 可 用 矩阵 代数 来 列 出 公式 。 

2, 矣 备 知识 与 定义 

一 个 图 的 树 和 补 酝 与 某 种 类 型 矩阵 之 间 有 密切 关系 并 不 是 新 发 现 。 基 尔 堆 夫 UUD oH 
ERRAR (图) 的 回路 阻抗 挎 阵 的 行列 式 展开 篇 单 地 表现 为 沪 图 的 “ 补 树 阻抗 滋 
积 ”。 相 对 偶 的 结论 由 麦克 斯 书 (1892) 给 出 ， 他 叙述 为 一 个 网 络 的 节点 导 纳 矩阵 的 行列 式 
之 展开 起 与 该 图 的 树 有 一 一 对 应 的 关系 。 正 如 第 一 部 分 中 所 提 到 ， 在 计算 一 DE cy Sylvester 
(1855) KARGAR (unisignant) 诗 这 些 公式 是 一 条 捷径 。 称 为 这 一 术 十 的 可 由 是 由 
于 这 种 行列 式 的 展开 式 中 的 所 有 项 均 为 正 值 。 虽 然 SyIvester 与 基 尔 填 夫 是 同时 代 的 ， 但 是 ， 
他 仆 乎 并 无 觉察 到 与 电网 络 对 应 的 行列 式 也 是 癌 号 行 殉 式 。 为 了 把 这 些 问 题 死 写 为 一 个 电网 
络 的 问题 ， 必 须 给 一 个 图 的 各 条 边 规定 方 向 。 令 G" 是 一 个 从 给 定 的 图 G， 利用 任意 地 给 每 一 
条 过 规定 方向 而 得 到 的 有 血 鲜 。G 称 为 G 的 伴随 有 向 树 。 我 们 还 鼻 设 G" 的 回路 与 割 集 也 虹 有 
方向 的 《 见 Seshu 和 Reed 1961), 

在 本 文中 ， 符 号 #、b 与 分 别 表 示 G 或 G” 的 节点 数 、 边 数 与 连通 片 数 。 RH Firm 
RRRC MO) 的 秩 与 零度 。 即 " =n 一 c 与 m=b ~n4c。 我 们 假设 G 与 G" 的 各 节点 用 1，2， 
m, RRR, HAJEE, e e, CRER. 如 果 9 是 6 或 G* 的 一 个 子 图， 所 谓 A(9)， 我 们 
意 指 9 的 各 个 边 标识 符 e: 的 乘积 。 ` 

AREER, Signor, rimi Cage. BRER EE Ae 
Hs, Cie a, OSB. xim i HE ClSeshuijReed) KEX, 
ARR wea, OF BER Re, mA". OP Ga et soe, 
SOA, CORO (ARE) ppibEEXCAXEGCG GRE) Be GEM ZAFE 
A——ÓXDEXUR. LA, WRO HB DAEAR AREE SERA REE, WE 


oe 


们 所 有 的 子 方 阵 的 行列 式 所 具有 的 值 为 1、-~ 1 或 9 ONT A A, WMA 
PARR RER AEREE, M, BERBE. 

3.8. HRSRS AAR 

不 失 一 般 性 地 我 们 假设 是 连通 的 。 DEWAR, HOBUIGGXEX4URT ONG" 
中 标识 为 :的 边 。 除 非 另 有 规定 ， 我 们 假设 6 的 垂 阵 堆 、， Chanc wea’, Oa" 
HEAP DMS CREW) DAA AUPE. 

定理 1 (ERER 1847). 

detZ, = k*Lf(iy, 0) 
Xp. Z.-B'"DB^. LEGRG’ HAMS: 8 是 一 个 整数 ， 对 于 一 个 给 定 的 吾 "， CREE 
ih, AREMGERE PH AMER ER. 

SUD AP. ERREA. 对 于 基本 回路 集合 的 情况 & = 1， 戏 于 平面 网 的 窗口 
SATAY = 1, Okada (1955》 证 明了 等 于 三 2{，i 是 一 个 非 负 整 数 ， MRA pam 
个 面 一 起 ， 假 设 每 一 个 回路 是 一 个 面 的 边界 ， 刘 下 此 而 得 到 的 招 朴 结构 称 为 不 定 取 奇 的 多 面 
体 。Seshu 和 Reed (1981) 已 暗示 这 一 结果 是 普 渡 正 敌 的 。 但 从 Chen (1969 2) 所 给 出 HOA 
子 ， 其 中 R=9， 所 得 到 的 结果 并 非 是 这 一 结论 。 

定理 ?2 (Maxwell 1892) 

det, = Zf(b), (2) 
APY, = ADA"; 1 是 G 或 G" 的 一 个 树 ; 和 式 是 对 G 或 G 的 所 有 可 能 的 + 求 取 。 

SHSPMREMS RRP AY, ZE PRAV BE, BMS Op 
(2) GAPE BS A DA HME EACH. MEZ. GYD Min BP 
ESPATAR. EVRA HAR, JLEGEUBUZLXGEHDSUE SUR EARS BREA 
时 ， 上 而 的 公式 提供 了 一 条 捷径 。 反 之 ，OQkada 与 Onodera (1952, 1954), 以 及 Trent(1954) 
独立 地 提出 这 些 公式 也 可 用 以 产生 一 个 图 的 树 与 补 衬 的 集 合 。 但 是 相反 的 过 程 并 不 那么 有 效 ， 
原因 在 于 在 这 些 行列 式 的 展开 式 中 存在 着 大 量 的 相 消 项 。 尽 管 如 此 ， 它 们 还 是 提供 了 一 种 简 
单 . 藉 致 地 确定 G 的 树 与 行 反 数目 的 方法 。 为 完整 性 起 见 ,我 们 将 首先 叙述 用 观察 法 得 到 有 -与 
六 ,元 素 的 规律 ， 然 后 给 出 的 各 个 择 与 补 树 的 行列 式 的 公式 。 

4 Z.-[nj — Y.-[Wul (3) 

得 到 zi 与 %y 的 规则 给 出 如 下 ， 

zt = 包含 在 梢 应 于 如 或 可 “的 第 太 的 回路 中 的 各 这 标识 符 e- 之 和 ，F= 1，2，…， m 

zn, 对 应 于 如 或 吾 * 中 的 第 i 行 与 第 j 行 两 个 回路 的 公共 边 之 标识 符 s?. 之 和 ， 当 两 个 回路 经 
过 2. 的 绕 行 方向 祖 同 ， 则 e. 的 前 缀 带 “+” 号 ， 车 二 省 经 过 e, 的 绕 行 方向 相反 时 ， 则 前 级 带 
“=? S, ij d jsl, 2, o0, m, 

Yu 包含 在 祖 应 于 A A BTR ET B ID AZM, (01, 2, nsn 
ux . 
3u7 - GER AREA" ERUIT SU FS LEE DER Re, 2a, it, dy j=l, 2,06, 


ro 

现在 可 很 容易 地 把 定理 1 与 定理 2 的 结果 叙述 如 下 

推论 1 令 esl, c=1, 2, 0, 5. MOM MSA RAAT) S6 0D) oH eT) = 
det A” A" sa(T) s deus" GR; d 

xt— HES HBrooks*$ A (1940), OkadagpOnedera (1952, 1954), E) Trent(1954) 


.* 86. 
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重新 发 现 。Tutte (1948), Aardenne-Ehrenfest@Bruija (1951), Bott@lMayberry(1954), 
以 及 Chen (1966 b) 已 推广 到 有 网 图 中 。 对 于 这 些 Harary (1967) 已 作 了 总 结 。 

显然 ， 如 果 对 于 所 有 间 z，e, = 1，&t 表 示 了 相应 于 妈 * 的 第 ; 行 的 节点 之 度数 ， 一 7 GS 
D 表示 了 连接 相应 于 帮 * 的 第 i 行 与 第 j 行 的 节点 之 闻 边 之 数目 。 对 于 zj 也 可 得 到 类 似 的 结果 。 
因为 于 ,与 加 ,的 特殊 形式 ， 其 行列 式 是 不 难 计 算 的 ，( 例 如 网 Chen 1968 b)。 如 果 G 元 并 列 达 ， 
并 且 在 亚 , 中 我 们 把 所 有 各 列 加 到 于 , 的 第 工 列 上 ， 则 第 1 充 将 仅仅 包含 1 或 6 。 现在 我 们 可 
利用 这 一 列 来 “消去 ”其 它 为 非 零 值 的 非 对 角 线 元 索 。 因 此 这 一 准 论 提供 了 计算 G 的 树 与 补 
树 数目 的 一 个 精巧 与 有 效 韵 方法。 有 人 认为 这 一 方法 要 优越 于 现 有 的 许多 方法 Cn Myers 
1967，Kasai 等 人 ，1966)。 为 了 简化 某 种 类 型 吾 , 的 计算 ， 已 由 O"NeiI 与 Slepian 《1966) 对 这 
些 情 况 导 出 了 几 个 公式 。 


4, 同 号 行列 式 的 选 代 计算 法 
与 一 个 图 G 相 对 应 的 节点 导 纳 年 降 于 。， 有 时 还 有 辐 路 阻抗 拓 阵 多,， 具 有 下 列 形式 ， 
re 1 
Dei -es “Es -er | 
. ! 
ELTE Eese -Ess o eae | 
ue . . 。 ©- "1 


一 eri 一 er ea Ben 
sl 


在 U URGES PER SUS JE E IE DUO fe Sylvester (1855 称 这 种 行列 式 为 同 导 行 
列 式 Cunisignant), Sylvester 证 明了 一 个 对 称 的 同 号 行列 式 的 展开 式 中 的 名 项 简单 地 就 是 全 
NRE, TARA SRE AR, Maxwell 《1892) 得 出 了 类 
TREE. Hae, Chea (1965》 淮 广 了 他 们 的 工作 ， 并 证 明 在 非 对 称 的 同 号 行列 式 展开 后 的 
各 顶 简单 地 就 是 该 矩阵 对 应 的 伴 贿 有 向 图 的 “有 向 树 滋 积 "。 当 矩阵 为 对 称 时 ， 此 结果 即 简化 
为 Sylvester 和 Maxwet 的 结果 。 
下 面 ， 我 们 要 讨论 由 Chen (1968 O 所 提 
出 的 -- 种 方法 ， 即 改进 了 同 号 行列 式 的 拉 普 拉 
斯 展开 ， 其 中 将 近代 地 消除 同 号 行列 式 的 所 有 fe, wu Le. e -es 
丰 销 项 ， 因 此 ， 将 大 大 地 减少 了 进行 行列 式 展 z 
开 的 工作 量 。 听 以 这 种 方法 可 用 来 产生 G 的 全 | 。 e 。 
部 树 与 补 择 ， 且 没有 重复 而 产生 的 多 余 项 。 。 . . ʻa- 
氨 代 地 消除 同 号 行列 式 中 相 消 珊 的 方法 可 | 。 。… . . . 
如 下 地 实现 ， 把 (4 式 的 第 一 列 用 其 它 所 有 列 : 
BARRE. RSH GIT [er Tea cts om Dee 
矩阵 ， L md 
为 方便 起 见 ， 将 (5》 式 称 为 (4) AMPMBRAG AST AMR, BERTI 
列 用 拉 营 拉 斯 展开 法 展开 (5) R, RIA: 


[fea -ea -es … -er d 


(5 


saa 


dew = Seid, (6) 
E 


XA, (71) ders, MENO) RAMAR ASTE PO AE PE. eL 1 时 ， 
性 ,1 可 以 宕 示 成 以 相 邻 的 各 列 加 到 性 ， ,的 第 一 列 上 的 改进 型 式 。 在 i 全 1 时 ,于 ;1 也 可 以 表示 
成 政 进 型 式 ， 即 简单 地 把 第 C-D 列 移 到 第 1 列 的 位 置 ， 而 其 它 各 列 仍 保持 原来 的 次 序 。 
照 此 办 理 ， 需 要 交换 〈i- 2 的 总 数 已 足够 。 因 为 所 得 矩阵 第 一 列 的 各 元 素 带 有 负 号 ， 令 该 
列 的 所 有 元 素 改 为 正 号 ， FISHER. TEARM, EM: OGRE, 
且 

Aia (DPD det ME ;,* = det MEG, (Te) 


det = D) edet M; (78) 


ot 
因而 ， 我 们 已 经 证 明 ， 对 于 一 个 给 定 前 用 改进 型 表示 的 同 号 式 矩阵 ， 其 行列 式 林 表示 为 另 一 
些 改进 型 的 同 叶 式 矩阵 之 行 烈 式 的 加 权 之 和 ， 而 后 者 的 阶 数 要 比 前 者 低 。 这 一 过 程 可 重复 进 
行 ， 直 到 同 号 式 矩阵 成 为 1 MERAL. 

仅 需 作 少量 的 修改 ， 相 同 的 方法 还 可 用 来 产生 2- 树 的 集合 〈Chen 1968 c)。 此 外 ， 如 果 
令 所 有 各 边 的 边 标识 符 为 1 ， 则 这 一 过 程 可 相当 有 效 地 来 计算 G 的 树 与 2- 衬 的 数目 。 我 们 用 
下 列 例 子 来 加 以 说 明 。 


图 1 
(a) 一 个 给 定 的 图 G (D) GAY EBERT EG” 
Bii. DISC) 所 示 的 图 G。G 的 相应 的 节点 导 纳 矩 阵 Y. 的 行列 式 OF RBS 
xo 及 所 展 成 低 阶 赔 叶 式 矩阵 《也 用 改进 形式 表示 ) 的 行列 式 给 出 如 下 : 


e,+e, 一 ez 0 0 
-es FQ Es RE. -e =f 
detY, = 
-e, e,t+e, 一 es 


0 =e, =, Cstestes 
e; 一 ez 0 9 
0 e,t6ste, =E, 一 es 
= 
9 =E: e,tes 一 es 


ee 一 es =E, Cg tag rey 


e. —e, “es Q —e, 0 
se| D e, +e, mes Fej Es €. +e,+e, —e, 
Es -Es POS ES RE, Es -e, gites 
1% -es | es =e, | 
seu {tee ) 
lEs t Eg £i +e Eg Es €, €, 
e 0 0 es 
+eefes | :es ) 
€, €i s E4 8, t Es P. 


SECC Gal, EE OE, E OC, reses resea) M € ECEE, tors tees) 
Fes (0,0, te eg) Fen E SEC. 


RURSUTA BU RUT 1, Wl 


2 -1 0 oj li -1 0 9 
tr | 3 -1 ~aj lt 3 -1 -1 
-1 2 -1 fo -1 2 -1 
0 ~1 -1 3 n -1 -1 3 
1 -1 -1 M -1 ? 
=10 2 ~1+ril 3 -1j 
1 -1 3 h -1 2! 
3 -i1]]i -1] fr Of ye -1 
= + + 
p 3| i1 elh al |; | 
=5+3+2+1=11 
EGRA AH 
5, 同 号 行列 式 的 折 边 行列 式 的 计算 


另 一 种 用 与 计算 一 个 网 络 的 “ 掺 支 导 纳 冬 积 ” 之 和 的 算法 是 由 Nakagawa (1958) 提出 
的 。 这 里 我 们 将 指出 他 的 称 为 “ 浙 边 行列 式 ”(foldanty 的 展开 式 非 常 类 似 于 我 们 的 改进 形 
式 的 网 号 式 矩 隆 。 景 近 Chang 和 Chan 《1968) 应 用 了 类 似 的 思想 建立 了 他 们 的 “7 一 三 角形 "。 

令 开 是 一 个 rx? 阶 上 三 角 汗 隆 。 然后 由 下 式 递 妇 地 定义 折 边 行列 式 本 。 在 r=1 时 ， 
foldantW = Ww, ,， 在 r 宇 2 时 ， 


foldantW = > wfoldaniF,, (8) 


isa 


FB Wii ear BRRR 中 的 第 r 行 与 第 r 列 ， 然后 用 下 


RPW = [w], 
FUSE PE FOAEBEBHREE BI ITT, 
Us PFaefueub (05 


AP, HERI, fust, TERI, d, Bat, 2, ce, rM, fus wat Wouss F. 是 一 


ADA d gl Sir 63 jr dno 930 BERG PE 
定理 3 HRUE- DUO SRAM IRER, WEW -Dwu] 是 一 个 rxr 阶 
的 三 角形 矩阵 ， 使 得 在 i 和 澳 wj= ettrt， d, j=l, 206,7, Rhens ecan, dk] 
H, w= 那么 
deti = foldantey ao 


XR HIE SUE EL RAS REAR, RUD SCREEN IE ER, 
. 85 » 


SWRA RE ei BEE, D407) ya 4-3 LEG 的 衬 与 补 衬 


的 数目 。 
推论 2 (Nakagawa 1958) 如 果 于 ,是 与 一 个 连通 图 G 相 对 应 的 节 训导 纳 类 阵 ， 那 么 
a(T) = foldantly *, (la) 
foldantW = f(t) (11b) 


起 中 ，+ 是 G 的 一 个 树 ， 和 式 是 对 G 中 疡 有 可 能 的 ! 求 取 。 
推论 3 xPP—AGEBBEIG, $E EOD 式 所 示 类 型 的 对 应 的 画 路 阻抗 违 阵 ， 
a(P) = foldantr。 (22a) 
foldantW = $ f(z) (12b) 
式 中 十 G 的 一 个 守 树 ， 和 式 是 对 G 中 所 有 的 z 求 取 。 
B2. 在 例 1 中 内 研究 的 问题 可 用 如 下 的 折 边 行列 式 来 烈 出 公式 : 
es 9 0 €] 


es es 0 
foldant W = foldant ‘ | 
€ a! 
i 
Lo 9 0 ee 
2 0 e] Te, 90 0] 
=e foldant | 9 «6| + egfoldant | 05 «| 
_0 @ es] Le 0 «Jj 
n e, 
(esto) &m[ 7 5 MEN t ] 
6 e,tes 


“set Ca ? ] 


* LM : p 
E 


=eleyes (€, t Ca REL) F E18 E LC0. t Ea} + ees lO, tes lee 
E,EZ, tpg ly tC ger + Ca SE 0, 
在 展开 寂 中 有 11 项 ， 其 中 每 一 项 对 应 于 G 的 一 个 料 。 为 了 计算 G 中 树 的 数目 ， 我 们 对 所 
dim, 4e cli, RERI 


1 0 9 1] 
[ 1 1 4 1 0 17 T1007 
a(T)=foldant -— =foldant} 0 1 1 E 011 | 
$ 0 1 0901 

Le 0 0 1] L 4 L d 

1 90 1 0 

= roldans| 。 | * toldant[ ] + foidant{ ] 
0 2 6 c 


tordan 。 )] +totdant| ` MIS 2414251211 
6, ASTANA GHAR RIT 
在 本 节 中 我 们 将 指出 ， ee ECER ESER AMRAN RFE 


定理 来 得 到 。 
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研究 如 (4) RT RAD CR ROS IE ET Sei eres, BEM TTR, 


MSU BMUBERAM BUY Cin Cm co, Ore, WAAR TT Be. HANA 
线 展开 定理 〈 例 如 ， 见 Aitken 1962), WA THT IRE, EHA 


deter = detE + SS Cente Fs M as a3 
D 


式 中 Eo Uie e ERR. 2 A dE TES Mi RMT KL 中 整数 
WAS C LETS Mex ;定义 为 1; 第 二 个 和 式 是 对 所 有 可 能 的 非 空子 集 KR. 

BRELMEAA TAN GUE AEE, RRARPAT TSMR A. RA 
是 由 Wing(1963) Sb, LUA TARR AAA. AWIDAN TEES a 
用 ， 所 以 读 异 等 式 也 可 用 来 分 析 含 互 党 的 线性 有 源 网 络 。 

对 于 一 个 给 定 的 图 G， 令 Qe,;8:) 是 从 G 把 包含 在 9 中 前 所 有 边 短 接 ( 移 去 所 有 由 此 而 产 
生 的 自 瑶 六 的 后 移 去 包含 在 9: 户 的 边 而 所 得 的 图 ,此 处 8 与 9* 是 @ 的 两 个 子 画 。 如 果 百 是 一 个 
全 的 子 图 的 集合 ， 它 的 每 一 个 元 喜 是 作为 各 边 的 边 标识 符 的 乘积 而 给 册 ， 屠 么 所 销 >H, 意 指 
豆 的 各 元 素 之 和 。 作 为 一 个 例子 ， 令 


H= (8 696 520181 62€ 16 go S269 s€ S0 L8 Cate 


因此 
DH =e ere ply FOS pO gly + CEO aly ELE E ER 
St BEM BCH THARP, B= FUÉ, BORE HIERA t BEM 
RUHR, PANEKE) 与 ?5o) 分 别 意 指 CG 的 一 个 树 与 补 奎 ， 使 得 
HED NE =E; (14a) 
KEDA E, = E, 145) 
因此 ， 两 个 含有 料 同 边 数 之 子 图 的 虎 离 定义 为 存在 于 一 个 子 图 中 而 不 存在 于 另 一 个 子 图 
PHAR, EO BEED RLF? (ato) 的 下 离 为 9 的 一 个 碘 ( 与 补 衬 )。fo 与 和 分 别 
BACHERM SHEN, AREER, RISAHCHEMMED) SED 的 树 与 补 树 的 
集会 记 为 了 TIE 与 2(E)。 特 别 地 ， 我 们 定义 长 Bi)= 1, UE Ht, TOED GL 
TE = {iy}. Bug, Ct, Se ME E MA EE, 
推论 4 (Wing 1963) 对 于 一 个 给 定 的 图 G， 令 O ECHO PHM TART H 广 制 集 
矩阵 。 则 在 G 中 离开 t ,距离 为 /- OME AT, OH FRA he 
DS tes € EMay, (15) ~ 
Guo 
g= 12,7, RPE, E, caren: UT sd, V-EN U,EJU HA tiff 
del ic HX DUROS E OSHS, ARLE 2, 4o r NATARE KRE 
推论 5 
X FCB) EM, (1850) 
Mix = XT EO, G65) 
APT OS BRACE EGR KE 
Hike 对 于 一 个 给 定 的 图 9 来 说 ， 令 B EGRO RETR R-E RETE eer 
AFERI ER Am- 4 的 补 树 的 集合 To-, 由 下 趟 给 出 : 
» 为 记 便 起 见 ， 侣 的 吕 边 也 市 Bi 来 下 Re 


wots 


pL z EM, an 
ian 


Q=1,2,--,m, EARE, = 6,605,760), IT, = deU,; U- BID Bi); U, EA Urn, 
药 各 连 支 的 边 标识 符 为 零 而 得 到 的 矩阵 ! MAN (1,2, m SPURS "T ABATE SARE REA 
推论 7 
ETOD-EMa, (18e) 
Mao = DIE E (18b) 
XUBTOEQED EAEE 的 补 树 集合 。 

为 了 加 免 上 述 推论 中 的 符号 更 加 复杂 ， 我 们 对 G 的 to 与 io 采用 相同 药 边 标识 符 。 

如 果 可 是 一 个 夭 芒 矩阵 ， 这 正如 我 们 在 网 络 问题 中 经 常 发 生 的 那样 ，det 杂 的 展开 式 基 特 
唱 有 效 的 。 在 这 种 情况 下 ， 许 多 高 阶 主 子 式 Mx,, 不 存在 , 且 仅 需 计 算 一 些 较 低 阶 的 主子 式 ， 
其 次 ， 我 们 能 够 恰当 好 选取 子 图 t, 与 5。， 使 得 高 阶 主 子 式 M.x, ,不 再 存在 。 

现在 G 的 某 类 树 与 补 树 和 上 述 讨论 过 的 相应 同 号 行列 式 之 间 的 关系 是 很 清楚 的 了 。 不 难 
T. MIRO RAR 4 BIRCIS T RI AER P SE AS RT UM x) 就 是 在 CEs 
ED 中 相对 于 树 T(B FDR BREW ELMRSAAA "RAIA, RMA: 

XTOQ-2EXTG,E) ao 
这 一 关系 已 经 包括 在 Hekimi(196D 的 鞭 作 中， 并 且 由 Hirayama 和 Ohtsuki( 1965) UH 
给 出 过 。 现 在 相同 的 关系 可 以 应 用 到 GOES ED Eb. BF 一 原 E, Hirayama 和 Ohtsuki 
(1965) 提出 过 一 种 计算 detU 与 余子 式 的 迭代 算法 ， 他 们 已 在 数字 计算 机 上 执行 过 。 册 为 
GE: ED 药 关 联 矩阵 可 以 很 容易 地 从 G 的 关联 矩阵 加 上 相应 于 E 的 各 节点 的 行 与 删 去 对 应 
于 刀 , 的 各 边 和 的 列 而 得 到 ， 当 一 各 具有 即位 运算 功能 的 数字 计算 机 上 执行 时 ， 这 一 方法 将 是 特 
别 有 效 的 。 

例 3。 研 究 图 1(4) 所 示 的 图 Go。 令 fo=ele:ese4， 则 i =eseo, r24, m220UR 


(eite es e 0 1 
v-90:n(91,- Be ent ey ee 0 ， 
es €, €s Eg Ff, —es 
0 0 -es e,*6,4 
{ee es £s 91 
U| 5 0 
€, ee Cte, 一 es 


lo o -es esd 
于 是 detV ,= 0。 从 推论 4 ， 我 们 有 ， 
XT, -6,0,0:€, Fe eyes (Es beg) E1056 4€ 4 HOC se seg 
XT,-6,0,(0,€4) FE (Ce) +E 16 (0,64) + €5€a(6,€4) Ee Ce peg) tee (OF 
EOC gly FE CSO gly + OC ge Cg + OO ge Eg + E04C6C8 
ST, =e ,(0) +e, (0) & £4(0) £ €,(0) = 0, 
UET, = {e162es64} 与 T={ }。 故 G 的 树 集合 由 下 式 给 出 * 
T=T UT UT: UT, UT, 


* BAMA E RTE, BD RAXA R— RA 
. 92» 


ek CREE CLL Cae es COE EN CE ENC 
210 10505 6,8 S656, Cal 04 EEEo, EEEn} 


ne, MARPAC 6 am cha e, ROTH: 


U= BDB} | +t es } 
es £g +2 E, 
y, s[^t^th £s ] 
es €. tes 
于 是 ， 我 们 有 ; 


deu, -e,(6; +e, tes) tee t €,), 
DP, =e le tes e Q0 be, +e,), 
BERT, = {ese} GET, = detEr。。G 的 补 树 集合 了 由 下 式 给 再 + 
Tap, UT, UP, 
= [6404 Onl gl lg € C5 yO Os E1045 0104, Esa LC 4108] 
TFET 
BACHE Stow Sage RO x OD RAR eB NEE HEUS 
一 一 对 应 的 关系 ,新 以 生成 树 与 补 衬 的 问题 便 等 效 于 有 效 地 生成 人 与 BRO GE 
区 主子 行列 式 的 问题 。 
令 酝 是 一 个 px5 阶 且 秩 为 p 欧 尾 总 插 阵 ， 显 然 我 们 有 Pe, MA MPP Pee 
阶 非 再 异 方 阵 ， 则 称 其 为 主子 和 矩阵。 换言之 ，det 正 , 是 可 的 一 个 非 零 值 的 主 行列 式 。 为 方便 
起 见 我 们 稳 含 对 角 线 主子 矩阵 的 矩阵 为 范式 矩阵 。 念 mn、7o 与 久 是 = {1,2,7 RTA, 
中 每 个 子 祭 含有 9 个 元 素 。 符 号 可 (1.4J》 是 可 的 于 矩阵 ， 它 包含 了 相应 于 在 下 中 整 数 的 各 行 
SAME Re, Be, RNS FO JO = FO. PPT, B 
FO) BAF PRED TIP ERM AAD, KPT ae A Pe 
i, SPORE ARETE), PRN = FX), SPEEN ROS 
设 下 的 各 列 用 I 的 整数 米 慰 记 ， 各 行 用 这 种 方法 来 标记 一 一 使 下 的 第 ; 行 用 名 来 天 示 ， i=l, 
2,-…sP。 些 处 本 = Unos So REFLUAS P P RE GE” BCR AH 提 
出 的 规则 来 加 以 标号 的 矩阵 。 
WRLEK M— PPR, DKS LER K-D UJ. 例如， 我 们 有 Q56 28/18)» 
(258), LBS, Æ 1 和 9< it, FK JD 是 下 的 《而 不 是 可 ,的 ) 一 个 主子 矩阵 的 充 村 


SREP UI DAP ERSTE. 
定理 4 (Chen 19682) 令 下 是 Px OG, RAPHE. MAP METRES Mgr 


下 式 给 出 ， 
M= Ü U U raus), (20) 


oe 
REET) Bang RT REAR BERES Ts) = FOGQ, 
现在 计算 gn ay BA EF SP 2, 的 所 有 非 奇 蜡 的 
子 矩 阵 的 问题 。 阶 数 为 1 的 非 琳 春子 矩阵 是 容 盟 求 得 的 ， DIPS, XPPIEDUL 
上 的 非 奇异 子 虚 阵 ， 可 以 重复 整个 计算 过 程 。 


+ MIER, HHOERE 
e936 


Bla, RRP PE A AE RE 
12345 87 
0 0) 
8 2.0 
749 0 805825, 
此 处 更 (Ks) = O87) AP = 1346) DL = 3% GS ERFA t ASQ Je dT E 
fuf. WA: 
S, = UE (252), (3 D EQ D, FG IPC.) P5536) EC HO EG 18], 
S, = (WF (255135, (25514) IF 285 16), 025; 349, (25536), F (25 46), 
W573 14) FG? 16), E (57:34), P5736), (97; 46), F (27:14), 
(27518), E 127;34), E (27:36), (27:463, 
Sq = (4E (2571346) ,IP (2575146) ,4/(257 110 4E (257,188), 
eh, SEHE 1846) BRALHR, RHLARTACEM. AETR SI EIS 
主子 矩 降 集合 Mi，fi= 1,2,3， 可 得 到 如 下 ， 
Mi= UFCOSD 1457), E457), P (127), E 230 ,IP C280 E245), F(256)}, 
M.SUFG3SD IECAZ) , P (167), E347), IF (367). (467), C124), FC126), 
各 (234) F (238), F OA) FAS) PL156), FU), (56), F (4565) * 
M, = UR (346), F (146), C134) I (12951 
然后 利用 名 集合 M: 取 并 ，i= 0,1,2,3， 此 处 Mo = (F257), RAD FMA ENE 
阵 的 集合 M。 

将 定理 半月 来 产生 一 个 图 的 树 与 补 树 是 直接 了 当 的 ， 我 们 将 仅仅 叙述 一 些 结 时 而 把 一 些 
最 兄 的 细节 留 下 。( 见 Chen 1963b 与 Hakitmni 以 及 Deo 1966) 

推论 8。(Mayeda 等 人 1968) 如 果 和 是 一 个 连通 图 @ 的 害 集 范式 您 阵 ， 则 离开 基准 村 1 = 
Ergat ERAR RA Tab FAR H: 

T= {fiis enen ea, 且 (aeg) = (KS SF GD 
420,1,2,,7, QU IQ MEAT BHU RTs (0. 

ito, CURA: EA has HAST EO, port sS; ST MRA 

TE, A ERA 1 的 树 之 数 且 简 蔷 地 等 于 O 中 非 零 元 素 的 数目 。 因 为 一 个 子 图 当 
县 仅 当 它 不 含有 割 集 时 ， 它 才能 作为 补 树 的 一 部 分 ， 我 们 有 

fibi. 41JEX.EI— TÆ. WEL PRP, YAS ee RoR 
EETU, CMREA—-THA Hs. 

Fujisawa( 1959) jCoates-Mayeda 公式 (Coates 1953) 3% Mayeda 1958) BA- HB 
BAFA BUT STORMS NMS PPA RMR RRAS. AA, MA 
TUE LM Maye RTE Ho e on, ERR. 

推论 11。 如 果 BE-TEMACHBAR ME IPT EMT bo = euee…et 的 
RANA BS TP A R: 

Teese. BG Gumysexo OEIL) (22) 
420,1, 0, RPR) BTA TEL RE, = {i} 


+ REALNE, BARE RAM ice HEELE, 


+948 


推论 12， 在 G 中 离开 7 BRAHAM SEB at eS TURPE A 

FFF EAA 的 补 树 的 数目 简单 地 等 于 至, 中 非 零 元 素 的 数目 。 因 为 一 个 子 图 , 当 
上 且 仅 当 其 不 包括 回路 时 ， 它 才能 作为 树 的 一 部 分 ， 我 们 有 ， 

、 推 论 13，(Hakimi 1961)。 令 志 是 K。 的 一 个 子 集 ， 那 么 对 应 于 中 整数 的 子 图 , 当 且 仅 当 
PREBLE) 的 和 铁 等 于 时 ， 它 才能 作为 一 个 展 的 一 部 分 。 

因为 对 于 一 个 零度 m 0 的 连通 图 G 来 党 ， 一 个 补 至 是 G 中 一 个 树 之 唯一 而 非 零 的 村 图 ， 
由 此 得 到 当 且 仅 当 相 应 的 两 个 伏 树 的 距离 为 9 时 。 对 两 个 畦 的 距离 也 为 q。 

推论 14， 令 如 与 分 别 是 CHEM, STA dE OE.) ha Baba Me S 
BK) TEaBrdE SERT IEEE REIR, 07 1,2, mince, mo, bf aeneum. 

BR, LRTI REPRE TONNERRE RUE. EMR, SREP 
BHQŁER? SPHE ER yO TERIAREN, 


例 5 (SIEGEN 2 TRACHEA, CHIRE 
Pe Fateh ahs ag eS 


1234667 
1[11101107 
9-1:/01911101, 
710010111] 
式 中 人 @ (k= B47), Qis 90335, 0 r-3, EQ, 
"PESE TERRAS, t= 1,2，3， 由 下 式 给 出 ， 图 2 sb SAT HAE 
$,=(@1,2), 90, Oa, M56), 90,0», 9 4,5, 9 «6, 
90,5,9 90,91), 
$8,500 04,25), a4, 045890, 7:23), 47,25), 147,26), 
Qus, 901,5, 90129, 07,26, 90722), 
S:-(Q:147,235), Ocuarizso 
WE 1.2 eec. BR HR RAT: 6 -1,20 E RiP: 


T, = (ese, 01 0S6 Oy CaO lg E.P ES E lula ge LT E.P LE P OE aay P ERAT. 


Eee, 
T, = (6,0104 ,€3€,€. CTI T Cbg CI 440016 4 CP: Cs EEEa, C20 egy 
212 Fe EIE SP S 
Ta = {0,€ 685 , E1046! 
因此 利用 对 集合 7; @=0.1,2,3) 取 并 便 得 到 OC 的 树 集合 7?， 此 处 To = {e.e.e7}, 
回忆 起 早先 定义 过 的 答 号 (CEJ。 不 难看 岂 集合 了 -是 集合 TCE4) 的 不 相 实 之 并 。 将 其 写 
成 不 辕 的 暴 式 ， 我 们 有 T,= RATE L. AEREE T. 计算 Ts 的 Mayeda 和 Seshu 
ik 《1965) 可 以 写成 第 阵 形式 ， 然 后 很 容易 地 在 一 台数 宇 计 算 机 上 按 拟定 程序 执行 。 
两 个 px a 阶 第 阵 了 与 名 之 交 ， 记 作 本 天公， 是 一 个 px9 Be, RAW NSH Bi, 
TAERA Wyz, HAW = [w] Z = [2]. 
Be, RNESHLU HORE. HOET XpEOFUSXPTOU A Tie FK) = 所 ,的 
fe. TU. SRUTEPRUHGE" KOKERR FALE P ERE. ` 
定理 5 (Chen 1989d), 4p = eie c6 JEGIH T EIE RE ,使 得 每 一 个 子 图 eie:…e* 是 
1 的 一 个 连通 于 图 ，? 1,2,…,r。 还 令 多 是 G 和 对 于 7 的 广 基 代入 隆 *。 如 果 S (XY ) SRP 
. 95 * 


WE MOU BL NK SEL Ki = (Ris Bus Bids Roue uy EK = (1,2, 
…， 杂 的 一 个 子 集 《〈 对 应 于 tu 的 树 支 )， 那 么 
SK; [kd ={OU,); I= L@{k..i}, QU DESK), Fi, 1) #0, 

此 处 F-WoRKEon90,KopngW-9*05) (23) 
=r thy ,2 以 及 ,在 Ki 中 。 

在 计算 中 产生 社 的 一 个 主要 闲 难 在 于 需要 大 的 存 贮 器 。 上 面 所 提出 的 条 阵 法 对 此 提供 了 
一 种 有 效 的 解决 方法 。 它 相当 寺 重 复 地 使 一 个 矩阵 范式 化 。 内 为 若 集 人 第 阵 的 特点 ， 它 很 容易 
实现 范式 化 。 实 现 这 一 点 的 一 秘 简 单方 法 如 下 ;假设 我 们 希望 使 罗 相 对 于 实现 范式 化 。 研 
究 子 秆 阵 吉 (I)。 将 她 (1.) 的 任意 一 行 ( 共 第 1 烈 有 1 的 一 行 》 移 到 第 1 行 ， 然 后 如 果 存在 其 它 
1 的 话 ,利用 行 相 加 ( 模 2) 将 其 移 到 第 1 列 。 令 所 得 的 矩阵 为 @,(T,) 。 现 在 移动 其 它 的 在 第 2 
列 中 有 1 的 任意 一 行 ， 使 其 移 到 第 一 行 ， 如 果 存 在 其 它 1 的 话 ， 用 行 相 加 将 其 移 到 第 2 列 。 延 续 
这 一 过 程 ， 景 后 我 们 得 到 一 个 r 阶 的 单位 矩阵 。 如 果 这 一 过 程 在 任何 一 步 失败 ， 则 多 (1,) 是 奇 
异 的 。 如 果 我 们 用 全 代替 慌 (1,)， 这 也 类 似 成 立 。 

这 种 方法 已 被 Mayeda 等 人 (1968) 推 广 到 生成 两 种 留 的 完备 衬 上 ，Chen (19664) 将 其 推 
广 到 生成 有 向 图 的 有 向 树 上 。 我 们 将 用 下列 例 子 来 说 明 上 述 结果 。 

例 6， 研 究 如 图 1(4) 所 示 的 图 G。 令 1。 = elesesaet， 它 具有 所 希望 的 性 质 ， 即 e ，eke: 与 
eieses 是 G 的 连通 子 中 。 相 对 于 to 的 广 划 信和 矩阵 办 由 下 式 给 出 ， 
6 


123458 
1190600017] 
2,9 102901 

@- 

3/002 011 


4L6000 1 1 oj 
于 是 ， 有 1 列 与 多 (1234) 不 同 的 主子 矩阵 的 集合 S(Ki) 可 得 出 如 下 
SG123) = {@ 0,7, = 2,3, FOU, PUDA Rw = C1 01} 
= {2(1235)}, 
S(124) = (00245, 90249), 
8034) = (90340), 
S(234) = (8 (23465) 
38234 5 0234) ILE ET ABRE SC TASK D RIOT 
812) = (00,0, =H}, 0,003023» P, F(O;)0, IAE 
F-p inti-r i 
= {9(1256)}, 
S(13) = (90356), 
$(23) = {2(2356)}, 
S(14) 2190456), 
S(24) = (Q(2456)}, 
S(34y={ } 


* ABAMM MATH, RISQSUSRO, 
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HO se) HRA, BULRISTEO- { }。 于 是 ，G 的 树 集合 T 由 下 式 给 出 ， 
T= {e,e,e5¢,, © O28 565 ,€,€;€ 0, yl Ore he gC Cyl gly CxO 50,05 ,0,€,€,0,, 
EA A slay 81840 sen € S0 € S0. to 

8. 2- 权 的 生成 

现在 ， 前 一 节 所 讨论 的 方法 可 很 容 号 她 推 广 村 无 重 复 地 生成 图 G 的 2- 树 上 。 为 方便 起 见 、 
令 租 5 是 从 G 的 完备 关联 矩阵 删 去 第 ; 行 与 第 i 列 而 得 到 的 矩阵 。 还 令 to 是 G 的 一 个 3. 树 ， 其 
PETES PAPER PERN PE, BARNA: 

定理 6。 HFAA, SZ 5 oi EWA AL GA PK, cos 
数 之 单位 矩阵 ， 在 G 中 次 开 世 准 3- 树 19， ,4= es.eh… On, 1 的 距离 为 9 的 2- 树 #hs 的 集合 Te 


BUT RAN. 


TÉ am (easi = Ce Cres | An gu me) = COLL /1)) (G4) 
47 1,2,--,h I AE h S minth,,h,), h, Sh, HZ. GW, ES, BI) SWI) 分 
MEZ AGW SOLAR TS. 
证 明 : BDARCHIZOARH AHA. 与 An SRRAEAAAMES IRR 
APO, AEBEK AE K ERES] ——— RE A FR Ge ES 
#15. 4Y ZW HW 
Thi ea {fiire tity = es Crone, gnum en m GL (M ()5),. (25) 


Je Abs, JEW CE, REFTER. 
RARER FLECRETHIHEPAEGIS WE La RAT s7 
an| 1000 eal 
90010111 
[! 19000 !] 
1011000 
BHA, 5 A, CRER, 我 们 可 令 名 = A, GW = As, WRK, = (0,3) 9185, tits. 
则 


PITE 


2r1100001 
ve [ooo ooo 

RP, WOK.) = 了 (14557)， 利 用 推论 15， 我 们 有 : 
TEs = {erer} 

对 于 离开 基准 2- 树 三 ,， 虐 离 为 2 的 2- 树 来 浇 ， 拒 吾 (14567}) 和 和 王 (14567) 作 为 给 定 窍 阵 , 再 次 

重复 全 过 程 ， 我 们 得 到 ， 
Tisa = (ers, Caer} 

的 2- 树 fa, 集合 简单 地 是 Ts， ,之 并 (T= 0,1,2)， 此 处 Ti a = 16,64) 

上 述 结 果 推 广 到 久 - 权 与 补 扩 树 是 很 容易 的 ， 无 需 作 更 进一步 的 说 明 。 


E 论 


在 本 文中 ， 我 们 已 经 指出 ， 在 文献 中 现 有 许多 关于 产生 一 个 图 之 树 的 方法 可 月 矩阵 代数 
来 列 出 公式 。 因 此 ， 人 们 能 乌 供 一 种 推导 它们 的 统一 理论 且 可 系统 地 总 结 许 多 结果 。 
这 些 结果 的 统一 化 使 人 们 能 选取 一 种 特 珠 的 方法 或 灯 用 一 些 方法 郊 组 合 ， 从 而 使 现在 己 
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九 、 关 于 产生 一 个 图 的 树 的 
统一 理论 CIT) 


第 三 部 分 “分 解法 与 初等 变换 法 
本 文 是 二 篇 连续 论文 论述 有 效 地 产生 一 个 其 的 树 的 耳 题 的 最 后 一 篇 。 在 这 短 论 文中 
我 们 总 结 了 现 有 大 多 数 基于 分 解法 与 初等 变换 法 丙 产 生 酝 的 方法 、 并 且 提 供 了 推导 它们 的 统 
一 理论 。 


1. 引 言 
碍 第 一 部 分 与 第 二 部 分 中 〈Chen 1969 d, e) 我 们 已 经 指出 ， 完 文献 中 许多 有 基 产 生 一 


个 图 的 构 的 现 有 方法 ， 初 在 起 来 它们 的 炎 现 形式 是 不 同 的 ， 但 可 以 用 下 列 两 种 方法 来 列 写 人 
式 ， 焉 庆 代 数 法 与 质 阵 代数 法 。 在 第 三 部 分 中 我 们 将 指出 ， 基 于 分 解法 与 初等 桂 变 换 和 初等 
填 棋 变换 素 产 生 树 的 方法 可 以 从 玉民 你 狼 公式 导出 。 

在 本 文中 ， 管 号 x、5 与 c 分 别 用 来 天 发 图 G 的 节点 数 、 边 数 与 连通 片 数 。 我 们 分 别 田 7+ 与 
m3 G MRSS. REBAR, RINE 3 是 连通 的 。 其 它 一 些 没有 特别 说 明 
的 定义 可 在 第 一 部 分 中 查 到 。 

2. 利 用 分 解法 产生 树 和 补 树 

对 于 一 个 用 数字 计算 机 来 计算 的 非常 复 
娩 图 分 为 几 个 部 分 ， 搂 闭 确 定 每 个 部 分 中 的 
的 结果 。 事 实 上 ， 在 第 一 部 分 中 ， 我 们 已 


详细 地 研究 这 一 问题。 
AGHA fa, LENT TEIG! MO", ST VST, SEG’ SG" Hak 
树 tCVi) 的 集合 。 此 处 Vi= usi. BAT VISTO SMEG 与 G" Gn ae 


1 VO A. HERG’ SG" CREE. IW ROPE L1, RITRAE 2E 
E. 


定理 1 (Chen 1969 b), 
T=DT yay «TF 


"BTE ih Me RIER EIH Oe qm 
p 汇 这 些 了 图 合并 从 而 得 到 所 要 求 
了 两 种 方法 〈 推 论 5 和 推论 1:)。 在 本 节 中 我 们 


S (1a) 


zQT fish) xT" ab 
P= GPO a} x PCL Say) (22) 
= BP i T'O3SQ», (20) 
式 中 ，T 和 7 是 集合 Wi- CEPR, PRY, THERE, 
ST SGT" SHES GO MMAR A. WER 2， 上 述 定 理 可 简化 为 ， 
推论 1. (Percival 1953), : 
T=T xT^(i, UT List.) xT*, (3a) 
(35) 


PoP x tho UT dix Tt 
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EEL 令 Gu :是 G 的 一 个 子 图 ， 移 去 它 将 策 G 分 成 为 b 个 连通 片 G.,z= 1,2，…,8>1。 如 

累加 与 N, 分 别 表示 G 与 G 的 节点 集合 ， 则 G 切 树 集 合 T 与 补 树 汪 合 TP 由 下 式 给 出 

T= BT XT Ke xT GL (4a) 

T= BP xT, Kx OS Cb) 
XU EN, Na MBSE, um 1,2. 1s TENN 的 子 集 ， 使 N,N Ni, ,的 任 
RP BARU erneut, Ja EEN, UN, U UNON Nu RBS UJ, U 
UF -() fib. T.UO, 2= 1,2, R41 BRCM R ODMRE RABI 
能 的 这 种 子 集 上 求 取 。 

TEMA, AEM BL NS G =G, UG, U UG, G'-Gu, WEILE 
到 。 

Watanabe (1961) 导出 了 一 种 适用 于 G.: 是 一 个 割 集 或 为 边 不 相 接 制 集 之 并 的 特殊 公 
式 。 但 是 ， 其 结果 是 不 正确 的 ， 原 因 在 于 他 用 并 的 运算 代 兰 了 环 和 运算 ， 并 且 定 名 了 ,1 为 
a UT, Ue CS) RIMER T RAEAN EH 天,1。 因 为 他 在 推导 该 公式 时 首先 利用 加 了 
WONG AY SEB E.R es JH ONUS By Pr Be RD bb it 柯 西 定理 ， 内 此 ， 不 难 找到 仙 的 错误 
不 因 。 其 第 一 个 错误 是 由 于 在 主 行列 式 的 拉 普 位 斯 展开 中 ， 并 不 是 所 有 项 均 为 正 。 第 二 个 错 
REBAEMURRERLM fk Gea 的 关 歌 矩阵 的 非 硒 异 子 矩阵 所 对 应 的 子 留 是 
Tt1(Jr+1)， 这 正如 我 们 在 本 定理 中 所 定义 。Roe (1961) 也 指出 过 他 的 第 一 个 错误 。 上 述 定 
理 的 一 个 研究 过 的 完整 例子 可 在 Chen (1903 b) 的 文献 中 找到 ， 此 处 从 酶 。 

值 拓 指出 的 基 ， 在 最 环 和 运算 之 前 ， 在 (-) 式 、(2) 式 与 (4》 式 中 所 产生 的 所 有 项 并 不 全 
AHF. MPRA, ARSENE HEN LE BURT 
与 补 树 的 过 程 之 外 ， 用 计算 机 来 分 析 图 形 的 规模 也 受到 涌 制 ， 因 为 人 们 必须 在 计算 机 的 存 贮 
器 中 保留 所 有 树 或 所 有 补 树 的 集合 ， 并 且 需 要 对 照 检 查 每 一 个 新 树 或 新 补 树 ， 帮 其 是 后 为 重 
复 项 。 因 此 寻求 避免 重复 项 的 条 件 是 非常 有 意义 的 ， 并 且 其 结果 也 非常 有 用 。 我 们 将 在 下 一 
节 中 较 详 细节 进行 研究 。 

2,1 一 个 集合 的 基本 互补 划分 

在 这 一 节 中 我 们 将 首先 定义 一 个 集合 的 “基本 互补 划分 ,然后 给 出 试验 其 是 否 为 基本 互 
补 划分 的 简单 面 有 效 的 算法 。 把 这 种 划分 方法 应 用 于 无 重复 地 产生 树 与 补 树 ，。 将 在 下 一 节 中 


讨论 。 
定 炙 1， 一 个 集合 Vi 的 划分 , 沁 作 PAV》, 它 是 Vi 的 非 宝 子 集 1: 的 集合 ,T=1,2,…, w, E 
Vii UT, U U Fas (5a) 
LOLsH, WAZE, (5b) 


lZucemw, MAMTA, CNL) =1， 此 处 ecIN 7.) 如 以 前 那样 ， 表 示 IN 1 之 元 素 的 
AK. WV wa MTR BATH HPV) HARRER, BLAH SDR, 

显然 ， 对 于 一 个 给 定 的 划分 ， 可 以 有 不 中 一 个 SDR。 

定义 2， 一 对 划分 PCY O BP' OZ) HEC LEV, POV, BEV LP TR 
使 得 [与 IT 一 分 别 是 P7(Yi 与 BY 的 SDR， 则 称 其 为 相对 于 ; 的 互补 划分 由 处 1 一 {让} 是 
Va- OH, FARR 

BBR, OPV) aC PPV) = R+I。 注 意 一 般 说 来 在 js COPY) PV 不 
等 于 CLP Va), P.) 

EXI 如 黑 椒 存在 CyEP UD, PDI, ERE NES PR, PD 与 P”(D 分 别 是 
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Pv PUY, OSPR, m$ COIP VO, PCV, IBAA HRS, 

PR £4UE X ARB TD! 5D", EPEC (V), PU 7 BA A 
互补 划分 。 

CLP (Vi), PVD, & TTT) DEP’ (VO SPV RSDR, AR 5R 
PRP VORP UV: FR, MI FD’ SD EJESE X. 

DCR) = (p" ip" HEP TCV eH, FER eger Ep” Se! - 7 n Dade A), 

DUR ye {0 POPC, ER PRR Ar", fe r- rtn OD xx 
非 空 集 } 。 

有 了 时， 上 述 类 型 的 运算 需 恒 复 多 次 。 为 方便 起 网 ， 令 D, (R)=D’(D” (DR), 
D,(R’)=D"(D,(R’3), Da (R) = D'(D'C(D"CR?)3 >, BUR DCR") =D’? (DR), HP 
到 盘 情 沉 基 自然 的 ， 无 需 作 进 一 步 的 说 明 。 

EPV SPV oh, Se SP REN, BP’ np" DIL. Sudo, PME 
Dip?) SD" 中 使 Dan BH GD.) AR We 2 的 最 大 整数 ， 利 用 这 些 定 义 。 我 
们 现在 给 册 一 个 重要 定理 ， 可 以 用 订 作 为 试验 CiCPZ(7 ), P VOJERARI R 

& RA EHE, 

XH. (Chen 1980 O, SBEN, DL CP OWRD, CP ste nz, s [ss 

y- 1,2, [1 +i) FAB ERAD, DVD RD (DSH SS 1,20, { HEA 


+ 与 9= nass [ fon), abt ober teni AH, MEDR) =D R) 与 


D,G') = DR”), 4 B [494 B' = PV, RB = PTV I, CLP), PCV] 是 基本 
互补 划分 。 
作为 一 个 示例 ， 念 PCY = (05:2,8:3,6,754,8,9.20, 11,122, PV} 9 (6,657:8; 

9; 4,105 3.11, 1.2:121， 此 处 分 导出 来 分 于 各 子 集 ,而 一 个 子 集中 的 各 元 素 用 逗号 来 隔 开 。 
这 一 对 划分 相对 于 元 素 12 减 补 ， 因 为 字 在 着 一 个 V., FRU, 2, 3.4, 12), GRE 了 与 
I- 12] 分 别 是 P Fs) 与 PYCV SDR, AIR WAT A P = (9,10, 11,12} 与 p”= 
{1,2,12}， 我 们 得 天 下 列 非 空 集 。 

D'ip/)5 (8:4,1043,11), 

D'(D' (o) 2 D'(9; 4,10; 3,:1 = (3,6,7:4,5), 

DDD (p^ 2) = D'(3,6,7. 4,5) (53 81 Thy 

DIP s (1, 2.87, 

D'(D'tp')) «D'(1,2,8 = ((8]) 
因此 mm = 3 与 un= 2。 六 为 根据 定理 3 

BaD PUD Cp") Up = PVD, 
MAC PCV 2), POV, EER APS, TAREE MR HED TM Vo 中 的 任何 一 个 
元 素 ， 都 将 成 为 基本 互补 刘 分 。 正 如 我 们 在 下 列 定理 中 见 到 的 那样 ,一 般 说 来 这 也 是 正确 的 。 

定理 4， 如 果 C,-P VO, PV EERE M 

CLP’ (Va), P'C 33s CCPC POV (8 

BSED 
1101. 


FR, HEKER CLP) ,P'C )] 与 参考 元 素 j 的 选取 无 关 。 为 简单 起 见 ， 
我 们 把 它 记 作 CCP’ Qu, PCV) I, 

推论 ?. 当 且 权 当 CIPY(V,),P'IVi)I 是 基本 互补 划分 时 ， 则 CIP'V;),P*!V)] od 
本 互补 划分 。 

换 句 话说 ,只 需 列 出 一 些 足够 大 的 k 什 的 V: 的 基本 互补 划分 即 可 。 无 芽 全 部 地 列 写 它们 ， 
列 出 一 半 已 足够 ， 另 一 半 基 本 互补 划分 可 利 四 交换 P'CV,) 与 P*CVs) 的 位 置 即 简单 地 得 到 。 
基于 上 述 结果 ，Goyal (1971) 已 经 写 出 了 一 个 计算 机 程序 。 他 还 列 出 了 &= 6 时 的 全 部 基本 
互补 划分 。 这 对 于 大 多 数 实际 网 络 已 足够 了 。 

2.2 FMM A 

BE, RTE RAR APR ae, BAS See a, 为 了 可 以 
MPGORPMERORTURUEBI D, RIER SAS TTE Be A SORS R. 

推论 3 . 


了 = BT PVA) XT (PVA), (O80) 
TPP (Vad) xT (PCV, )), (76) 
HARP VBP CV EV PRM F i, 的 互补 划分 ， 环 和 是 对 所 有 可 能 的 Ca CPV), P^ 


(VaR. 

最 然 ， 在 取 环 和 之 前 ，7(q) 中 的 每 一 项 或 者 是 一 个 树 ， 或 考 是 至 少 包 含有 一 个 回路 的 子 
图 。 如 果 它 是 一 个 具有 回路 的 子 贺 ， 则 这 种 子 图 必定 出 
现 但 数 次 。 这 一 点 对 于 (75) 式 也 类 似 适 月 。 因 些 如何 利 
用 定理 1 来 无 重复 地 产生 树 和 补 嵌 的 门 古 便 简化 为 开征 
一 类 互补 划分 的 特性 的 问题 ， 这 种 互补 划分 不 会 产生 至 
少 包含 有 一 个 世 路 或 -个 制 集 的 于 图 。 这 一 类 站 分 实际 
上 是 集合 Y, 的 一 类 基本 五 补 划分 。 

定理 5 (Chen 1969 e)* 

T= UT/CP(V,)) x T'CPQ/ 2, (80) 

P= TP EV) x TPV D, (85) 
APOL V), POV OSSA BARD, BOE 
对 所 有 可 能 的 CLP'CV。),P* (Vs OUR 图 ! Apara EA 

本 定理 访 证 明 与 几 个 研究 过 的 例子 可 在 Chea 《19?11 的 文中 在 到 。 

一 个 类 似 于 (8a) 的 结果 曾 由 Mayeda C939» 8 Hi, Æ, b ER AS 
充分 的 。 对 于 >>? 的 情况 ， 他 提 坟 的 条 件 是 不 充分 的 ,构成 y。 的 一 个 非 基本 互补 划分 的 反例 
是 不 难 找到 的 。 

例 1. 研 究 图 1 中 所 示 的 图 。 谈 图 Q 可 沿 节 点 3、4 与 5 分 解 为 两 个 子 图 "= eeneres 与 G”= 
ses646s。 从 定理 5， 我 们 有 

THT! (34,5) X T' UT! x T' (4:5) UT (944,8) XT (3,9443 
JT? (3,554) x T'(G AE UT/0(3:4,8) x T(3,4:5) JT (35455) 
X T(354,52 UT/ (3,4) 5) X T^(3,5 4 UT'C3,5 D X T'C9.4,5) 
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Ue sey eg es EBC, Ogee} 

ELA t, PHOHUAAT AMELIA, DRC AOR BR, xx 
RBEHEA, ANAM E FLERA, Th, POE ABR, RARR 
项 数 大 大 减少 了 ， 而 且 各 项 都 站 一 些 “ 较 少 ”的 项 ， 主 算 每 项 所 需 的 计算 重 也 较 小 。 

用 于 特殊 类 型 图 的 生成 公式 也 已 经 作 过 研究 。 利 用 一 个 总 双 品 网络 的 天 络 参数 与 局 部 双 
口 网 络 的 网 络 参数 之 间 的 标准 关系 ， 当 这 些 网 络 呈 级 联 、 并 联 或 囊 联 时 ，Kim(1959) 导 出 了 
原始 网 络 与 局 部 网 络 之 阅 的 拓扑 关系 ， 并 有 旦 表示 成 篇 单 的 形式 。Myers (1867) 研究 了 局 部 
双 口 网 络 是 级 联 的 情况 。 他 甸 和 应 的 连通 片 的 子 铸 泡 章 复 而 引起 的 多 余 项 ) 提出 了 无 互感 
的 无 源 双 口 网 络 级 联 的 树 的 生成 公式 。 当 然 局 部 双 口 网 络 是 客 彩 网 络 时 是 其 一 种 特殊 情况 。 
适 肌 于 格 形 网 络 级 联 的 生成 公式 厦 由 Layion 与 Frisch (1964) 得 出 的 。 更 近 Chen( 19583 
推广 了 Myers Move, EREET- TUE HUS SS AUAPEREA A N ORM ORE H 
PRAREMEHA TAREE, SOT SE OUT POP RRR, 
Hy Arango 等 人 《1970) 得 到 过 一 个 生成 公式 。 但 是 ， 与 Chen AAR, (bEDTGpRGET 
格 论 。 

2.3 一 个 重要 的 特殊 情况 » 

把 一 个 图 G 分 解 为 G" AG", HAG RC 仅 含 一 条 边 ， 是 一 种 很 简单 的 方法 。 如 果 我 们 
把 这 一 过 程 更 复 应 用 到 C 与 SY 上 ， 从 挫 论 ! 我 们 将 无 重 医 池 产 生 G 的 全 部 树 。 换 名 话说 ， 如 
3RGBS— ^ AE VLeXEEC IH, MAN DUO OR Brio Vel BET E bp weet, ME Gto. 
q ) 是 从 G 中 利用 得 接 所 有 包含 在 9. 中 的 边 《 殉 志 由 此 而 产生 的 所 有 自 环 )， 捧 后 移 去 包含 在 
9: 中 的 所 有 边 而 得 到 的 图 ， 此 处 81 与 8: 是 G 的 两 个 边 不 相 接 的 子 图 ， 则 7' 的 各 元 案 与 G Ce; 
4$) 中 的 丁 有 一 一 对 应 的 关系 ，T" 是 G($;e) 中 笠 的 集合 ,如 果 重 复 地 把 这 一 过 程 应 用 在 Ge, 
DKG; e) 上 ， 我 们 将 无 重 揭 地 产生 全 部 树 。 

上 述 算法 最 初 是 由 Feussner (1902,1904) 提出 的 ， 回 时 由 Percival (1953) 8B hou 
用 过 。 这 一 算法 还 由 Seacar (1963 a.d), Zobrist 和 Lago (1965),Minty (1965),0'Neilfl 
Slepian (1966), LaPa:ra 和 Willis (1967), Holt] Fiedler(1968), Chan Aj Chang(1968), 
Ardon ## Malik (1989), Amoia 和 Cotia?ava (1969) 级 述 成 各 种 形式 。 事 洋 上 在 第 二 部 分 
中 讨论 过 移 Foldene 算法 也 是 这 种 形式 的 变型 。 最 近 ，Hattori 和 Sasaki (1970) 成 功 地 应 
用 这 ~ 原理 来 计算 一 个 给 定 图 的 具有 规定 数目 的 独立 加 路 与 连通 片 的 于 图 。 

这 一 算法 也 由 MeJLroy (1969), Fernández (1969), 以 及 Catts 17 Malik (1970) 789% 
计算 机 上 执行 过 。 下 面 ， 我 站 将 证 明 T FUAT 无 重复 地 产生 。 这 一线 果 使 数字 计算 机 上 
实现 这 种 算法 得 以 简 亿 。 

令 Q,(e) 是 从 G 中 树 ! 的 一 条 棋 支 e 向 定义 的 六 荐 集 ， 令 Qs 是 G 的 节点 ;的 关联 齐集 。 

定理 6 (Chen 1969 ib, WEEGEE BOSS, M 

Tre (i, t= (te Uen i ET m, FEO, Cen Qu, e He} (9) 

证 明 : RET PEA — ToS BE HDIEIRERUS PEM, ARTEA 上 -4e， 它 必定 包含 有 
EAEC, MBAR o eel =i! EA, ETH POOR be Sex C 
WRH, CHPARMARR, HA EQO n Qop, RERET ADLER 
3), FRAT SR. Bk. TOS RET DELSUE SERERE E. 

LOA Ea LRT EBT de Bre RT ng Tj LEUR, RI DEBE SA 
假设 i 是 本 的 一 个 持 ， 并 且 由 .上述 过 程 它 忠 现 不 正 一 次 ， 则 至 少 存 在 两 个 不 同 的 边 e :与 ez( 以 
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节点 作为 其 一 个 端点 )， 使 得 (1 会 e1) Uere Ue, WCS Ves i@e,) Ue Rr 
的 不 同 元 素 ， 这 将 意味 着 e 1 与 e, 二 者 都 包含 在 仅 一 的 回路 ft Je 中 ,这 显然 是 不 可 能 的 。 于 是 ， 
定理 得 证 。 该 定 还 的 几 个 示例 可 在 Chen( 1969 d) 中 查 到 。 

3. 利 用 初等 变换 来 产生 树 和 补 树 

在 本 节 中 ， 我 们 将 指出 如 何 使 用 初等 变换 来 产生 一 个 图 G 的 衬 及 补 树 集合 。 

$' EC BW, eC ih. BRE, NEL TEN 

e,Ut-e,=f! (10) 
RAMS RR, SP RCM, ck, Ee UNP, RETUREN 
Renae, Me BEM, WPT RRR RE Be 
C CIE CE So LR] E. 

类 似 地 ， 令 5 是 G 的 一 个 六 宰 ，。1 是 G 的 一 条 边 但 不 在 中， 那么 下 列 运算 

e, Ul-e, = : an 
WOSEDSRARRISEER, VEC AR 6. 是 ; 的 一 条 边 。 如 果 e: 与 :包含 在 相对 于 + 的 相同 
的 广 央 集中 ， 则 ?是 离开 焉 离 为 ] 的 G 之 补 树 。 

定理 7。 在 一 个 连通 图 中 ， 其 任意 两 个 树 ( 补 树 》 可 运 过 有 限 次 的 初等 树 ( 补 树 》 变换 而 
互 想得到 。 

该 定理 的 证 明 是 很 容易 的 ， 此 处 从 略 。 

很 清楚 ， 定 理 7 可 以 用 来 产生 一 全 图 的 全 部 树 与 补 娃 。 人 以 是 这 种 方法 所 产生 的 树 与 补 衬 不 全 
然 是 相 异 的 。 根 据 这 一 原理 ，Bercovici 4 A (1953) HALGOL 60 写 了 一 个 产生 檬 的 计算 机 
FRY, FARCE MAT BS. 

H5, Waianabe (1960) 提出 一 种 称 为 扩展 变换 (spread transformation) 的 计算 方法 
DRAG 的 持 的 集合 。 事 实 上 ， 这 种 扩展 变换 是 初等 树 变换 的 一 个 子 闫 别 。 对 于 一 个 给 定 的 
本 ,众所周知 主 少 有 两 个 康 数 为 1 的 节点 。 令 i 是 ! 中 的 一 个 此 种 节点 。 如 果 ejy 是 ! 的 一 条 这， 
i 是 其 的 一 个 说 点 ， 所 请 相对 于 i 的 扩展 变换 ， 意 味 着 进行 (t ~ ey) U ex 的 运算 ， 此 处 9 是 G 中 
划 点 i 的 关联 宙 集 94 的 一 条 边 ， 且 e; 天 es。、 显 然 利用 这 种 方法 所 产生 的 柑 不 全 部 是 组 异 的 ,而 
县 这 种 方法 不 会 产生 G 芍 全 部 械 。 

StL PHECH— TM RIMS, MACH fo Uo。 还 令 B 与 E4 分 别 是 在 i 与 1。 中 包含 
有 4 条 边 的 子 图 .正如 第 二 部 分 8 6 中 所 定义 。 令 4B;) 与 E) 基 6 的 一 个 树 与 一 个 补 树 ,使 得 

© HEDNE SE, (122) 

: HE) t =E, as) 0| 
特殊 好， 我们 定义 f(E6) = 7 HUE) ius RHTRAT ED) STO I ERGO 5$ 
AMER, Heb, BAT ED = (UL STIEQ = (0). RB, ESE WRENS 
pR BBE. RE, EDE- TRF ERAIN, TE ) 是 离开 fo 距离 为 9 的 

” 笃 的 集合 。 这 对 于 EE) 与 7CE,) 也 类 似 成 立 。 注 意 我 们 在 此 处 所定 义 的 某 类 树 与 补 桂 的 符号 
与 前 面 定义 过 的 G 之 k- 树 符号 之 间 的 差别 。 

因为 TED NTE = H REESE AGLI E153 E, eS WU PAS IBI P EH RE, CHB AL 
Vim PRUE. DOS PS dH LARES. 

定理 8 . 


3e) 


ESL 


EE =o, Hx, OW 
TOE;) = (eid x 8TCE ~ 215) /3P ey, 35) 

武 中 eis EL FUR RSA, Potte PERY BRL ERR 

EH. (130) UWE DETAR. ODREKNE —H 0 Me Cg T DECRE 
HB, METEN HETRE, Uy RULE ERASER, 

FRE, RSORTINEN RE BAG, AUER ELBE Fujisawa (1959) 成 功 地 应 用 
于 有 源 网 络 的 分 析 上 。 

定理 9. 


P= UY, (4a) 


Da 


式 中 Bu = 内 BYIE1YR Q,, e exon, 
TC = (e) x aTCE, -eA Q, te e), a«6) 


ACRE RRA, OQ, 《ec) 是 在 G 中 相对 于 !。、 上 有 出 二 的 e 所 定义 的 /- 割 集 > 

注意 (13) 式 或 (L141 式 与 第 二 部 分 的 16) 式 或 (1 esum m p e 

LRAKMLRRAA TH EMME, SRP ERK ~AT EM TE) Shy 
BL. AUR JH ET MT APR Pee ab BRE, CA GE ERAH 
BBR SOMA) BITES) T OE ,它们 可 以 从 离开 i ile FERRO 0 — 1 的 几 种 不 同 的 
Piso em SE. (2), C135 55 MOP EDU RUE E, B-REN AIA 
FE, MEEK BE, BID, El = eba es I= 1,2, m, RERNA CREE UA 
FRR RR BL, NBR ATT FE LO A Op Dp P RERA FA Ma yyeda 与 Seshu (1965) 
RR Ie, PO. RRETH -AR ATI Re TS 
的 证 明 与 解释 ， 

3.1 无 恒 复 地 产生 树 

在 本 节 中 ， 我 们 将 提出 一 种 从 离开 一 个 基准 树 之 路 岛 为 1 一 1 的 入 产生 雇 开 其 距离 为 8 的 
树 的 有 效 算法 ， 且 没有 重复 而 引起 的 多 余 项 因为 补 硅 的 情况 完全 可 用 类 贞 的 方法 加 以 处 理 ， 
所 以 我 们 仅 研究 产生 树 的 情况 。 

令 f，=215s…et 是 S 的 一 个 基准 柄 。 令 E,= eres,…ess 是 to 的 一 个 子 图 。 记 MED CR 
一 个 树 ， 使 得 

HEDA ta = Ey a5) 


注意 (12) 与 (15) 式 之 问 的 差别 。 因 此 ，t(E) 是 离开 t。 工 离 为 "~ 4 的 一 个 树 。 还 令 T(E) BG 
中 形 如 +1) 的 树 之 集合 ， 它 曾 在 第 二 部 分 中 的 <162) 式 中 用 过 。 如 果 1 是 6 的 一 个 磺 , EMA 
HBA, MEO, BRASH. EA ZAAT ey n/d. 

3M STAGE, HMR. MAT EDN STR STING RR —— NMA 
Re 

定理 10 CMayeda 与 Scshu 1965). WRF, =e e, e RR EE ERS, HUM 的 每 -~ 
PPR er n6 (m 21,2, OREN, FAR EH eibi ti SS Kig HU 
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TU) = tty t= Be, Ue P f TB, DP, eOe) D Oyler OR 
eee i ATED OTE) EEM a6) 


SARME +E, q,p-1,2,,7 

证 明 。 不 失 一 艇 性 地 我 们 假设 给 定 图 G 的 每 条 边 沟 包含 在 某 不 回路 中 。 如 果 不 是 如 此 ， 
我 们 可 研究 从 SG 中 把 所 有 非 辐 跨 的 边 进 行 短 接 而 得 到 的 贸 G*。 因 为 非 回 路 的 边 必定 属于 G 的 
每 一 个 树 ， 显 然 (16} 式 也 适用 于 G*。 为 了 保证 G(5。，E,_,) 的 连通 狂 ， 这 一 假设 是 必要 的 ， 
因为 我 必须 涉及 到 有 关 f- 制 集 。( 否 则 ， 我 们 必须 应 用 标的 粘 念 ， 然 后 再 定义 /~ 制 集 )。 为 方 
便 起 见 ， 令 GCB,，E,,) 的 畔 分 为 包含 边 e: 的 树 T*，:，a =i， 以 及 不 包含 边 8, 的 T7.， 还 令 
OEGE, ET AIRE, AYERS PR, REARS Ole) RA 
GO, E p TEE. Bae pR cenis sup mE, 

RE, 4G. 5G, BMGBATO, Ce ONU BRT, fide ES. 必定 全 部 邮包 含 
EG RG P, HAEE, e ECR-A ERTA. ARES EG, Bethe. ni, e E 
G,m, WARBER RIH: 

Thos Ut tt C" Qe) Ue t ET, eFEQ (ed OH, e, Ee) 
WRN HEB 1, Ha ae BSS. 

On kes) NO Ce.) = OT Ores ts On» 
WEA T LL BIG ST IG EM TE, HOLDERS, Abt LIU EL 是 G 中 
APB GU PERE A. ATOR, CTCL EAR U CO EE Te (TFs B 
NTL TER OER, MRR CO AI A DUET RS TB 中 
的 元 素 ， 在 进行 一 些 简单 的 代 换 之 后 ， 便 得 出 本 定理 。 

在 第 二 部 分 (定理 5) 中 ， 我 们 已 用 矩阵 形式 列 写 了 这 一 定理 。(-5) 式 的 递 当 公式 在 应 用 
数字 计算 机 产生 树 中 是 非常 有 用 的 。 因 为 它 提供 了 一 种 移 代 地 产生 树 的 理论 基础 。 且 不 会 产 
生 由 于 重复 而 引起 的 多 余 项 。 基 于 这 一 算法 已 出 Seshu 与 Wexman(1966) MA Stehman 等 人 
(1969) 写 出 了 一 个 计算 机 的 子 程序 ， 它 作为 大 开 泣 络 秦 障 诊断 程序 的 一 部 分 ， 景 初 是 用 

. IBM7094 型 机 的 FAP 语言 写成 ， 而 型 在 用 的 第 二 种 形式 还 基 用 IBM 7094 机 ， 但 采用 的 是 
FORTRAN IV 语 言 。Mayeda EjSeshugg Jy G H Paul C167 HE] BIP EAT Fa d S E C 

这 种 方法 初 看 起 来 人 们 似乎 必须 检查 2 ARRIRA. (BUE. WREAKED 
个 空 集 ， 那 么 以 后 的 替换 可 不 必 再 检查 。 因 此 一 般 地 说 要 恰 查 的 符 换 数目 并 不 基 2， 但 这 不 
是 所 需 的 六 对 最 小 值 . 当 一 个 网 络 是 有 源 网 络 册 , 刊 用 初等 树 变换 产生 树 的 附加 优点 表现 在 相 
对 于 前 而 的 树 来 确定 每 一 个 树 的 符 导 比较 容易 【例如 TaIbot 19550,3308 T HR Aw WU 
景 后 ， 我 们 指出 这 种 方法 需要 产 和 一 个 基准 村， 这 在 机 村 
上 是 容易 笋 到 的 ， 和 需要 人 们 根据 该 定理 来 原 记 该 基准 权 ， 
这 些 也 总 基 可 能 与 容易 做 到 的 ， 并 且 需 要 人 们 对 一 个 给 定 
的 树 计算 广 割 集 ， 这 还 是 容易 做 型 的 。 由 一 个 机 所 定义 的 
天 特集 矩阵 可 以 简单 地 有 一 个 任意 割 集 纸 阵 〈 和 用 用 相应 于 
该 树 的 树 支 )》 加 上 一 个 单位 矩阵 而 得 到 。 为 此 且 的 ， 在 第 
二 部 分 的 $7 中 曾 提 出 过 一 种 算法 。 Bi BAH BEDE Ot ook eB 

A PRB, 5-656. 
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One =e yee, Olen) Len, 
Ones) = esescn Dute o = eyes 
AHL, xbpe-1, SÜD. 
T(eyese ) m ts $= (Be, Ue,t' s t, eeeh, esse) 
= {EEEE 
T(e,es2,) = (eee ee}, 
T(e,e,e,) s {6 C26 gla, eicseiesh， 
T(e,e,05) = (2 ,22€08 5) 
BULGH AIF! BR LM RST 为 
Ty (e,eie,e,, Cx gl gy €,€,9 Eg, PEE es, eezesee hr 
办 于 4= 2， 我 们 有 
Teese = Ug t= (i Geese, 
=H, 
Pleas) = le eae eels 
Tests) = (e, eset), 
They) = (6 ese stoi 
T(e.es) = ieescses}s 
T(e,e,) = {E1828} 
Wb, AF BM wen RATA, 


T= {eaeiesee exexesee、81242560， PLESE gly, 2502022) 


对 于 9= 3， 我 们 有 : 
Tle, 2 (t f= (Be Ue, t^ se,e,e,2,, CEEE, (Neres 中 , eHe} 


P= 2,65¢,Cg, CHEE C. l Pres B, eHe} 


2H. 
Te = Tte) 2 Tte) =H, 
然而 ， 没 有 离开 # ASM. Ak, CHRRAT ASO, 
Tat UT UT JTa= {4} LT UT, 

3,2 SB 

—^ EG i p EA E DAE AR ETE RRRA LA REB JE h Watanabe (1960) EA RD, ERZ 
tC oce dem Wr, MIMS WA ROT Ma SBR, SERAN Fi A OR 
SRR, ER REE St LETS RS ER AX, Cummins (1966) fe x SP R B 
MH. ATHADH- TERANE ENTR, 

R11 Cumminsi965), WF—-TEPRSIPRHMANBRAME, KO f£ X£— 
Si, BE AIG aA BL AO he EE s 

XE E ER NGI, AVA A SIE. JF HChen (2967) ERRE Ain BER] TE 
R. BERAT- EXP STH SH, 在 包含 有 任 选 一 条 过 的 有 疝 图 中 存在 一 全 
了 哈密 尔 顿 加 路 。 注 意 有 向 碘 图 是 一 个 无 商 图 。 最 近 ，Kamaef1967 b) 把 此 工作 向 前 推进 了 一 
3p, HEMT THESE FARA A HER. 

Watanabe(1960) 37H. MRA MIERE Ehre AE — PHARM, 那么 也 就 得 到 
TEILE REB ES DM. Kamae(1967a), Kishi 与 Kajitani(1968) i a 
这 一 中 标 进一步 地 工作 ， 并 指出 在 一 个 树 图 的 完 睾 子 图 中 产生 一 个 吗 审 尔 顿 回 路 ， 然 后 向 这 
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SRR UR OE CRT AT ETC RAE, EL IE ES Se 
4 在 完备 图 或 近 于 完备 图 中 树 的 产生 
在 完 贫 图 或 近乎 完 委 图 中 列 出 上 所 有 可 能 的 村 的 问题 已 由 几 位 作者 进行 过 研究 。 星 热 至 今 
为 止 所 讨论 过 的 方法 都 可 用 于 这 一 目的 ， 但 是 有 时 为 了 改进 此 类 图 的 计算 有 效 狂 ， 一 些 特 殊 
的 方法 还 是 有 用 的 ， 有 时 是 必需 的 。 
A GJE- TOPE ROS DNA. BR, C 1 是 G, 的 一 个 完备 子 图 。 当 且 仅 当 G, 的 
个 子 图 是 包 - ;中 的 一 个 后 树 与 一 个 包含 有 G, 一 GG,- ,中 的 k 条 边 的 于 图 为 边 不 相 接 之 并 ， 在 训 
条 过 中 的 每 一 条 痢 与 &- 本 的 一 个 连通 片 相连 锭 陵 ， 风 该 子 图 称 为 G. 的 一 个 笠 。 因 此 ，G, 的 记 
有 树 可 用 这 种 方法 递归 地 产生 ， 基 于 这 一 点 ， 为 了 产生 G, wt, Hirayama 等 人 (1963) 为 
NEAC1103 计 算 机 编写 了 一 个 程序 。 在 非 完备 图 的 情况 下 ， 我 们 总 可 以 加 上 适当 的 边 使 之 成 
为 完备 图 ， 然 后 我 们 最 后 元 删 直 含有 这 些 添加 边 的 树 。 当 然 ， 如 打 一 个 图 接近 完 甸 图 ， 这 是 
一 种 令 人 满意 的 方法 。 
另 有 几 种 方法 可 供 使 用 。 正 如 8$ 2.3 中 所 提 到 ，Zobrist 和 Lago 的 方法 本 质 上 是 短 接 一 一 
移 去 一 条 边 法 , 元 需 再 作 进 一 步 的 说 明 。Char (1968) 浊 出 了 一 种 简单 而 有 效 的 构成 方法 一 一 
本 质 上 是 检验 G. 的 x -1 条 边 的 所 有 可 能 的 组 合 。 亿 的 方法 比较 容易 编 成 程序 , 但 是 需要 占用 
过 多 的 存 贮 空 间 。 下 而 ， 我 们 将 氛 述 产生 台 , 的 树 与 妨 树 的 简单 编码 法 。 这 种 编 玛 法 的 特点 是 
选 代 的 ， 同 时 设 衣 重复 而 产生 的 多 余 项 。 
4,1 编码 
达 接 G, 的 节点 i 与 j 之 交 的 一 条 边 用 划 或 ji 来 表示。 怒 果 存在 G, 的 并 列 边 的 话 ， 可 适 过 采用 
适当 的 下 标 来 区 分 。 如 果 1、j 与 8 是 G, 的 节点 ， 所 请 ij+ 科 ， 意 指 
ig xk) Greta ij tik as 
如 果 a、8、c 与 4 是 G, 的 节点 ， 我 们 有 
{a +6)(e+d) =ac c ad cóc bd 
换言之 ， 这 种 运算 与 实数 系统 所 定义 的 运算 相同 ， 只 是 不 将 它们 的 数值 合并 。 
如 果 91，9:， 与 9: 是 G 的 子 图 ， 所 泗 9:(gz +o.) XE 
91692 +93) = (Us + 8:08, = 919: + ds ae 
B= lites TERRES, = (0,2, PR, AS Zonen) EUIS 
FR ugh Sesksn, 
ES 


(4s Si)= Dib, (200) 
并且 如 下 地 定义 (To Die): 


(s Xi) Iu ZIA Z=) ew 


rile 16 z 
kZ, WEZ BAL WZ, R 
Mae be, Ho AA, (20e) 


AAD ENPA TEKLEK, 


Wy 
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在 下 一 节 中 我 们 给 出 Go 的 树 与 #- 树 之 问 的 关系 之 后 ， 我 们 将 给 出 上 述 编码 展开 式 的 几 个 
说 明 性 前 例子 。 

4.2 EE EP E BELL Kd 

在 这 一 节 中 ， 我 们 将 指出 前 节 中 所 叙述 的 编码 法 可 有 效 地 用 来 产生 Go 中 的 树 与 多 树 。 

定理 12(Chen1970) R PAn RRR EC ESen *) 的 最 后 展开 式 中 的 每 一 
顶 都 瞧 一 地 对 应 了 G, 的 一 个 树 ， 此 处 ?三 3。 

这 条 定理 可 对 G, 的 节点 数 用 归纳 法 来 加 以 证 明 。 

因为 在 S- ,中 的 一 个 整数 i 与 (5.-，; 中 中 整数 "的 交换 等 效 于 G. 中 节点 i 与 节点 5 之 标号 的 
互 换 ， 这 一 过 程 并 不 改变 G， 之 集合 ， 因 此 ， 我 们 有 ， 


推论 4 MRA iz RMN: 
(S13 828 (0; i), (21) 
RPL ARES H RI 
定理 13(Chen1970) HFA RR A R Ca 
Q ty tig tott) Qn 


Rr FER AR MRE- MD RET GL EL) EAT PERS TATA 
pio FAAP PAN ZEAG. HAWA, MEE, ART PUEDEN. 


Gs o-Ioo« X EU eejue Es) 


(ado bee 
zODGAGO + (14) €{2,3}s DOL}; 2 € G)CO2)3) 
*O2DOGOCS 152) 4+ ODGDG2) 143) 
PODBOJ 243) 
= (14) (243454) ADAD GD + DOGS), 2)+ (31) {2}; 21 
* (24) (012982) + 02) 315 D +632) CCl} se 229 GOEG23(2» 
£3) C2) DERDI 221 + (14) (24) 081 + 82) 
+ (14) (34) (21 +28) + (24734) (12 +18) 
= (14) (249¢34) + ODGD(GD + C14) (21K 32) + C1481 C23) 
4 (24)(12} (32) € CD (12) (BLD + (240 (222 (23) G4 032 (28) 
+ (34) (13) £21) + (949 (23) 12) + CO CHO (31) + (1496248) (32) 
+44) (34) (21) + (14) (34) C23) + (24) (34) O2) + (243413) 
在 上 述 展开 式 中 有 16 项 ， 每 一 项 都 对 应 于 4 个 节点 的 完备 图 G, 的 一 个 树 。 
Bla 列 出 5 个 节点 完备 图 Gu 的 全 部 2- 桂 风 1 3) 与 3- 树 i(1，3， 5)， 这 相当 于 计算 下 型 
编码 ， 
(2,4,5); 1+3)= 21-2322 (41 + 43) (51 +53) + (21 + 250 [ (42) (52) 
3 (42) (54) +(52)(45)] + (41 + 430 (24) (54) + (24)¢ 52) 
+ (54) (25) ] + (51 +530 (25) (45) + (25) (42) + 45)420 
+ (21 + 23)C41 4422052 +54) 
+ (214233051 +53)042 + 45) 
+41 4 43)(51 + 53) (24+25) 
TOXOR MOEGRHUNSON, Jupe NUEX NUT GIÁ ECUS e 


* 10$ ^ 


AH, RTA, 
(2,4), 1+ S46) = (21428 + 259041 443 +45) + (21 -23+25)(42) 
TOT 443+ 450243, 

在 最 后 展开 式 中 有 15 项 ， 其 中 每 一 项 都 对 应 了 -- 个 Gs 的 3- 树 :(1， 3, 5)。 

4,3 在 近 平 完备 图 中 的 树 与 政 - 树 ， 

不 失 一 般 性 地 我 们 做 设 给 定 的 图 G 具 有 :个 节点 生 未 包含 并 列 边 。 显 然 ,G 是 # 个 节点 的 完 
备 图 G, 的 一 个 子 图 。 如 果 我 们 在 (5,-，， 5) 编码 展开 式 的 全 一 步 ， 把 ,中 未 包含 在 G6 中 的 边 代 
作 零 ， 则 我 们 将 产生 G 的 所 有 树 ， 此 处 


Oli uv) = Gf +ev)0= OC) + 0Cuz), (23a) 
AG = G0 = 0, (238) 
or-js0-i (230) 


值得 注意 ， 不 像 Hirzayama 等 人 11963) 以 及 Zohrisi 和 Lago(1965) 所 提出 的 方法 一 一 出 去 
因 加 边 的 钳 只 是 在 最 后 一 步 进行 ， 而 在 我 们 的 记 活 中 ， 对 于 不 存在 按 的 代 堆 工作 可 在 任何 一 
步 进行 。 因 此 ， 如 果 在 展开 过 程 中 包含 有 零 的 各 项 光 可 略 去 ， 琴 此 这 一 过 程 不 会 导致 任何 多 
余 项 的 产生 。 这 一 点 对 于 G 的 所 树 的 产生 也 同样 成 立 。 显 然 ， 这 种 方法 可 以 应 用 到 任意 男 形 
上 。 但 它 羽 对 于 近乎 完备 图 是 比较 有 效 的 。 

5, 其 它 方法 

在 82.3 中 我 们 已 经 指出 ， 如 果 G 交 一 条 过 是 要 殉 分 的 。 则 G 的 树 可 划分 为 含有 这 条 边 的 
树 与 不 含 这 条 边 的 许 。 这 -点 的 简单 挫 广 是 ， 如 果 P,j 是 连接 G 中 节点 i 与 /的 通路 ，i 地 1， 则 G 
的 笠 集 合 T 可 表示 为 ， 

T= J(P4) xT'y QD 

式 中 是 G(P55 ONZE, HENCHMAN BMP RM, 

因此 ， 这 种 方法 可 用 来 产生 SG 的 全 部 树 而 无 重复 项 。 显 然 它 可 以 推广 到 在 有 向 图 中 产 生 
有 向 树 上 。 这 种 方法 已 由 Mason 与 Zimmerman(*960) 广 泛 地 应 用 于 有 向 图 与 无 向 图 中 。 基 于 
3X— RB, Brownell(]968), Fernández(1959»,Seppánen(1970), LL %Fry and Aatre(1970) 
编写 了 计算 机 程 序 。 

另 一 种 类 型 的 迭代 法 ， 可 称 为 树 生 长 法 ， 它 是 基于 下 列 原理 ， 从 G 的 任意 一 个 节点 开始 ， 
仍 设 这 一 过 程 有 8 次 重复 ， 且 得 到 一 个 无 网 路 的 连通 子 图 9 。 在 第 (R+ D 次 选 代 中 ， 在 9 上 
WEG-g 的 二 条 边 ， 使 所 得 子 医 仍 是 无 回路 的 连通 留 ， 延 续 这 一 方法 ， 直 到 最 后 产生 一 个 
树 为止 。 因 此 利用 一 些 蒋 记 的 方法 ， 它 可 用 来 产生 GC 的 所 有 树 。 利用 这 一 思想 ， Kim 等 人 
〈1960) 编 制 了 - -个 程序 。 这 一 程序 可 适用 于 带 揽 数 支 路 导 纳 、 节 点 数 达 到 14 的 网 阁 。 它 也 可 
以 用 来 分 析 大 型 网 络 ， 但 是 需 首 先 将 网 络 分 卿 为 一 些 二 端子 的 子 网 络 。 
事实 上 ， 由 Hirayama 等 人 (1963)，Bersert1967)， 以 及 Char(1968) 所 提出 的 方法 也 有 
这 种 优点 。 

景 后， 我们 要 指出 ，Malik 和 Leet1967) 以 及 Malik(1970) 已 经 利用 复合 矩阵 的 方法 来 产 
生 皇 ;Myers 和 LaPatra(1965) 箱 用 度数 的 要求 米 产 生 不 同形 式 的 梢 ，Myers 与 Auth( 1965) 
已 给 出 用 王 氏 代数 法 产生 树 的 例子 ， 以 及 Zobrist 和 3ong(1967) 痊 出 了 产生 k&- 树 的 例子 。 

6. 其 它 的 一 些 研究 

除了 至 今 所 提 到 的 一 些 计算 机 程序 之 外 ,现在 还 有 几 个 程序 可 供 利用 。 在 第 二 部 分 $ 7 中 
Bb EE E O HrReoRIMurti(1969, 1970) DLE Li(19722, di Chan 和 Chang(1970) 以 及 
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Fernandex(1969) 845313 Fi S CT— A TE o BL Ec Fernández (19693 EAE 代数 
法 在 计算 机 上 执行 过 ，Fernindez 对 这 些 方法 作 了 比较 。 

SAE SRT RMA BRENT AM, Jd, Waranabe(1958, 1969) 以 及 
Mayedat1957,1958) 写 出 了 计算 机 程序 。 对 特殊 类 型 结构 的 团 , 产 生 其 树 的 问题 已 由 Burstall 
(19655,1969), Dawson{ 1967), Zobrist 和 Barbay (1968), Ardon 和 Malik(1970), Blazhkeyich 
和 Mikhailova(1969a,b)，Brown(1971)， 以 及 Krishnan 和 Shenoit19790) 作 过 研究 。 

E 论 

在 这 三 篇 连续 论文 中 ， 我 们 已 经 指出 文献 中 所 叙述 的 关于 类 与 补 煤 产生 的 大 多 数 现 有 结 
时 ， 初 看 起 来 它们 的 表现 形式 是 不 同 的 ， 但 是 可 用 下 列 四 种 方法 来 列 出 公式 : 

CO) ERASE, CHET WER. HERE, ARS WRK 与 矢量 法 。 

(ii) 矩 中 公式 法 ， 它 包括 了 同 号 行列 式 法 ， MAA 法 县 及 主子 矩阵 的 汁 算 。 

Gib RIB HAE. 

Gv USHA Ed dede, EQ TEASE : 

Buk, ATERRAR, MIRA -HA-B, RAM OK AUS 

虽然 没有 一 种 “最 好 ”的 方法 可 加 以 推荐 ， 但 是 可 对 上 述 四 种 方法 华 出 -- 般 结论 。 iA 
发 数 法 是 精巧 的 ， 且 它 自 然 他 导致 了 图 形 的 分 解 。 但 是 这 种 方 活 因为 产生 了 重复 项 ， 通 党 为 
了 消去 重复 项 而 极 赛 时 向, 所 内 光 实 用 从 六。 从 阵 法 是 基于 主 予 第 备 的 计算 以 及 基于 Mayeda 
HjSeshugy I SEBEIEBOE RAM. BERITANE BA BRK, 
其 数 月 可 达 百 万 个 。 因 此 无 论 一 种 算法 多 么 有 有效， 人 们 芭 须 产生 许多 树 。 例 如 Stehman 等 人 
《1969) 列 出 了 一 个 苞 个 节点 29 葵 了 边 的 实际 网 络 ( 图 )， 它 包含 了 187970 个 树 , RR Mayda 
与 Seshu 法 (1965)， 在 -- 合 IBMT709jJ 数 字 计 算 机 上 产生 全 部 衬 所 起 的 时 划 荐 1985 移 。 内 此 将 
一 个 很 天 的 图 和 进行 分 解 的 优点 是 明显 的 。 这 不 仅 大 大 地 减少 了 项 数 ， 而 且 各 项 都 基 较 小 的 量 
级 ， 计 外 每 项 所 需 的 计算 晶 绞 小 ， 因 为 这 些 树 都 写成 为 信 卡 儿 乘积 的 形式 。 事 实 止 ， 我 们 通 
EXAM SPARSE, WHE SAR SAE RRS AM Ae, 

记 为 过 去 的 许多 研究 工作 是 在 不 同时 间 、 不 局 地 点 作 的 ， 淹 来 把 过 类 的 重要 贡献 进行 统 
ERAT, JERR LEK, BMY OS PER eee A 
LE 
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十 、 有 源 网 络 拓扑 分 析 l 


本 文 证 明 - - 般 网 络 的 行列 式 及 其 佘 子 式 可 以 借助 于 “有 向 树 ” 及 “有 向 2- 树 ”来 计算 ， 
这 里 没有 符号 问题 。 这 种 有 向 树 和 有 向 2- 树 的 儿 积 将 自动 地 给 出 正确 的 符号 。 此 外 ， 这 种 方 
BETAS RRS, WS. NMR TCR I SREB 
BRR S7 A S A Fa MF AT PD Sc oD A i ES TE 2n TRE F6 DR 
网 络 的 树 及 2- 树 。 
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中 网络 拓扑 分 析 得 至 广泛 应 用 的 原因 在 于 它 不 仅 以 非常 直观 的 方式 显示 出 系统 中 所 研究 
的 各 个 变量 之 间 的 因果 关系 ， 而 且 为 计算 网 络 行列 式 以 及 余子 式 提供 了 一 条 捷径 ， 因 为 它 避 
免 了 网 络 行列 式 的 计算 中 所 存在 的 对 消 项 。 近 年 来 对 扰 疏 公式 之 兴趣 的 增长 主要 是 由 于 这 一 

推导 一 般 电 网 络 拓扑 公式 的 三 种 方法 ， 众 所 半 扼 是 用 Mason[1]，Coates [2] 和 Mayeda 
[3] 所 提出 的 。Mason 的 方法 完全 不 同 于 Ceates 和 Mayeda 的 方法 ， 他 用 混合 线 图 (含有 有 间 边 
和 无 身边》 来 模拟 - 般 电 网 络 ， 并 且 通 过 一 组 规则 米 求解 。 当 应 用 到 大 多 数 实 味 网 络 时 ， 
Mayeda 和 Coates 两 种 方法 的 计算 方案 是 相 问 的 。 他 们 的 方法 是 对 图 进行 修改 , 使 新 闻 的 元 性 
导 纳 矩阵 是 对 角 线 矩阵 。 然 后 利用 求 出 新 头 所 有 的 完备 树 和 完备 2- 树 的 生 积 。 再 进行 计算 行 
列 式 。 简 下 的 河 题 便 是 确定 等 项 的 符号 。 员 然 他 们 已 经 提供 了 求 取 各 项 的 算法 ， 但 仍然 是 

这 里 所 提出 的 一 种 方法 是 一 种 借助 二 “有 有 向 寿 ” 来 计算 一 般 行列 式 的 方法 。 此 处 没有 符 
导 问 题 ， 有 向 树 的 汇 积 将 生动 地 给 出 正确 的 符号 。 

2 .定义 和 记号 

一 个 有 向 线 图 G 是 由 集合 Y 和 集合 E 所 组 成 ，Y 中 的 元 素 称 为 节点 ,中 的 元 素 是 形 如 (办 
的 有 序 节 偶 ， 此 处 ;与 JEY; 节点 i 称 为 起 始 节 点 ， 节 点 j 称 为 终止 节点 。 

对 于 任意 一 个 if Y ,符号 p( 间 与 px (分 别 胡 示 图 中 以 j 非 为 起 始 节 点 和 终止 节点 的 边 集 合 
的 度数 。 如 果 A 是 Y 的 一 个 子 集 ， 则 用 4 所 定义 的 G 之 局 部 图 〈 用 G(A) 琢 示 ) 是 一 个 子 图 , 它 
的 节点 集合 是 4， 它 的 边 是 G 中 连接 4 之 两 个 节点 的 所 有 边 。 当 两 个 子 图 无 公共 节点 时 ,它们 
是 互 不 相交 的 。 一 个 有 向 回路 《或 有 向 通路 ) 若 其 包含 的 边 数 是 m， 则 其 长 度 为 m。 长 度 为 1 
的 有 向 回路 《或 有 向 通路 》 称 为 有 向 自 环 《或 简称 自 环 ), 一 个 偶 连 还 片 思 指 一 个 含有 偶数 条 
边 的 连通 片 。 

3, 一 般 网 络 行列 式 及 其 伴随 有 向 图 

当然 可 以 用 流 图 的 方法 来 计算 网 络 行列 式 [4~73]， 但 是 这 是 不 希望 的 ， 因 为 它 存 在 着 大 
量 的 对 消 项 。 本 文 所 提出 的 方法 既 可 适用 于 节点 导 纳 从 隆 ， 也 可 适用 于 回路 蛆 抗 帘 阵 。 所 以 

ire 


BAVA AAS A, RRA A OL, SOPRA D. 


T à, -ol -aa … -ü,] 
an [OO fe ctam nte oi 
LG SG -os o Om J 
HET CRBS RARER: 
: 7 
mà. =b -b, -b,a 
1 一 如 ES. Mb o cb, 
A= Eri ， "m 
tome 5 b 538 
L AUi 
其 中 
Bis= a; NEIN 


= ti~ Xon, Xi-ij.gj-1.,-,8 
SORER SEMI NOE RAS IN PRG, ROB TARE 
D G 有 n+1 个 交点。 每 一 个 区 点 用 一 个 1 到 "的 整数 进行 标记 ,第 n + 1 个 节点 r 称 为 参考 节 
点 。 这 样 ， 标 为 的 节点 与 4 的 第 & 行 相对 应 。 
2) MRO AO, 13], 则 从 世 点 i 到 节点 } 有 一 条 权 为 4 的 有 向 边 。 
3) 如 果 b 0, RD OSSA UR — BONS WA. 
为 了 证 明和 书写 的 方 使 ， 这 一 特定 的 伴随 有 向 图 (或 简称 有 向 图 将 用 一 个 三 元 组 表示 ， 
即 表示 成 CGIY ,E,f)， 其 中 V 是 节点 的 集合 ; E 是 边 的 集合 ,是 E 城 与 复数 域 间 的 映射 函数 , 即 
FGD = by Bisixrhtt, i,reV, 
zb, ivr, jar, i,j, rEV, 
=0 其 它 。 
为 方便 起 见 ，f 的 范围 从 E 推 广 到 GCV,B, 访 的 任 一 因子 S， 即 
finca) 
TARA Ra. CS. 
4, 有 向 树 和 一 般 网 络 行列 式 
对 于 任意 一 个 有 向 图 GV ,E, 了 ) 看 在 着 一 个 用 以 下 方法 而 得 到 的 一 个 对 应 无 闪 图 G,(Y,， 
E,.fa)s 
LA 
MSOOUNC,DCERUDCE, ROACH, GPRD CE, GERUBXOUESHID, 
MRA DOSE FOOD, RAHM, « 
MRCP, BAG Sf), . Ta i 
定义 1. : i 


了 


SERARE PTR, BOWES BETETPRGU,E D pate, 

D Ti 对 应 的 无 向 图 是 GLY ,E, 门 的 伴随 无 向 图 的 一 个 树 。 

D 对 于 所 有 的 iEY =r, eG) =1， 此 处 r 是 GV ,E,f) 的 参考 点 ， VY- "是 一 个 节点 集合 
(从 池 点 Y 中 册 去 mm， 对 于 参考 点 r，pftr) = 0。 

定理 1. 

网 络 行列 式 按 下 式 计算 ， 

detA = V FTD, 
r; 

XCHURTIS ET AEGCOGE LT BO. WATLACY ES) 中 的 一 个 有 向 树 ， 和 式 是 对 所 有 
Ti €GQU ,E,f GREC. 
该 定理 的 证 明 在 附录 I 中 给 出 。 

应 该 注意 这 条 定理 的 实用 性 在 于 这 一 事实 ， 即 如 通常 具有 非常 简单 的 形式， 四 为 用 


X qi* 所 表示 的 大 多 数 项 包含 在 ai 中 ， 即 使 是 与 电网 络 中 有 濒 元 件 相 对 应 的 项 ， 如 阴极 照 随 
荞 中 的 9.， 也 不 会 在 bi 中 出 现 。 如 困 (2) 式 中 的 i: 互 不 相同 ，!,1=1,2,…,x， 那 么 与 通常 的 
代数 方法 或 流 图 方法 不 司 ， 用 这 种 方法 进行 计算 不 涉及 宛 余 项 。 因 为 f(T5;) 自 动 地 给 划 正 A 
的 符号 ， 所 以 不 存在 符号 问题 ， 现 在 来 叙述 下 列 定理 。 


Pm 

WRAR— PNR, HOA TEGO E, Fio BE So ,B, 门 中 的 有 向 树 存 左 着 一 一 
对 应 的 奖 系 。 此 和 外， 各 个 树 与 各 个 有 向 本 的 驶 时 是 由 等 的 。 

推论 1. . 

如 果 4 是 一 个 对 称 矩 阵 ， 则 从 GY ,E, 门 中 可 能 得 到 的 有 向 料 之 最 大 数 上 月 是 (n+1)"…!。 此 
Shade ABBY Me ` 

推论 2、 

WRAAE- ERARE A ERER CA METOE), WA 


detA = S fu, 
T 


AUBTEGV, E. f rh il] — 9, MRENE ,f,) 中 人 金 部 T 束 取 。 
推论 3。 
如 果 4 是 一 个 不 含 袜 耦合 的 无 源 网 络 的 节点 导 纳 年 阵 ， 那 么 


dei4= S fI, < 
e 


HALT E, SO IPs NOE, PO eR SEDE, 和 式 是 对 NIY。B,, 扩 ?中 的 
所 有 7 求 取 。 

推论 3 曾 由 Mayoda 和 Seshu 听 证 明 [83，[93。 信 得 注意 如 困 A4 是 一 个 不 对 称 的 年 曼 , 那么 
对 于 每 一 个 TEEG(Y,B, 亡 来 说 ， 切 然 存在 着 一 个 唯一 前 树 TE (TB, 产 )， 但 是 反 过 来 并 不 
说 立 。 央 此 一 般 说 来 ，G(V ,E, 门 的 有 向 树 的 数目 要 小 于 GuAV,, 记 ,让 ) 中 之 树 的 数 后 。 这 一 结 
论 是 记 希 望 的 ， 因 为 它 简化 了 求 节 全 部 有 向 树 的 过 程 。 

因为 bi 是 (1) 式 中 第 ! 生 的 诸 元 素 之 和 ， 所 以 伴随 有 向 图 可 以 直接 共 电 网络 田 出 ; 而 不 必 


"fia `o 


预先 写 册 想 虚 的 网络 行列 式 。 TBI, APBN- PM Oe RR, 


B. 
—A RUE ASE RS EAR PLT AS. EAR TARER AI RO 4e n? eoe PERO 


BA BEVEL, 
为 了 讨论 的 方便 ， 我 们 在 图 3 中 画 出 了 图 2 的 有 向 树 Ti。 这 个 电压 反馈 放大 器 的 节点 导 编 


SE 4 之 行列 式 信 由 下 式 给 出 
detA - Y.YitY, Y, +95) + Y, Y,(Y Y, 9,0 +Y, (Ymg, Ye 


SY VAY, + Ys +90) +Y, Yi rT Yo AY 


Ho BAT 


B2 BMA HAGI Bf 
5, ATR RT 5 


定义 2。 Mi 
有 向 图 QV ES) ft TH, MERSWET AMT RE, BA 一 个 用 向? - 树 (用 


TUER) DTU EEOC? B, P) p BERDSIO TREE T 2B PETI 

—AH3EBHJ&GU E, D mat RRRAAAM. PAULL CANTOR AS A, PALE 

B—^ BEES S. TUM Z— HAE GENUS RERNA AN 中 ， 
ile e inedia 孤立 节点 的 映射 定义 为 1。 、 

$ RRRA REER CAU HT. TEA FRRERRARA 

2-0. OTL RPS, TOP WR, c 和 8 在 同一 个 连通 片 中 ， 而 节点 ) 和 

5 在 另 一 个 龙 遂 片 中 。 研 究 有 向 2- 树 TiY ,…， 这 时 要 求 节点 o 存 在 于 不 同 的 连 琐 片 之 中 ， RE 


XX, RT 


定理 3 
现在 ， 我 们 仍 沿 因 上 面 的 符号 ， 祭 子 式 4, 的 计算 公式 如 下 ， 
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Ay= E KTD) 

RAL BGARA NTR, Tir EAR- EGOV, ES), MRENA Biv. 
CU BARK. BERN ENEM Rp A H, 

PAROF ZEIGE, MENEM 

定理 4. 

DRAB, WAG ES) RERIGC, E, DHAN EZ REPE E — ME 
应 的 关系 。 此 外 ， 相 应 的 2- 树 和 有 向 2 2-68 GE DET PS 

推论 4、 

JUR AJE— XN Hh RAEE OR E DEERE), IA 


Ais= X Fup), 


Paii, 
RPT 7 AOE FOR) PIM, MRAR SBT i7. COV ES ORB. 
推论 5， 
如 果 妇 是 一 个 不 俘 醋 焕 合 的 无 源 网 络 的 节点 导 纳 失 隆 ， 那 么 
da= B fau. 
ferder 
APT a AEN (Va E,, f RA NV, En fO ERER EA AREAN V, Edp) 
中 的 全 部 Tiir 求 取 。 
推论 5 通常 在 参考 文献 [8]，-9] 中 称 为 2- 树 导 纳 乘积 之 和 ， 瑟 首先 由 Mayeda 给 出 [9]。 
SRR, COUE, Pb iei 2 OBA BD TV. E, Fori Bü] REICH e 
gio. 
” 研究 例 1 GRR RCAC B REOR S —— 7 


BUPA, AA, 是 网 络 行列 式 4 的 余子 式 。 
由 定理 3 和 图 2 的 伴随 有 向 图 ， 可 得 到 如 图 4 和 图 5 所 未 的 有 向 3- 树 T33,,. sm. 现在 


一 cb 51 


e. 
te” 


"I 
, HS RT. 


“Tiss 


Ais = Y Yrsg) 
Au cYQY SY, +ga) Yu +Y, +90) 
COL Ged Vp + Yigg, Y. 49.) & Y (Yr 9) 
= (Yp +Y; +Y, iY -Yo € YQ. Y YU) 
E 论 
本 文 证 明了 可 利用 有 阅 树 和 有 向 ?~ 检 来 订 算 一 般 网 络 的 行刑 式 ， 这 里 设 有 符号 问题 。 这 
种 有 泡 树 种 有 向 2- 树 的 跑 射 育 动 起 给 出 正确 的 符号 。 这 一 新 方法 既 可 用 也 节点 导 纳 矩阵 ， 世 
WAP AMEE. AS MMA RM MBAR SRM eR, SI RAE 
FS ES B) £o ASD IL 27 RON dt RIE Hn +A 
PAPARA, SAAT es +i, Bp RRR ARR RS HC) 的 
BRS RHFEMARARRAGRARR EO, AN Fe IN TERETE ARE R 
时 的 。 钢 如 ， 对 于 一 个 全 部 为 非 零 元 素 的 PTA, ARR, BOCES 
M, APPAR, TRARY, The eR TOUR 


BNA pt 
这 程 方法 揭 重 要 性 不 仅 在 于 减少 了 计算 网 络 行 列 式 的 工作 量 ， 更 重要 的 是 上 述 分 析 可 能 


为 目前 未 解决 的 网 络 白 扑 综合 问题 ， 提 供 了 一 种 研究 的 工具 。 
加 有 网 2- 树 推广 到 有 疝 &- 衬 是 身 煞 的 。 其 结果 与 第 5 中 的 结果 和 销 有 不 同 ， 国 此 这 里 无 震 


重复 。 
[E 7i 
SALE DUE 
THT CHE, (ORR IG’ CY ,E' ,fj')， 使 得 : 
D V' 包 含 # 个 节点 ， 节 点 的 标记 与 第 2 节 相 同 ， 具 是 这 轩 没 有 参考 点 。 
D BURG +0, it}, MY KID SISA, BA 
FPG, D= by AFSL yn, 
355,0, k=l, e, n, WASDE, Do HA 
füG,DO)-ba d ksl, 9, . 
定理 1 的 证 明 包 含 在 下 列强 理 中 。 
31, 
detA- Z- Df thy 
. e 1 


POM TER, CRAP EE By PERG CV’, E, P 


此 处 hj 是 GC7 E’, 
中 的 斯 有 h 求 取 。 
引 理 2。 
Bth EG V, E', Ro See, CEPRAA-TRE> HARE, Bath 
一 个 连接 hs COV, BY, P, hx, BS (R= fr 0), ES 
证 明 ， HES, r, AGR 
hist haves Due PEPI OPE, 
EAEG O, E', POW RATER, uod, e 5, EPRA PMB ia 
PY = aria asta GS 


A^ 
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此 处 ;，s，m 是 适当 的 整数 。 总 存在 着 一 个 连接 hs COV ESO, E 
ho is Gul) 
LOG as ape asd OE iP a 
h Rh RRRA ERA 
Phas (~ 196-19 ba 
LC 1054,45, 4 Bin TÉ COP 0490) 


以 及 
FR) = Co Dbiassb a, 

“bj Bnp eb PICS DPD 
Mesa Beye PRE A, eS ee, 

sims. 

SA BON, E^, f^) -ARAREHKG, Hae ERE TEE 
mod SAE (7/，E!， 疡 ) 另 一 种 所 有 连接 的 集合 ,其 每 一 个 连接 仅 信 有 如 下 
形式 的 自 环 : 

Gi EOS lien idus 
XU EE FA AE GR, Ae, r2, DUE PR PRA i, A 
ioa m f Py my POLS se, ARIAS, WA 
SA, UAL 5 0, 
证 明 ， 令 
Be = Gide Gui uPib py 
WAPI > 2AM, M=1, --, a; t, m, 5, WEAR, h CA QUA. B 
使 得 不 存在 具有 下 烈性 质 的 8 CA,UAL, 
Ahi zu Oan o JD uspipt pt! 
Bm s&t- BAPE ERT EMT 

RPR-AUG, EGY, BY, Phy i}, m— DIEG HV", 

| URP A UDERNEOR BREED PAT A, WAR 
Baga, VATRA EASE tn 

= {hik EA, UA, Sh = (Jij Dae I 
Glos P ePBispbpbepbee (€ 
此 处 ttt dn) E hia 1 2.50 的 补 上 标 ， SAME AS Sh tih iig SURE 
fi}. ] - 

HALA, U4, PRARBZA TAA, BME, SS. o: 

容易 证 明 S; 中 有 2" 个 连接 。 Sk, CUPS GP WS—-E MRAP 在 
前 一 半 中 间 用 5 代替 7! 则 得 到 后 一 半 。 因 此 ， STEER- ARARE RA OM ATO, 


使 得 对 于 Si 中 的 所 有 连接 有 ( 见 引 理 2) mm 
frt = = frat) . ， 
或 f'(S0-20, 
EERE £8) = f(AUAL) = 0, 
LE UM 
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假设 8, 是 GV, E', [OPT AMERMRS, BEGV, E, A PAA MRK 
合 ， 办 此 在 集合 B.-A. A, 的 元 素 和 集合 B, 的 元 素 之 阅 存在 着 一 一 对 应 的 关系 。 此 外 ， 在 
B -AAM B, SUE DOOR BONE ey. 

证 明 ， 
BAH ABIX), BEAM, DEE, BY, PO 5-- Rh, DEGEN) 
相对 应 ， 在 f= Hs, WG, DEG, BY, FOR, MEGV, E, Pas, HRS 


证 。 

这 样 就 完成 了 相 定 理 的 证 明 。 

LE 
Ex Hop: 

ER, SAP RRS, ii, Mi=}, 
ERBROM, FRSA 

4 

det 


Kee 


E 
A" 2 detA — KAj 
BEGV”, E, f") J& —A-A" AERA REO PRM), aC, D 
JR, RUg3ERBAG, Dy, GDM, GREER. EA 
FULD Osa ICED HE 
Fan abe F=- 


从 定理 1 得 到 
A= SID, 
Ti 
ATEGO", E", Pa, UEXIBPR STIEG" (V^, GT, PORE 
BsEEG' CV", E", fP'PHBÓRBEURESAEE, BADHENAMAAIT TE Si, Sp 
fs, Hd . 
S, S; NS 2 
S,LS,US,=5, 
式 中 
S,={THTi€S, KREEG MO, r), CTI) 
S= {MITES BACI RE, CTI, 
， 且 不 存在 Pi ETH, Use WEE RE A) 
Ss={THTICS, G, D Mb ETI 均 存在 }。 
该 定理 的 证 明 所 剩 下 的 问题 包含 在 下 列 引 再 中 。 


3185. 
detA = F159, 


Fis. 
FS) =0 


证 明 ， 对 于 任意 一 个 T'S5， 
etre 


Ts" = (ir), UR, 
SMREMT BEG MGMT, BESTT CS, dida 
Ti =(P, UR 
UR -PTI = fT 
EIGRA. Ab f(S.)=9, 
引 理 7， 
ES WURSCV ,E, 让 的 有 向 2- 料 之 问 存 在 著 一 一 对 应 的 关系 ， 且 有 
Tj = ,ns UT 


UR 
J'(Tj) = - KfKC(Ti 1,2, 
JEJETIURIT LI; SMEG CY" E", SORGO, E, DRRR RA HZA. 
因为 4”= 0， 因 此 立即 得 到 
LS) + f" tS) + FS) =0 
或 


detA= ET 
Tin, 


所 以 定理 成 立 。 
RCRD 
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十 一 、 有 源 网 络 的 拓扑 公式 和 复杂 度 
一 一 统一 综述 


1,31 

拓扑 公式 是 通过 观察 网 络 图 而 直接 写 出 网 络 丙 数 的 公式 ， 而 不 必要 展开 各 个 行列 式 和 余 
子 式 。 因 此 ， 在 网 络 分 析 中 得 到 了 广泛 的 应 用 。 例 如 ， 它 们 已 成 功 他 用 于 研究 网 络 的 复杂 度 
CLC, 在 频 域 分 析 中 ,通常 要 计算 以 文字 形式 表示 而 非 用 数字 形式 表示 的 符号 网 络 函 数 ， 
因 疝 这 种 方法 也 提供 了 一 种 计算 大 型 网 络 话 数 的 有 效 和 简捷 的 方法 。 

这 些 公式 的 基本 贩 念 并 不 是 新 的 。 它 们 可 以 追溯 到 基 尔 赴 夫 [8 与 考 克 斯 书 [97 的 工作 。 
但 是 ， 应 用 到 有 源 网 络 则 是 新 近 的 事 。 要 详细 的 了 人 解 这 -方面 前 问题 ， 读 者 可 参阅 论述 RLC 
网 络 的 Mayeda 和 Seshu 的 文献 -10]， 以 及 论述 有 源 网 络 的 文献 Mason[11]，CoatesC123， 
Mayedac133, Chenc14), Nathanc15), Taibotr160p4X& Brownt172 的 论 将 。 在 各 种 有 源 网 
络 的 公式 中 ， 最 常用 的 是 由 Masoncl&^. Coates 和 和 Mayedar19] 以 及 chen[20) 所 提出 的 公 
式 。 . 

当 涵 用 到 大 多 数 实 际 网 络 了 时 ，Coates 与 Mayeda 公 式 的 计算 方案 是 相 何 的 。Mason 和 Chen 
的 方法 在 燃 念 上 则 完全 不 同 于 Coates 和 Mayeda 的 公式 。Talbot-21] 曾 指出 Chen 的 方法 非常 类 
似 于 Mason 的 方法 。 但 是 Mason 方 法 的 手段 ， 观 点 与 解释 则 完全 不 同 于 Chen 的 方法 ， 然 而 他 
们 的 基本 结论 是 相同 的 。 要 详细 地 了 解 这 些 关 系 ， 读 者 可 参阅 Chen 的 著作 [223。 

多 名 话说， 线性 有 源 网 络 拓扑 分 析 问题 有 两 种 某 本 的 方法 : Coates-Mayeda Zt 5 & Chen 
- Mason 公式。Coates-Mayeda 法 的 主要 由 侣 是 史 定 与 全 部 树 有 关 的 符号 ， 这 是 一 个 元 长 与 器 
时 的 过 程 。 另 一 方面 ，Chen-Mason 法 避免 了 符号 问题 ， 但 是 存在 着 相互 搬 消 的 宛 余 项 。 在 最 
近 的 论文 中 ， Chenc29) 提 由 了 得 免 元 余 项 的 修改 公式 . 

本 文 的 主要 目的 是 指出 Coates-Maycda 公 式 与 Chen -Mason 公式 相互 之 间 的 关系 。 这 一 点 
不 是 为 奇 ， 因 为 这 丙种 方法 部 用 于 线性 有 源 岗 络 的 拓扑 分 析 。 换 名 话说， 我 人 将 指出 各 种 公 
式 实 际 上 是 有 向 树 法 的 变形 。 因 此 ， 可 以 用 统一 的 和 系统 化 的 方法 来 推导 出 所 有 的 结果 。 基 
于 这 些 内 容 的 关系 ， 我 们 第 二 个 目的 是 应 于 这 些 公式 来 研究 一 个 网 络 的 复杂 座 ， 它 在 列 写 网 
络 的 状态 方程 时 是 非常 重要 的 。 

2, 不 定 导 纳 炬 阵 的 建立 

设 N 是 一 个 由 任意 数量 、 按 任意 方式 相连 接 的 、 由 无 滨 和 有 源 元 件 所 组 成 的 个 节点 的 
WEE. 14,0s，…s0r 分 别 是 节点 1,2,… ,7 对 任意 一 个 参考 点 (是 可 任 取 选 取 的 ) 的 电位 。 UR, 
ti LEARAER 1,2, MRT, MAW ARM, T ^u, 
FRREBRREM: 

r=¥v, (1) 
式 电 ,表示 源 电 流 的 n 维 矢量 ; VAT VAM, PEM LPN AS RESUME 
体 。 这 里 我 们 已 隐 含 地 假设 网 络 N 存 在 着 不 定 导 纳 矩阵 。 


a 
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HANAR- NEATA RP A, A A HE A 
Y-AY.A/, @) 
APENRE AKANE SR: — RTM. KEJA E 
一 个 等 余子 式 矩阵 -247， 其 每 行 和 每 列 的 诸 元 素 之 和 为 零 。 这 一 结果 也 可 直接 从 (2) 式 以 及 
人 姐 " 吾 =10 而 得 于， 其 忆 配 是 元 素 全 为 1 的 na 维 矢量 。 拉 和 句 话 说， 我 们 有 : 
YE=0 fl E'Y-0, 
这 一 事实 表明 于 的 所 有 元 素 的 余子 式 :1 阶 ) 都 是 相符 的 。 

令 G(N) 是 一 个 有 ?个 节点 的 有 向 图 ， 它 与 给 定 N 的 不 定 导 纳 矩阵 Y = [Yi;] 按 如 下 规律 相 
XE, BAR Yo, dit, TEC) PATRI ERE RRA A. EER 
于 的 对 角 线 元 素 与 GLN) 的 结构 没有 直接 关系 。 对 G(N) 的 仔细 研究 可 知 ， 如 果 我 们 用 一 条 无 
向 这 代 状 一 对 方向 相反 的 有 向 边 ， 使 无 向 边 的 权 和 每 一 条 有 向 这 的 权 { 导 纳 ) 都 相等 。 那么 
G(CN) 就 能 大 大 地 简化 。 显 然 ， 简 化 后 的 G(N) 是 一 张 组 侣 图.* 对 于 绝 大 多 数 实 际 上 常用 的 由 
电 诅 器 、 电 容器 、 自 感 和 互感 、 唱 体 管 、 真 空 管 和 电压 控制 电流 源 〈 最 后 这 种 受 控 源 的 假设 
具有 普 注 意义 ， 因 为 必要 的 话 , 所 有 其 它 类 型 的 受 控 源 都 可 利用 Blakesley 变 换 [263 谈 换 成 电 
压 控制 电流 源 所 组 成 的 网 络 ) 构 成 的 网 络 ,G(N) 可 直接 由 六 的 等 效 网 络 耐 得到, 这 一 等 效 网 络 
是 在 由 电阻 如、 电容 器 、 以 及 自 感 所 组 成 的 子 网 络 上 先 加 相应 的 有 向 图 ， 即 图 1"* 的 电压 控 
制 电流 源 的 有 向 图 .图 ?的 回 夸 辑 的 有 向 图 ， 或 图 3 中 的 变压器 喜 铁 心 开 感 线 图 的 有 向 图 而 成 。 
我 们 称 混合 图 G(N) 中 的 有 向 边 为 有 源 边 ， 而 无 向 边 为 无 源 过 。 


30 c a = c a 
po d e = a 
LJ LJ 
图 + (a) 电压 控制 电流 源 H2 ia) BERE 
C) RRA Vs Hf Q5») 及 其 伴随 有 向 图 


a m c a8 z c 
E a 中 
a 
b d b m 
a [] 


- 2 2 u 
(Yy = Lebat) Ya = Lysti iMg Y = Mat bgg) 


lds (a) RER 《by 及 其 伴随 图 


El G(N) 的 以 z 为 参考 点 的 有 向 衬 志 是 一 个 有 向 树 ， 芳 其 中 存在 有 源 边 ， 则 每 一 条 有 源 边 
以 其 唯一 的 通路 方向 指向 参考 点 r。 特 别 地 , 仅 由 无 源 边 所 组 成 的 树 也 是 有 向 衬 。GCN) 以 i 各 
为 参考 点 的 有 向 2- 料 fi,s 是 具 点 i 和 1# 分 别处 在 两 个 连通 片 中 的 2- 罕 ， 它 的 每 一 个 连 运 片 在 
GN}) 的 子 图 中 分 别 是 以 1 与 8 为 参考 点 的 有 向 树 。 记 可 以 用 fijiw 来 表示 有 疝 2- 树 fu det 
> EUSRONANM, 
^ Ho=c, badi, SOASXEY-H-EXEBSOSM 
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SUAVE — TEE, ERES MER, B+ FEROS AN, RMA 
SVAN TRE ARAL, OE sb EBLE, 

ANAM DERM NT SHULL RA, HAE, Ho=d, DAFA, PAREX 
FO) = 1。 著 了 wea 是 从 N 的 不 定 导 纳 插 阵 中 期 去 第 a 行 和 第 “ 行 以 及 第 2 列 和 第 4 列 而 得 的 子 矩 
阵 。 那 么 王 的 1 阶 余 于 式 或 ? 阶 余 子 式 定义 为 ， 

Yiuz(-DUdetY (38) 
Yaca = Sgnta =~ c)sgn(b c d)( - 1)* re det Y au (3b) 
Hove, b4d RW = Wij M20, Sene= 1 WR 0,spnz- —1. yp. Wate 
NM ATE Bos SMA PAE, vee DEY ARC HAE A. HAY 
是 一 个 等 余子 式 窍 阵 ， 故 有 下 列 定理 ， 它 是 我 们 早先 工作 514]，[25]，[27] 的 总 缚 。 
定理 1 


Y= S/o, (4a) 
Yuan Fpl SFC) (4b) 
t ars. ! per 


PATRAS, HOt Ae PREG NBA ALA ee 

因为 Yiy 古 N 的 节点 行列 式 ，(4c) 的 右边 与 ;和 j 无 关 。 所 以 在 计算 节点 行列 式 时 ， 我 们 可 
自由 选取 G(N) 中 的 参考 点 。 这 种 参考 点 选取 的 随意 性 是 由 于 的 不 定 导 纳 矩 阵 是 一 个 等 祭 
子 式 矩阵 的 缘故 。 这 说 明了 在 解 电网 络 问题 时 选取 哪 一 点 作为 参考 节点 是 无 关 渗 要 的 ， 因 而 
选取 不 同 的 参考 节点 后 其 解答 总 巧 相同 的 。 这 些 叙 述 实际 上 是 用 三 种 不 同 的 方法 来 谈论 同一 
件 事情 。 

在 下 列 例 题 中 我 们 将 说 明 在 G(NY) 中 适当 地 选取 参考 点 可 以 减少 (40) 中 的 宛 余 项 的 数目 。 


图 4 BERS ER A Hs MARKS RRA 


$i. 

Ee SA as YE EEN, EF A EET SE SER A E, RT RESP A PER 
的 该 放大 器 的 伴随 混合 图 "GCN)。 假 设 我 们 要 计算 放大 器 的 转移 盟 抗 元 数 Vs/.， 它 可 玫 示 
Al, 


Vi inse, 


A Ya 
因此 ， 我 们 必须 计算 Y,: 和 Y,:.。s。 在 计算 Y;: 时 ， 我 们 先 选 取 节 点 5 作为 有 向 树 的 参考 点 。 由 
《4a) 我 们 有 


* Wy, Uy Muses A 
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Yay 


= DE SG, +G aG Y ted + C -G,-aG,)( +e) & c] 
m 


+(G - 0G Gy c e)(aG, +b +G, ~0G,) ei 
+G (0G GG 0) +G bY O84 +G,) +G.uc(G, 4G 
=(1L-9)G,G, (be + by + cy) +(G, + GOLU +e) (45 G,G, bG) 
TONG, +G,)] + Y4+eiG,G,G, (5) 
式 中 9 =y, -ye =y, -U +G LARFREM MA, SARETE 的 一 个 有 
HW ATA Be SARRERAN, PAUL YE eS, ENE 
JG,G, (+o), yG,G,(40G,), UGG; aG), cG,G,(4aG,), 
CkaG,)(-aG Gu, (ŁaG,){ -oaG 3,0, (4eG GG 
(0G )G Ge, (40G,IG,G,c, (4G, G,G,¢ 
现在 ， 我 们 假设 选取 节点 4 作为 参考 点 。 那 么 
Yu 


= Dt =G,6, be «G,Giby «G,G,oy  (-aG )Gybe +i aG) G,by 


+(¢-a0G, jG, cu -G,O,5u +G, Gbe c G,G.bg  G,G.bc c G,G.og 
£G,G.ct +E, G.Gyy + G,G,G,0 £G,G,G.y 1 G,G,G,c +G; G,by 
+G,G,be +G,G,by +G,G;b0 t G.G,G.y +G ,GyG,0 + GG . 
-G,G.uc ce) 
上 述 展开 式 中 有 324 项 ，。 每 一 项 对 京 了 GOV) 的- dn ott. RE MAE SEHE UND 
HSB, AMD TG I MRED, EL DOR Te 9 E 
BARS). MRRP AAT AEAN ADI SAAR, MART A 
ETAD, FAR E.R pa 5S AA 
ATHY ass 我 们 利用 (45》 
Yiaos 


= SSG i. HG Gay + UG ow G; +G, +G 6G.) 
A 


+ -4G,)G yt ( -aG, 0 -3G,09 +G. uG, by 
=¥(G,G, +aG,G,) {7} 
EREARPER MAAS, BMT CON; 中 的 一 个 有 向 2- 桂 1ss， 类 似 于 有 向 树 
HRR ARI AOA oR AR, ' 
它们 是 : 
(2G, Gy, (b0G,)-0G oy, (3G Gy 


现 车 便 能 计算 所 需 的 转移 函数 。 
3. 有 源 双 口 网 络 We REARS 


3idc f ATONE SW AY ARN APR APR, PETER BY HR 
BAS EEE ENE CE 

SNE PROD A HAT ERIA ECN Pe 
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Ma, RC e 


4 


Wace D faa) (8e) 


DET 


Via xXfao (85) 

HANGS RES AEEY CHT MLLER A NASIR, 529] 给 出 , 
m 
za MN Mo ] (95) 


此 处 VUPRDIS ROODEN E ALB, WARD RISE EHE HEZA DIOE S 


考 节 点 ) SINSEROUM. 
BNR ae TR NA, NO RR RSNA RIO. HIR Warea 


RRN OPRA BH SARA, MA 


Wiss Wes = [Wines Wisa) (100) 


Wiss a Wass = J Wina — Wi) (106) 


RAH, EROMBRRM, SOMO) IMdpufüon* oes T4 TRO 
PRA ETHER. ER EMER AT AA. HOARE. 

很 清楚 ， 对 无 互感 的 无 源 双 口 网 络 ，(9) 式 给 出 的 公式 简化 为 Mayeda 和 Seshu 导出 的 公 
式 5102， 因 为 此 时 G(N)? 和 N 相 同 。 丈 oa 下 标 前 次 序 旦 无 关 紧 要 的 。 

,无 元 余 项 的 有 办 树 公式 

在 本 节 中 ， 我 们 将 讨论 避免 出 现 宛 余 项 的 条 件 ， 并 说 妇 这 此 条 件 怎 样 与 Coaies-Mayeda 
公式 建立 联系 。 

我 们 用 {7， 由 表示 G(N) 的 一 条 达 。 如 果 ( 让 是 有 源 边 ， 那 么 它 的 方向 是 从 节点 i 指向 节 
点 1。 和 如果 它 是 无 源 边 ， 那 么 (1,j) = (i, 让 ， 是 一 条 连接 节点 i 和 节点 j 的 无 向 边 。 

车 G(N) 对 应 于 图 1 的 电压 控制 电流 源 ， 它 们 的 有 源 边 集合 

S={(e,a), (c,b), (d,a), (db) a1) 

称 为 有 源 集 舍 。 类 似 地， 对 应 于 图 3 的 变压器 以 及 四 条 无 源 边 葛 集 合 ( 如 (11)? 式 所 未) 称 为 无 
源 案 合 。 注 意图 3 中 的 边 (2,6) 和 (c, 收 不 包括 在 无 深 集 合 S 中 ， 在 处 理 时 将 它们 看 作 电阻 器 电 
容器 或 自 感 那 祥 的 单口 网 络 元 件 。 

令 G, 和 Gi 是 Coates-Mayeda 公 式 中 N 的 伴随 电压 加 各 伴 陡 电 流 图 [127 ,C513)。 对 于 (11) 式 
的 每 一 个 有 源 集 合 ， 令 (4,5)。 和 (c,d)s 分 曾 是 G, 和 GG; 的 电压 边 和 电流 边 ， 它 们 构成 了 一 个 边 
对 ， 称 为 5 的 伞 殖 电压 边 和 体 随 电 流 边 。 对 于 (11? 式 中 的 每 一 个 无 源 集合 3， 令 (5 和 (c。 
1), BCC) (a,b AWG, AG, AO DY FTA ALI, (2,00, AL Ce 0. 是 一 个 边 
34, (o, d), fl (a, 5) ES — "IDE, STL iat SHG FE BE PL PS APE BE HE, Mayeda(133 
认为 边 对 中 的 边 是 祖 同 的 边 ， 而 出 现在 不 同 的 位 置 ， 而 CoatesC121 则 认为 这 些 边 是 不 同 的 ， 


在 计算 时 交换 它们 的 位 置 。 我 们 将 遵照 Coates 的 约定 。 
GOD PAM, WREE h 中 每 一 个 有 源 集 人 台 或 无 源 集合 的 各 支 路 用 其 伴 BE 


“uz 


OBHOXLUEGS. BEGG.) HARCI. Cim, TER BON HR 为 完备 有 向 树 。 类 似 
BL, GONG RTA 2 Bua, WREN CPC UR BE SCS ON Be SA PE HE 
BUSIEXLPUBUS, G. PAZ- MO rp o REL; RI e, NR RH 
AOR, MERRIER HAENEN. 


定理 2 
Yas Di, (12a) 
x 
Yims D Faad, (126) 


SUPER 5 SECON) RISE 808 D ON ERA- 

TCBRHEXCO20 SBA ARR. DDR ERE ACIE TRUE Ce 8 278 RE 
一 地 对 应 了 一 个 完备 树 ( 完 务 2- 树 }， 我 们 可 以 利用 已 知 的 生成 树 和 2- 树 的 方法 [313 来 计算 有 
LL ZI OPE ME RIO [op A EIE III 
2, i 
再 次 研究 图 4 的 唱和 少 管 放大 器 及 图 5 的 混合 图 CCN)， 我 们 希望 计算 它 的 节点 行列 式 Yi 及 
2 阶 余 子 式 Y ss 和 Yizsso 

在 (12e} 中 ， 我 们 可 自 册 地 选取 完备 有 向 畦 1 的 参考 点 &， 现 在 令 & = 5。 仅 各 由 无 源 单 口 
网 络 元 件 构成 的 有 向 树 fs 总 是 完备 的 ， 它 们 对 节点 行列 式 的 贡献 为 : 

VEO, +G) GG FG, AGY) tO GI GG. + 9,93, (38) 


式 中 
YSL, Ysb jA, A=s(L,L,-Mi.> #0, ARY =G +Y 
KEAN EDUR ARRAN RERA Hy FPN NRA A, 
(-aG GY Y, (YVG Gy, L-G: Ga, (PYG, Gas 
C YG Ga, (PVG Gr, (9Y -aG jG, 
Spy = M/A. Bik 120) T BARS RRA, 
Yu 
= CO. € G7) (GG +G GU FG GG £9] -0G Gils 
-y G, +G (G, 4G) - 9!G,G. - y*aG,G, ao 
很 容易 校 验 ，(14;? 式 的 每 一 项 都 对 应 于 GUN ;的 完备 有 间 Bin RUBR S 1,2,3,4.5, iE 
意 到 有 源 边 (4,1) 在 GCN) 的 任何 完备 树 中 从 不 出 现 。 
计算 Yi 3.56: 是 非常 容易 的 ， 因 为 它 对 应 于 含有 GS BRAM, EXEG.A CRINE. 


因此 从 (125) 式 我 们 有 
Y, 15s =Y (GG: tO + Goh, GG EG UD) - aG A 


-4 (GG, +G, = aG). (15) 
最 后 ,为 了 计算 Yi*ss 我 们 必须 生成 有 间 2- 衬 fs 它们 对 应 于 yG G MOG Gly 项 。 


于 是 。 利 用 (12) 我 们 有 ， 
Y,:,5573(8,6, +aG,G,) 


5, 展 开 公式 
在 前 面 ， 我 们 已 经 介绍 了 计算 Y 的 1 阶 和 2 阶 余子 式 的 公式 。 在 本 节 中 我 们 将 说 明 恕 何 利 ， 


用 这 些 公式 进行 选 代 计 算 。 
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ae 


ps 


在 BCN) 中 令 (11) 式 的 S 是 一 个 相应 于 图 PRES n EUR RU A. BD CR 
式 仅 有 GCN) 的 一 个 完备 有 向 树 志 骨 现 在 Yi 的 最 后 展开 式 中 ， 因 而 在 任 一 1 中 最 多 只 包含 S 
中 的 一 个 元 率 ， 如 果 移 去 六 中 的 这 一 元 过， 将 得 到 一 个 克 向 2 EL, MA Be 在 一 个 连 
通 和 中 ，b 与 d 在 另 一 个 连通 片 中 或 者 a 与 [在 一 个 连通 片 中 ， 以 及 8 与 c 在 另 一 个 连通 片 中 。 因 
为 我 们 膛 自由 地 选取 了 参考 点 %。 令 名 =d。GxN) 的 有 向 树 集 合 按 以 下 原则 分 类 ， 一 类 是 不 包 
含 5 的 任何 元 案 ， 另 一 类 含有 (c,4)， 景 后 一 类 含有 (c,8)， 利 用 (8) 式 ，(4q) 可 表示 为 ; 

TV (17) 
Wat E550 22383 A GON PU -ORR GTA AME RARS. MHE, VIEN 
呆 移 去 电压 控制 电流 源 时 的 网 络 节 帮 式 。 轩 此 在 直接 利用 y = 4 计算 SCN) AVENE, m 
可 任 选 一 个 参考 点 ， 即 对 所 有 的 节点 #，VY ;=V i。 我 们 断定 Yi 可 用 这 种 方法 选 代 地 得 到 。 
HES, MRNA RAR REC, GORRA RME [iD SL LAG 
JU BE, MMAR RATE, bed, ODREKA: 

Yo sV)beWiIs-VityWLa (18) 

现在 我 们 研究 回转 器 导 纳 如 何 彩 响 节 点 行列 式 。 轩 转 器 及 其 伴随 有 向 图 示 于 图 2 。 辐 转 
器 是 出 两 售 方 向 相反 的 有 询 三 角形 的 6 条 有 源 边 所 组 成 。GCN) 的 全 部 有 加 树 可 以 分 为 二 种 不 
同类 型 ， 即 不 会 如 转 恬 的 任 仔 边 ， 含 在 其 中 的 一 条 边 的 以 及 含有 二 条 边 。 容 易 证 衣 仪 含有 加 
转 器 的 一 条 所 的 有 疝 树 将 成 对 地 得 现 ， 且 它们 的 有 向 树 导 纳 溢 积 相 等 而 符号 相反 。 因 此 ， 在 
节点 行列 式 之 最 后 的 展开 式 中 它们 不 会 出现 。 然 而 ,含有 回转 器 的 两 条 边 的 有 册 树 将 出 现 3 次 ， 
它们 的 导 纳 绞 积 除 符号 外 是 相等 的 。 无 论争 一 点 选 攻 为 参考 点 ， 容 易 证 肯 回 转 器 S 纳 9 的 平 
方 ， 在 两 个 导 纳 前 乏 积 项 中 为 正 ， 而 在 三 个 导 纳 的 乘积 项 中 为 负 。 因 此 。 由 (和 如) 我 们 可 得 到 
SEG BY Z REX. 


Yig=Vi +9 Wine ag) 
式 中 # = 4: 或， 凡是 在 移 去 回转 器 司 六 的 节点 行列 式 ， 且 
Was M fts, (20) 


式 中 te 是 GCN) 的 有 疝 3- 树 。 即 Wo 是 将 节点 a,8,c 短 接 民 “到 疼 之 有 向 3- 刁 FC See 
积 之 和 ， 此 处 z 为 任意 值 。 因 些 ， 如 果 N 包 含 了 两 个 以 上 的 回 美 器 ， 则 (19) 式 的 各 项 可 用 一 
皮 回 转 器 的 相应 项 来 展开 ， 一 直到 所 回转 器 导 纳 平方 分 解 完 为 止 。 

MT AMR PAR, CATT RAN SAMRAT BA, WES MRE 
MSHSR, HERR TERAH MET Bn] DR A TR, RH IS 
RMATA. 5i, BAM nb ARGJOmBGUDLE, WAYoa BAPAC, R) 
这 的 有 向 树 导 纳 乘积 之 和 。 类 似 地 ， 对 .Yi 来 说 , AOA ATs RE ROI 在 一 个 连 
通 片 的 有 向 大 二, 中 。 

作为 一 个 示例 ， 研 究 加 5 所 示 的 混合 图 、 其 中 4=1,，c =4，4 =d=3, 转 移 电 导 基 - aG:。 
注意 在 (18} 式 中 9 是 - saG4,， 它 与 图 5 的 y 不 同 。 我 们 需要 和 用 (18) 式 许 算 Y Wi... 
GVN) 是 一 个 从 GAN; 移 去 扬 有 的 有 源 边 而 得 到 的 子 图 。 友 GI"N; 申 ，V3》 可 种 用 节点 对 的 形 
开 式 [22J)， 区 如 说 利用 节点 2 和 1， 记 得 的 辣 果 为 ， 

VGGY(Gr =G: tu, ty ~ 29) + GGG 
FEY. YG +O, EG) eS ~ GG, 
TF (Vs HY OG + (Ya io; G (Gs V) 


* 129» 


Fy DENG, OHG, +Y + GA) 
HVLC, +G, {GG EG, + Gey.) + GG, (Gy 9,1 


HG, +G, A(G, +E) -1G,G, (212) 
MFG NAW. 来 说 ， 我 们 有 : 
Wiis = DG SUO WG, = Gs VIG. (216) 
RERRAPA LH AA RBA, PRAMA: 
Yg2Vi-aG,Wi,, (216) 


EARE 

24 FL Ba a BGS BH ER PE SE, TREE NEEDS BORGO RUE 
ATHRWRESTHAL H. MRR RETR EO UON O0 ,那么 这 些 固有 频率 的 数 
H, WANDERER SK aR NPAT EON Th SO A Lo ENS DA AIR E 
RAL, CLASVUHREREARH RRMA, COMBE REV SG Ae LA SE 
EIE MERE BIS HE E RA A, dede Dub, CERES Eus eh a 
UE SCHERUNEE , RUE RUBER AY RA. ERED, BERR 
EXPL EIE I RE 

两 络 的 复杂 度 不 同 于 恩 有 频率 的 数 种 ， 它 们 的 差 济 在 零点 多 及 无穷 远 点 处 。 回 有 频率 通 
常 指 回 路 阻抗 艳 阵 或 节点 导 纳 矩阵 行列 式 的 零点 。 

ROLE. FARMAN SADATARAARM ER, SELLE MEIER 
HARA. (3E. AAE, C320, ARTA AAR ES RA 
SE SAE E AM AS], EE LR, MAREE AAT A ICE E 
38149 pz Ca b ds ro 28 PAL cn S o vp CR LD 5 无 穷 远 处 的 固有 频率 对 
EJ CE AN, d E, BRETA Z SH yA IRL I P D t HS FS CERO o DO 
因此 ， 实 际 上 我 们 并 不 对 加 有 频率 的 总 数 而 对 其 具有 有 限 值 的 dE E 在 有 频率 的 数目 感 兴 趣 
《有 时 ， 它 了 世 定 义 为 网 阁 的 复杂 度 [ 3 J)，[192，。 和 注意 在 第 一 段 中 所 规定 的 与 这 里 采用 网 国有 
频率 的 定义 并 不 包括 在 元 穷 远 处 的 频 束 。 

GN) 的 一 个 割 定义 为 一 个 市 集 或 几 个 边 不 相 接 的 齐集 之 并 。 在 SN) 中, Cl CLD) 
dE NB UR C o X E HL AU RE CPL EE FO RP BUB N BA E GAL BT 
FUCA, DUPER AT FY IT BK ES NER ERU UE NIS ELA HE e 

KEAC - (83, PREC PR Se SE ee AUT d boo FECE ae C- 回路 数 及 锅 
IRLA esp UG BOR CR T a RCRUM EO LE PA EY CR, RUE 
一 个 RLC 网 络 的 复杂 广 仅 由 其 拓扑 结 枸 记 确 定 。 但 是 ， 对 于 一 般 的 有 深 网 络 ， 单 用 也 结构 
是 不 完 分 的 ; 还 必须 包括 网 络 参数 。 至 今 ， 这 个 一 般 特 性 描述 尚未 解决 ， 而 只 有 部 分 解答 。 
FH, RIANA- REMAS. 

为 了 更 确切 和 不 失 一 般 性 起 见 ， 我 们 假设 N HS. BRR, 6 E 
受 控 电流 源 所 组 成 ， 每 一 个 受 控 电 流 源 各 有 一 个 不 同 的 无 源 支吾 的 电压 或 电 浣 来 控 册 ， 没 有 
任何 独立 电源 来 激励 N。 第 二 个 条 件 并 菲 是 一 个 严重 的 局 限 狂 ， 因 为 正如 前 面包 提 到 ， 其 它 
类 型 的 受 控 源 ， 若 有 和 必要 的 话 ， 可 利用 Blakesley 变 换 [261 将 其 转换 成 上 述 受 控 源 。 同 时 还 应 
包括 六 含有 有司 转 器 及 正 、 负 蛆 拉 转 换 器 的 情况 。 我 们 还 假设 每 个 网 络 元 件 君 成 是 一 个 分 立 元 
PEEN 的 电感 短 阵 是 正定 矩阵 。 

wp, GOV) PA 3 HRB 
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《号 电感 边 ， 其 导 纳 为 1/Is( 工 是 实 常数 ) 的 边 。 

(ii) AF, FP ay Cs CHEMIE) I, 

GD 电阻 边 ， 其 导 纳 是 实 常数 的 边 。 

利用 N 的 算 子 矩阵 肿 (3) 的 拉 普 拉 斯 展开 式 ，Mark[7] 已 经 证 明 dears) RIY A FE 
BR 

"det BF (s) = XE sse Yu, (22) 
此 椒 b: 表 示 厅 中 的 电感 器 的 数目 。 这 一 关系 是 BryantC2]，Purslow 与 SpenceL4] 所 得 结果 的 普 
遍 化 形式 。 因 此 ， 从 (22) 式 得 出 ，N 的 复杂 度 等 于 电感 器 的 数目 加 上 节点 行列 式 中 s 的 最 高 
次 矫 。 这 也 就 证 明了 det 于 (s) 与 Yy( 因 而 岂 就 和 加 路 行列 式 [227) 之 非 零 有 限 值 的 零点 是 要 
局 的 。 因 为 Yiy 的 每 一 项 都 对 应 G(CN) 的 一 个 树 ，Yiy 中 :的 最 高 次 宕 对 应 了 所 含 的 电容 支 路 数 
和 电感 支 路 数 的 差 值 为 最 大 的 一 个 糙 t+;:， 这 种 拥有 :最 高 次 器 的 a 称 为 正规 有 向 树 ‘normal 
dirceeted trec)。 这 一 定义 不 启 于 Bryant[2] 所 采用 的 、 适 用 于 RLC 网 络 的 树 ， 在 后 者 之 中 
的 树 不 可 能 总 使 电容 支 路 数 最 大 与 电 是 支 路 数 景 小 。 因 此 并 非 所 有 完备 的 正规 有 向 树 乘积 均 
具有 相 局 的 符号 ， 故 在 应 用 定理 2 时 可 以 出 现 对 消 项 。 

令 


We SH), (23) 
ta 


Heath E EGO t — 1-56 A IE BUG AH. TUIS xb ETURA 
定理 3 
的 复杂 度 的 上 限 5 由 下 式 给 出 * 
TE + Uc bn, (24) 
此 处 5 是 8 中 之 电感 的 数目 ，5:c 和 8 分 别 是 CON) 的 一 个 完善 正规 有 向 树 中 的 电容 器 数 和 电 
感 器 数 ， 当 且 仅 当 W 二 0 时 ， 采 用 等 号 。 

例如 在 图 5 中 ， 人 G1 今 ,Gsys 蚌 GCN) 的 一 个 完备 正规 有 澡 树 。 因 此 ， 我 们 有 b: =2，bic =0 
及 br = 0。 则 复杂 度 的 上 限 为 2。 因 为 玖 二 0， 则 c = 2。 

下 面 ， 我 们 将 研究 限于 某 类 网 络 的 复杂 度 。 令 N 是 一 个 含有 电压 (和 /或 电流 ) 控制 电流 
源 的 RLC 两 络 。 一 个 仅 由 无 源 元 件 (R,I 或 0) 组 威 的 N 之 符 ， 著 特 周 中 受 控 电流 源 的 控制 元 
件 ( 即 电 于 控制 受 控 电流 或 电流 控制 的 受 控 电流 源 的 无 源 支 路 ) 用 站 应 的 受 控 电 流 源 代 敬 时 溉 
得 到 N 的 一 个 树 ， 则 称 为 完备 树 "。 特 别 地 ， 一 个 树 如 有 果 不 含 任 何 控制 元 件 的 话 ， 虽 认为 是 
完备 的 。 这 一 定义 在 本 质 上 与 Coates-Mayeda 公式 中 的 完备 树 是 相同 的 。 莽 别 仅仅 在 于 这 里 
是 用 网 络 的 支 路 来 坑 述 ， 而 不 是 用 相应 的 电 下 图 及 电流 图 的 这 来 叙述 。 

在 着 手气 述 我 们 的 结果 之 前 ， 应 该 注意 到 在 G(CN) 中 ， 电 感 边 是 由 于 自 感 ( 和 /或 电感 / 电 
流 控 制 电流 源 ) 所 引起 ， 电 容 边 是 由 于 电容 [和 /或 电容 控制 电流 源 :所 引起 ， 电 阻 边 是 由 于 电 
阻 ( 和 /或 电压 控制 电流 源 ) 所 引起 **。 

定理 4 

一 个 食 有 受 控 电流 源 的 RLC 网 络 N, 令 :是 一 个 N 的 遗 定 的 完备 树 , 它 使 得 电容 疑 的 数目 与 
电感 器 的 数目 之 差 为 最 大 。 那 么 N 的 复杂 壶 的 上 中 是 由 + 中 所 含 的 电容 器 数 bc 奶 上 其 补 树 HN 
中 #t 之 补 图 ?所 含 的 电感 器 数目 5 来 给 出 ， 即 

* #8, BENG—-TEEH. £Coates-Mayedag PR I B] FRE HS 38 00 SE f |I 6 EDEN EE EE, 

* * AERB€CROUEMBRNCS SER P 
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OSTE bc + By (28) 
ER: ME METER DUE PTR SS Hy HEL BED PSE. BE 
REM SEN. EDE NU ~R IRM AE P EI ER BIRR. E 
COMB, SET AM ENA ME. Ab BISRIDILJEILBDE XU COD SLT SR 
VORA. REME WEER, 

bi +o- Bin abe +b, (26) 

AWA, RATHER, RINGER TOS Nee. 4 
RL Mito SEAS EG NUS 1 DPI PRA CB RO XI. AA ERAR, WERA 
7 60,5) = treal BUGON BI TOBW2-R, Bie GON") 中 有 一 个 元 源 电容 (电感 ) 
Aa, b) AT AP NA BYE ja RIO AAC OW. MELE U Cas 8) - Ce BEA GON*) 中 
SNAAR EHANA. KUARERE, SAORTA RR 的 任意 一 边 
Wit, PEERAA GM. EE. Bidet aay 中 iR ESAERA) 
PEt RM, MEZER. 

WE, RAMPS TEAURRUER XK IDE, MAN 的 一 个 完 答 树 ， 它 
AWG BERT. Bh, 51-5. MAN ARB, Olen bicM bl =bu, MA 
THR, MWh- bu aba, WURD. EME. 

一 个 非常 类 你 于 (25) 式 的 结果 是 由 PuIslow 及 Spence[ 和 所 导出 ， 他 们 定义 了 一 个 X 药 完 
备 树 ， 或 者 作为 仅 包 含有 无 源 元 件 的 一 个 树 ， 或 者 作为 包含 某 些 受 挫 电 济源 的 一 个 树 ， 在 该 
树 中 用 它们 相应 的 控制 支 路 来 代替 这 些 受 控 源 ， 从 而 得 到 了 一 个 仅 含 无 源 元 件 的 桂 。 为 了 如 
ARM, PATE MMA (common tree)。 因 为 完备 树 的 集合 是 共 辐 树 综合 的 子 
集 。 所 以 利用 (25; 式 启 获 得 的 这 办 要 比 从 证 理 4 即 用 共 同和 树 代 蔡 完 备 树 ) 得 到 的 边界 更 准确 。 
作为 一 个 示 策 ,研究 图 7 中 的 网 络 N。 容 易 看 出 支 路 R、C 和 工 仅 构 威 了 一 个 完备 材 。 报 据 定理 
4， 我 们 有 owsz = 1+0=1。 男 一 方面 ， 支 路 R，C 税 aiic 形成 N 的 一 个 共同 树 ， 由 Purslow 和 
Spence 定 理 和 将 得 到 0mx=1+1=2。 因 此 ， 如 果 N 拥 有 玲 一 和解 的 话 ，4, 半 1,8s 丰 一 1, 目 f=。 
这 个 例子 也 证 明了 即使 受 控 源 的 参数 与 其 它 网 络 参数 没有 特定 关 农 的话 ，Purslow 和 Spence 
REENE AREA NS BE, TERR Ra 

3USJUIS BENE, SACOTURRR TAMER. 

推论 1 

在 一 个 富有 受 控 电 流 源 N 的 RLC 网 络 中 ， 令 :是 货 得 (5x t Bu t bi ~ buo WRAL 的 一 
个 共同 镁 ， 此 时 bx 、bes 和 bris 分 别 表示 t 中 的 电容 器 数 、 电 容 必 -电流 控制 电流 源 数 和 电 晤 器- 
电流 控制 电流 源 芍 ，5u 表示 N 中 树 ! 的 补 树 ;的 电感 器 数 ， 那 么 六 的 复杂 度 的 上 界 0 mx 由 下 式 
给 出 ， 


CSO ars = Bir + By bu bu, . (GT) 
公式 (27) 是 Tow[5) 导出 的 更 一 艇 公式 的 特殊 情 
祝 ， 它 也 包括 了 可 含 受 控 电压 涯 的 情况 。 但 是, m o, A 
后 一 种 情况 中 共同 树 不 能 在 W 中 单独 定义 ， 它 们 可 以 ie 
用 其 伴随 电压 图 各 伴随 电流 图 来 定义 。 为 简单 起 见 这 
BRYR BM. HATH, KAR, CMe i 构成 


ARAW, CDHODRAMZEIEA. FR R 4 
们 有 Bl T4EESUEWEGEAA 
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ORO mr  141+0-1=1 
等 价 趣 我 们 能 月 支 路 及 , CALERRAM, WEBA 00m =1+0+0-0=1 
最 后 ， 我 们 提 到 一 种 非常 特殊 的 情况， 正如 Su(6] 所 讨论 的 ， 即 N 中 包含 有 一 个 诸 刘 回 
转 器 、 品 体 管 或 真空 管 的 非 互 易 网 络 。 
推论 2。 


一 个 合 回 转 器 (面体 管 或 真空 管 ) 的 网 络 的 复杂 度 不 小 于 移 去 回转 歼 ( 受 控 电流 源 ) 时 的 两 
络 (等 效 网 络 ) 的 复杂 变 。 
证 明 : 


碍 有 真空 管 或 回转 器 的 情况 下 ， 该 推论 直接 从 (18) 式 和 19) 式 而 得 到 ， 并 有 旦 事实 上 y 和 各 
参 是 实数 和 正 数 ，Vi 是 具有 受 控 电 泪 斌 移 去 回转 器 的 锐 络 的 节点 行列 式 。 在 一 个 晶体 管 的 铺 
AP Y= - og HORAK, CARRE, MIRREN EH toe 中 的 
ET eoa), TEV EPEAT ERE = Ca d) U fa 。 于 是 我 们 得 到 

FO + OF tesa) = Gaf CL) amd Gu = OL gef Cu) 
Boxes, SBDESODICBENO BR. FARE. 
E 论 

在 本 文中 ， 我 们 介绍 了 专 涯 网 络 拓扑 分 析 的 统 -- 综 述 。 我 们 已 经 指出 如 坷 把 无 重复 的 有 
HRSA H-A Coates-Mason 公式 中 的 完备 柑 及 完备 2- 树 建立 起 联系 。 这 就 使 我 们 能 从 
Chen 民 公式 来 绎 出 Coxres-Mayeda 公 式 ， 反 之 亦 扰 。 同 时 地 把 这 两 种 方法 的 优点 均 包 括 了 进 
去 ， 且 避免 子 氢 述 新 公式 时 的 缺点 。 

SOPRA MT ARR AMAR, BOS SRT MS ORE th. 

已 经 证 明 一 个 含 受 控 电 流 源 的 RLC 网 络 的 复杂 许 的 上 限 与 网 络 的 完备 树 有 关 ， 这 种 完备 
树 使 电容 器 的 数 月 与 电感 器 的 数 昌之 差 值 为 最 大 。 一 般 涪 来 ， 网 络 可 能 达到 这 一 边界 。 但 基 
确定 复杂 度 的 一 般 竺 性 的 问题 尚未 解决 。 ^ 

BE, WHRIRIPBSEDICHON MORPÉUGCBOGE SURE NS SBP RRBABRAR 
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十 二 、 完 备 有 向 树 和 完备 有 向 2- 树 的 特性 


ey 


摘 要 


本 文 编 出 在 一 般 网 络 的 伴随 有 向 图 中 ， 一 个 有 向 树 是 非 元 余 的 充分 与 必要 的 条 件 。 基 于 
这 些 特性， 给 出 了 适用 于 一 般 网 络 的 不 含 相 消 的 重复 项 的 新 的 拓扑 公式 。 也 讨论 了 完备 有 向 
树 和 完备 有 向 2- 料 与 Coates-Mayeda 法 的 电压 图 与 电流 医 的 完备 树 与 完备 2- 树 之 间 的 关系 。 还 


Sa THAT. 


Lae 
SHAM, 在 确定 有 源 网 络 函 数 的 有 只 图 法 中 [13， PATA RAS PRR TES 


的 有 向 持 导 纳 的 乘积 之 和 。 但 是 ,在 这 个 和 式 中 ， 并 非 所 有 项 均 不 相同 。 换 名 话说 ,两 个 有 向 
树 可 以 具有 相同 的 乘积 而 符号 相反 。 这 一 情况 的 许多 例子 可 以 在 Chan52] 和 Chen[3] 的 新 书 
中 找到 ， 此 处 餐 略 。 要 了 解 这 一 方面 前 详细 情况 ， 读 者 可 参阅 Chen-3] 的 著作 。 


2, 菲 元 余 有 向 称 和 非 宛 余 有 向 2- 树 的 特性 
本 文 将 研究 存在 支 路 导 纳 矩阵 了 的 线性 有 源 网 络 Y( 因 此 , 它 也 就 存在 着 不 定 导 纳 矩阵 ) 


它 仅 由 电阻 器 、 志 容器 、 自 感 、 如 图 1 bee Ro Boo er rH 


Mie g 
a a c ad oc 
“Jez p 
b d b ie Ld d 
fa} 


© 
yi= L/w, yam Lifw, wes(LIL-Misso 
B1 (ase ERE NORD] 


l -y 
d 
ao C c 
+. 
Vab $ uvas 
- b d 
d - 
四 oe 


图 2 CER MM EM AA 
“1356 


WARNER RATELY = Cus], HARM, E 
Asto RET, viva, valve mak 号 
了 回 苇 器 之 外 ,这 一 假设 在 所 有 的 实际 网 络 中 均 满 足 ， 
关于 回转 器 的 情况 将 在 4 中 研究 。 这 也 意味 着 在 伴随 
AARC), 即 N 的 G 中 不 含有 如 至 3 所 示 的 子 贺 。 
Mayeda[ 纪 隐 售 地 作 了 这 一 假设 。 为 简单 起 见 ， 在 本 

节 中 我 们 省 赂 了 对 一 般 情 况 的 讨论 。 

ELI}, RN CBW HU MTNA, 
通过 对 这 些 规 则 的 存 绸 研究 ， 我 们 发 现 若 用 一 条 元 向 "bd 
边 来 代替 一 对 方向 和 相 友 移 有 向 边 ， 且 使 无 向 边 的 权 与 E 
AMAR CORSO HE MGT FRE Rh. Es AEE ERT 
AER ROG E HA PR C103 E111," vf AERA P AIARA HL 38 3b RR II WE TE PEO 
的 有 向 图 《如 图 2 所 示 }， 或 变压器 的 件 随 有 向 图 (如 图 1 Bro Xen ENCD HD PERLE. BA 
融和 自 感 所 组 咸 ) 的 子 网 络 上 而 得 到 。 

我 们 把 混合 图 G 中 的 有 向 近 称 为 有 源 边 ， 无 向 边 称 为 无 源 边 [101，F111。 以 有 为 节点 的 有 
向 揪 5 是 一 个 插 ， 它 的 每 一 条 有 源 边 在 该 插 中 展 难 一 的 通 收 〈 册 有 源 边 所 兢 定 ) 指向 参考 节 
Jb. REAM MARL a, RAET Ee BER BERE LUE Pags ERE 
G 的 有 疝 2- 寿 ， 其 中 节点 1 和 节点 j 禹 在 同一 个 连 乏 片 之 中 ， 节 点 & 和 节点 岂 处 在 另 一 个 连通 片 
b. BRA AR APP RSE MENS. KIER TT A RES B 
JBYRR-BE TAT. 

RY AVP S5 AAVARAG RO, SAadetY,, 4, 8Y A, DRAFT 
式 。 设 g 是 G 的 一 个 子 图 ，f ORRIRA ANA SRR RR, FPA 
ZR, WELD) =1, 按照 这 些 定义 ， 可 将 我 们 早先 的 工作 [1J，T6]，5?7] 总 绪 如 下 。 

EUER. 


4= > ftp GD 
UR 
452350 fing) (2 


虽然 于 ,以 nm 作 为 参考 点 ， 然 面 (1) 式 右边 式 子 与 参考 点 的 选取 无 关 。 所 以 在 计算 4 时 ， 我 们 可 
以 选取 任意 一 个 节点 & 作 为 G 的 有 向 树 的 参考 点 。 

我 们 用 (i， 妇 表示 G 的 一 条 边 @。 如 果 (i， 力 是 有 源 边 ， 则 其 方向 从 节点 i 指 向 节点 1。 如果 
G, DEAR, BAG D-0, De i 

在 G 中 ， 对 应 于 图 2 RABE ADRS 

S={(e,a), (e,5), (d,a), (d,5)) (3) 

称 为 有 源 集合 。 类 似 地 ， 车 (3) 式 对 应 于 图 1 的 变压器 欧 四 条 无 源 坟 集合 ， 则 称 为 无 源 集合 。 
注意 图 1(8) 中 的 [3a,5) 边 和 (ec.9) 边 不 包含 在 这 一 -无 源 集合 $ 中 ， 可 以 将 它们 作为 无 源 二 端 网 


(p ”欧文 为 Composite graph 或 mixed graph, 

@ P ra-cHbed, Vmr ES A Say R A eo 

O Vibe pattem SSA. 

B HES AAR. C. Dems Za Lest Hee ewe, 
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络 元 件 处 理 。 

我 们 进一步 假设 G 的 各 个 有 源 集合 及 无 滨 集合 的 边 的 权 以 及 各 二 襄 无 源 元 件 交 边 之 权 均 
不 相同 ， 并 议 文字 形式 纵 出 。 

吕 的 一 个 树 有 向 tf 或 有 向 2- 树 fii,4)， 如 果 在 G 中 存在 着 另 一 个 有 向 笠 t CUR At 
有 
LI ELITS MCIMEMEU NEC AER AE D 

ATJROIGGURREUMAA. TRENE DRE RM, NE.-d., NE 
个 有 向 2- 树 ti je PIRATED SEE, - 0, D = ta。 这 种 方 法 也 适用 于 有 向 3- 树 的 情况 。 

A ETCACR Ig bl 

BERGRCH M IERUOAHE AS, SHAT OUR UAR TUR RAN FET (x 011,2, 
54 


Tio site PAA ESTE X) 
Tita AASHI CRX, H 
Bile, ayeta, MNT Cc, B) asian 
Rd, Eget, Wia id, Poetas 
Ble, DER, Mt Ce, BYE atas 
RA, Wd, uetop, Mt,- Cd, aY% ta, uu). 
T, = ita tS ARIE, 


D fpd (4) 


A, WESBRARES, AT EER. OMA RR. SEH ATEMN TR 
WES. MRT HH aR TSR, (d, OUR, DH, MET, HRE, 
(d, DURE, b) MME, Coe IERI, = (UC, b) - b) Oo = ~ Fi), REM 
P. FA, MBA, a (e, ad, b) WET. PRE IN Co, b, d, a) 
BUR, bt, =U, ay-(e, a, APS ~ 了 ti), 反 之 亦 然 。 所 以 引 理 得 证 。 


7. 
如 果 5 是 有 源 集合 ， 那 迄 
= fao-0 @ 
"help 


EO, HAE PREEN, RAM ERAN ER, mcrae URS. CO EE 
总 8 成 立 。 因 此 ， 不 失 一 般 性 地 我 们 令 8 = c 或 4。 在 这 两 种 情况 下 ，T，，={ Je BARRA 
证 。 

3133. 

令 8 是 一 个 无 源 集合 。 设 2 LETS MER, Tiu Mid dC, ORC, OBR, 
包 和 (dU，5)， 在 太 中 移 去 这 儿 条 过 时 不 会 得 到 节点 c 和 d 处 在 同一 个 连通 片 之 中 的 5- 树 。 因 此 
Ts 的 每 一 个 {4 是 元 余 的 ， 并 有 
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€ofto- X fuo (8) 
ta Tha e Tae 
且 {6) 涉 右 这 式 子 中 不 存在 相 消 项 。 
Sime 
È fo wx 
ASTRA, 
下 理 3 和 4 的 证 明 在 附录 I 和 了 中 结 出 。 

于 是 ， 在 计算 节点 行列 式 时 ， 只 项 考虑 Tuo，Tis 和 Tu 因此， 如 果 在 @G 中 含有 其 它 的 有 
源 和 无 源 集 合 的 话 ， 这 -论证 仍然 适用 。 这 就 导致 了 第 3 节 中 将 要 给 的 主要 结论 。 

为 简单 起 见 ， 将 由 (33 式 所 定义 的 S 中 的 (c，o) 和 (dd，5) 边 作为 一 个 这 对 ，(c， 上 的 和 (d， 
9} 作为 男 一 沾边 对 。 考 虚 到 上 述 讨论 ， 我 们 得 到 如 下 结论 。 

xm. 

GHJ— ACH IB BET CERT BO TE EAR M X OO SUBE ELE —+ ARRAS 中 的 
种 边 中 至 多 有 一 条 边 处 在 中 ， 且 如 困 ts Pa RU, BA Pt B6 — e Xie (C8 
它 时 ， 将 得 到 G 的 一 个 树 ( 不 一 定 是 有 向 树 ;， 若 舅 一 个 边 对 中 的 一 条 边 代 葵 它 而 不 构成 一 个 
树 ( 却 果 i ;不 包含 5; 的 一 条 件 ， 则 这 些 条 件 臣 自 动 满足 的 )， 则 该 有 讽 树 是 非 元 余 的 。 

值得 指出 的 是 在 引 理 3 中 Ti: 的 每 人 有 沿 酝 (因此 ,也 对 于 ,中 的 每 个 有 向 树 是 元 余 的 ， 
意 然 并非 其 中 的 所 有 项 都 互相 抵消 ; 未 相 消 项 对 应 于 Ti WARM. 这 一 事实 连同 定 埋 2 的 结 
果 可 用 来 确定 在 (1) 式 的 最 后 展开 式 中 析出 现 的 那些 有 向 树 。 这 一 点 将 在 第 3 节 中 予以 介绍 。 

EB 2 中 ， 如 果 节 点 "和 ad 让 重合 (相当 于 一 个 晶体 管 或 电子 管 的 情况 )， 则 得 到 该 定理 的 
一 个 有 用 的 结果 。 

推论 1 在 由 (3》 式 所 定义 的 有 源 或 无 源 集 合 S 中 ， 令 b =q， 那 么 任何 G 的 非 宛 余 有 向 树 
HORREA C, eX. 

也. 非 元 余 的 有 向 2- 树 

吏 在 我 们 按司 样 的 研究 思路 研究 非 宛 余 的 有 向 2- 树 的 特性 。 为 了 避免 符号 以 及 禾 述 的 腥 
洒 化 ， 将 它们 用 非 元 余 的 有 向 树 表 示 ， 这 一 点 基 非 常 戎 望 的， 因为 一 个 用 来 产生 所 有 非 完 余 
有 向 树 的 计算 机 程序 也 可 用 床 产 生 非 宛 余 的 有 向 2- 树 。 

45,210, D, G, D, (4, D)E- TRUE, HG, D=~1, fü, Rk}=f(k， 
九 =I。 令 G+* 是 一 个 将 Su 的 这 加 在 G 上 而 得 到 的 视 合 图 。 从 定理 2 得 到 以 下 结论 。 

Hil. 

RUBS IN — METAR EG Ud, CARAS WARM, IO, BA, 2-0, ORG 
的 一 个 非 元 余 的 有 向 2- 树 +:;, so 

这 一 推论 是 必要 但 非 亮 分 的 ， 因 为 由 G* 的 含有 i,， ONT HAR ETARA —4- 
ERR Mhn 下 面 将 给 出 非 元 余 的 tiyyx 的 完全 特性 。 

定理 3。 

令 Pii 是 G 之 1 由 从 节点 7 到 节点 ;的 叭 - "有 向 通路 ， 除 非 $ 具 有 下 列 性 质 ， 即 着 (x, y) 
Iz-2e, dfügp- 6， 门 是 3 之 is 中 叭 一 所 属 的 边 ， 其 中 8 在 所 ;的 P.: 中 ， 从 tk 中 移 去 人 z， 功 
便 得 到 一 个 3- 树 ,其 中 节点 a 和 5 以 及 节点 c 和 0 分 别 册 现在 不 同 的 连通 片 中 , 则 tij,; 是 非 宛 余 2- 
树 的 充 要 条 件 是 对 由 (3) 式 所 定义 的 每 一 个 有 源 或 无 源 集 合 5， 有 疝 树 +。= 二 ;,。U G, 有 满足 
定理 2 的 各 件 。 
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这 条 定理 的 证 明和 定理 ZONE. ROEIEXCHSREGS EXSEEWUM, AUC, 
DEG HERR É 

推论 3。 

G 的 一 个 有 向 2- 料 t;, 4 为 非 完 余 的 充 要 条 件 是 t;,sU (iI，&) 是 一 个 以 k 为 参考 点 为 k 的 非 宛 
RAM, HRACUG, RWI, P. 


3. 完 备 有 向 树 及 完备 有 问 2- 树 
在 本 节 中 我 们 将 说 明 ， 如 何 利用 前 一 节 所 得 到 的 结果 来 殉 定 那些 在 (1? 式 和 (2) 式 中 不 产 


生 任 何 对 消 项 的 有 向 树 和 有 向 2- 树 。 这 里 的 主要 困难 在 于 并 不 是 所 有 完 余 有 向 树 各 有 商 2- 树 
在 (1) 式 积 (2) 式 的 最 后 表达 式 中 都 相抵 消 。 因 此 ,除了 非 兄 余 有 向 机 及 非 宛 余 有 向 2- 树 之 外 ， 
我 们 还 必须 确定 那些 将 在 (1) 式 与 (2) 式 的 最 后 展开 式 中 出 现 的 完 余 有 向 树 及 完 余 有 向 2- 树 。 

定义 1、 

G 的 一 个 有 向 树 ts， 车 对 由 (3) 式 所 定义 的 每 一 个 有 源 或 无 源 集 合 S， 满 足下 列 三 个 条 件 
之 一 时 ， 称 为 完备 有 向 树 。 

1)》 最 多 有 一 条 5 的 边 包含 在 中 ， 车 这 条 边 存 在 ， 先 用 (a，5), 然 后 用 (c，d) 代 赫 这 条 
边 后 ， 每 次 都 得 到 一 个 树 人 。 

20 —PERBRASHM Cc, aac, ad, amd, Meet, Ha, b) 
Mle, OREM ARE TURO. 

3) 对 于 满足 条 件 (1) 的 某 个 5;， 令 Pi 是 三 中 从 节点 x 指向 节点 # 的 唯一 有 向 通路 ， 其 中 4 
是 S; 的 边 中 的 一 个 节点 。 那 么 如 果 (z>，2)[z= ce，d 和 2! =a, IEE HSK- W, FE 
个 x 而 言 ， 其 中 8 在 Pu 的 Ps 中 ， 那 么 从 如 移 去 S: 和 8 的 边 后， 将 得 到 一 个 3- 树 ， 其 中 节点 6 和 
以 及 节点 c 和 d 分 别 出 现 在 不 同 的 连通 片 中 。 

我 们 可 以 类 似 地 定义 G 的 完备 有 向 2- 树 。 它 们 可 用 某 些 完备 有 疝 树 来 表示 ， 这 样 ， 一 个 
计算 机 程序 可 同时 用 来 计算 节点 行列 式 和 各 元素 对 余子 式 。 


定义 2。 
G 的 一 个 有 向 2- 树 和 js， WRR Sta UG, DEG HEZA, BS WEE 


1 中 的 D， 岗 它 是 一 个 完备 有 向 树 ， 其 中 G* 和 5 已 在 推论 2 中 定义 过 。 

在 定义 寺中， 第 一 个 条 件 表征 了 G 前 那些 非 宛 余 的 有 向 树 ， 第 二 个 条 件 表征 了 在 TS. 中 
的 那些 完 余 有 向 树 (T; :由 引 理 3 所 定义 )， 第 三 个 条 件 表征 了 那些 含有 S 的 一 条 边 的 元 余 有 
秽 树 。 这 也 适用 于 定义 ?2。 对 于 G 的 有 向 2- 树 fi,s 来 说 ， 所 得 的 结果 与 引 理 3 相似 , 此 处 从 上 略 。 

推论 4。 

G 的 一 个 有 向 2- 树 fi,s， 当 且 仅 当 它 对 应 于 一 个 唯一 的 GU (i,，&) 的 有 向 树 (E EAG, 
D, CERAK. 

现在 我 们 来 叙述 本 文 的 主要 定理 ;在 附录 3 中 给 出 了 证 明 。 

EM. 

A= Pf) (8) 
th 


Ags X fu (9) 
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RPAN EG 1 25 £3 RAAKAA- 

RMAKEEE, OAL MHESANUERLS, BIZ SEM RM BEER n ES 
于 ,的 参考 点 。 

BH, RANER- FAH ARMS A 2M Si Coates-Mayeda pkd], COTM EE 
图 与 电流 图 中 的 完备 树 和 完备 2- 树 之 间 的 关系 。 

令 G, 和 Gi 分 别 为 N 的 伴随 电压 图 和 伴随 电流 图 .对 于 G 的 由 (3) 式 所 定义 的 每 一 个 有 源 集 
合 8， 层 (ao， 虽 。 和 (ec， 中 :分 别 是 G, 和 G: 相 应 的 电压 边 和 屯 流 这 ;它们 构成 了 一 个 边 对 。 对 于 
WORREN — TERRES, Wü, Dulce, dC, dica, 0,2 8 GR 
G; 的 相应 电压 这 和 电流 边 ，(G，b), 和 (c，9d) ;是 一 个 边 对 ，(c,o)。 和 (ay 的 是 另 一 个 这 对 。 
Mayeda[4] 把 每 一 个 边 对 中 的 两 条 过 看 成 是 在 不 同位 置 出 现 的 相 局 这 。CoatesF9 则 认为 这 些 
边 是 不 同 的 ， 在 计算 时 交换 它们 的 位 置 。 我 们 将 遵照 Coates 的 约定 ,于 是 从 定理 4 我 们 得 到 下 
列 结论 。 


Bus PEAT AR FAA FAO ERES EST 


推论 5. 
G 的 一 个 有 向 树 ( 有 向 2- 树 ), 当 且 仅 当 它 相应 于 G, 和 G, 的 唯一 的 完 省 树 (完备 2- 树 ) 时 ， 
它 是 完备 的 。 
于 是 我 们 可 以 应 用 已 知 产生 完 睾 树 和 完 告 2- 树 的 方法 [83 来 计算 完备 有 向 树 及 有 向 2- 树 。 
有 意义 的 是 这 里 不 涉及 麻烦 的 符号 问题 。 
举例 
研究 图 4 药 放 大 器 ， 其 伴随 有 向 图 如 图 5 中 所 示 。 我 们 希望 计算 节点 行列 式 和 它 的 余子 
式 4:: 和 4i:。 
在 G 中 ， 如 果 节 点 i 和 节点 j 之 间 有 状 列 边 ， 令 G, Du 是 二 端 网 络 元 件 的 一 条 无 源 边 ， 
《i 让 :是 有 源 或 元 源 集 合 中 的 一 条 有 源 边 或 无 源 边 。 
在 (8) 式 中 ， 图 G 的 完备 有 向 树 扣 的 参考 节点 5 订 以 任意 选取 ， 令 4= 5。 DURS SOR DUAE 
“140° 


SORE GFE WN C38 (4.5) MOD I RSE, LEA RH 

VIL, GGG, + Gry, + Gy) + GIGS 4 Ye )] 

Bey = L/w, ve=L,/w, wes(Lib,-Mi <0, 以 及 ya = Gigi. VIROPSUNS— IUE 
对 应 着 从 G XE SCR USSUCUE A TEC TH) TM, 至 少 包含 营 有 源 和 /或 无 源 集 人 各 中 一 
条 边 的 完备 有 向 协 i BE BE 3 

(OGD)GDiys GG (yG; G, (PYG, Gs 

(~ YG Gr (YG G, (- 10967 eG, G, 

RP - eG.) 对 应 子 有 源 边 (3,1):，( ~y) SEEM (2,5), Y= Mi sw 对 应 于 无 源 边 
《2,4)。 因 此 ， 利 用 58) 式 得 币 网 络 的 节点 行列 式 如 下 

A Us EQ GO, FG; +GY2)+G,.GG,49,)1 

-UG GY -YG +E, AG, + Ga) 

-W'G IG. +0G.G, (10) 
TERRENAE- BINH CLR REAM, Ro, 2, 3, 4, 5, Ah (一 2G) 
项 对 应 于 k=1,2,4 和 5 时 的 (3,1)。; 以 及 k= 3 时 的 (4,3),。 汗 意 有 源 边 (4,1) 和 无 源 边 (2,4) 
不 能 单独 地 出 现在 完备 有 向 树 ## 中 [除非 (2,5)* 也 在 该 稠 中 ]。 

计算 人 .1 是 非常 容易 的 ， 因 为 利用 (9) 式 和 维 论 {， 它 对 应 于 合 有 GC; 和 移 去 咏 ; 的 完备 有 
向 树 ts。 由 (10) 式 ， 我 们 有 : 

Air EY (GG GU, Gay, c GIG, Gui) 

WAG Y: Ys - CG, +G +G. —aG,) ai) 
最 后 ， 为 了 计算 入 ,,， 我 们 生成 G 的 完备 有 身 2- 树 1 .,,s。 它 们 所 对 应 的 各 项 为 ， 
yGG， 和 (eG Gy。 
于 是 ， 利 用 (9; 式 ， 我 们 有 

Ars WO Gs +0G Gs), az 

值得 注意 的 是 在 应 用 定理 4 时 我 们 不 应 该 把 @ 的 并 列 边 合 并 ; 只 有 当 这 些 并 列 边 对 应 于 
DRRR TERRO pi ca, b) I Ce, d) 这 2 时 ， 才 能 预先 进行 对 并 。 

A EI DORE CR 

ES, WUDIS THEOD CT LAREN N, BUCO EDI AUTORIE 3 BREA, H 
TERRIEREN, RTO RRL, KOBTHDAGORAGEGUHIBSLO BE, OT 
BRP DEN Beth, EET PRT EE EEG CO ABR BI, Bess, HE 
e=g 和 8= -9 的 情况 ， 图 6(5) 是 图 6(a) 所 示 的 回转 器 的 伴随 有 向 图 。 

G 之 对 应 于 图 5(5) 的 5 个 有 源 边 的 集合 为 ， 

S,={(a,0}, (0,00, (a,b), (b,a), Cb), (b,0)} (3) 
Lyr 4 ECEIIDODRECD OS Xr Ec Ract qub cr A, MEF ERAM 
到 定义 1 和 2 上 ， 那 么 前 一 节 所 导出 的 全 部 分 式 仍然 有 效 。 

pis Hn B BT UR. 

D SARE, BREET AI fonus 或 tane R duse AE 
teases WO, OM, CAEL) URS NC, ORe, Do 在 加 中 如果 是 tonc M 
ORe, Et Po 

EETIRDE LEN R BOE: 

D SC PRAG E aP, WARF HH yU GARREN, 

Ht 


图 8 (o) 回转 器 (回转 器 的 伴随 有 问 国 
*o dt 


罕 本 文中 ， 我 们 描述 了 这 样 的 有 向 柑 和 有 向?- 树 ， 它 们 在 实际 的 含有 非 互 吻 元 件 及 变 压 
器 的 网 络 的 节点 行列 式 和 祭 子 式 的 展开 式 中 ， 没 有 任何 对 消 项 ， 它们 被 称 为 完备 有 向 树 及 完 
省 有 向 2- 树 。 我 们 还 指出 了 定 们 与 Coates-Mayeda 法 让 的 完备 树 和 完备 2- 树 的 关系 。 利 用 所 
建立 的 关系 ， 我 们 可 以 应 用 已 针 的 计算 有 岗 树 和 有 向 2- 择 的 方法 来 得 到 待 求 项 。 但 是 ， 请 注 
意 ， 本 文 没有 讨论 有 关 确 定 完备 树 的 符号 问题 而 是 据 出 一 种 不 同 于 Coates-Mayeda 或 Chen 
方法 的 新 拓扑 公式 。 这 里 不 涉及 到 任何 符号 问题 以 及 相互 抵消 的 完 余 项 。 

本 文 的 绪论 也 用 于 说 明 目 前 未 解决 的 关于 线 福 有 源 网 络 的 党 杂 度 问题 [112。 


Wok 1 
纹理 3 的 证 明 楼 要 
因为 <6) 式 的 右边 不 存在 相 消 项 ， 关 此 对 于 Ts -了 Ti, 的 得 一 个 1,， 在 Ti -Ti 中 有 唯一 
于 是 为 了 证 明 这 一 下 理 。 将 了 Tt, 的 各 元 素 ' 分 为 8 
类 ， 每 一 类 作为 一 种 情况 来 考 圳 。 邻 pi 是 二 中 节点 i 和 节点 j 之 间 的 唯一 通路 不 一 定 是 有 启 
通路 )。 

WAL, uod, DRE, 和 (uadit, Baer (0, (d.b) Rt (c,a)U 
(d,a) itg Pe MAC. aA, bei miii UG a) - (4,0); WR Co oo FIC as 
Et, Aie fuU Xd, D= (duo, BR, t Pi 的 这 种 对 应 是 唯一 的 ， 且 有 fO = 
-FGI sto, CAR Pa NIAE. 

RNBAVUMEMRE LH RR. PRR AY ay. 

WH, (c,a) 8G b) 9 Co bo Ad, b) det b, Æt, T Co a) U Cd by Rt- Co b) U (d, b) 
有 一 个 Po。 

情况 3， (cq) Ad. bm (cb) Ad, b get, fet, te,a) Cad, 或 {~ (o,b) Udo) 
中 有 一 个 Poso 

Wek, Cou) A, ba (d a) Cd, b) 61, h, Era- (o2) J (db) at d,a) U (db) 
中 有 一 个 Pw。 

情况 5，Ce,5) 和 (d,90) 或 (ec,b) 和 (ad,5) 在 fi 中 ,在 ts 一 (5,b) J Goa) Rt- cob) U by 
中 有 一 个 Px。 
ats Tuc TARRAA E, REGRRBESAAR, FH. 


IBI 


VA bros I 


LE 


情况 6: (c ey Md, ayste a) Md, eyyetep, Et- (ob) U Cd a) met, — (e,0) U (da) 
中 有 一 个 Pu。 

MORI, (cb) Bid, ORe, Alc, 6 Etap, Et- ebu (d,a) xkf,— (6,0) U tc,5) 
中 有 一 个 Pos。 

MRS, Cos) RO Cd aa Ce Lay Ri (d a 3e up, Eh- (0,5) d oy e (e,9) U (d,a) 
中 有 一 个 Pn。 

因为 Zi T Me — 4-1 MAF EARS, aE, 


wR 2 


引 理 4 的 证 明 概要 
证 明 类 位 于 引 理 3 的 方法 。 将 Ti: 中 的 元 素 1 分 为 下 列 6 种 不 同类 型 ,每 一 种 类 型 作为 一 种 
情况 考虑 。 
情况 1:，(c,6) 或 (e,5) 在 t, 中 , 移 去 它们 将 得 到 一 个 有 向 2~ 烦 tosis 0 MRC, EP, 
Ati =t,U(e,0)-(e,0)5 MRC b iH, Sei st, Ulea) (eb), BR, bgt Mx 
PIERR, BRAS OD, Hib St AFAR. 
类 似 地 ， 我 们 能 证 明 情 况 2、3 和 4 如下， 
WR (CDR DELP, BREME EST. sate o 
RS, DRG OEP, BEEBE Meuse 
MRA, d, DRU OEP, BEECHER Ta toe o 
TROL S ARE 6 REMERA, EEES ETUDES URL LARS, EE 
为 复杂 。 
WARE. OR Opt, WENA PERE RA esa ae, 。 不 失 一 般 仁 地 我 
们 假设 Ce,0) 在 fi 中 .在 twin 中, 如果 从 4 到 ec 之 玲 一 的 有 向 通路 Ps 仅 由 无 源 边 构 成 ， 令 i= 
Utd,e) 一 (ec,0)。 显 然 本 地 是 一 个 与 1 相同 类 型 的 有 向 诗 ， 且 使 得 1 (14) = -fCOD. mme 
Dope EXE. ME Gru. ARS. = (mu), (uv), y), (UY) PEAY) 
的 有 派 集合 。 需 要 考虑 三 种 不 同 的 子 情况 。 
于 情况 1， 1。~ (z:2) 是 一 个 属于 上 述 情况 3 一 4 中 的 有 向 23- 树 。 那 全 利用 类 似 的 论证 可 区 
ERER, 
PRAL Gu) m (Cus. WEE tireo 中 之 唯一 的 有 向 通路 Po i URS ae 
JE. ilf USD ~ Guns BU, RARE PRAISE. PEE- RARA. ER 
-ARR TUBRSAWADRE. BEAR, RAPPORT ER IEEE HRS 
应 用 子 情况 3 而 证 骨 。 ] 
TERR. ao Gu) = Loan RIR ARRE PRS RA Gru , 刘 果 在 four 
中 之 只 一 的 有 向 通路 P.- 和 P,, 仅 由 无 涯 边 所 组 成 ， 风 信 
ti =t, Uda) U t,o) - Cc) U(r te 
BAR, COR 5st RC = SDs RPL RP m 
Xi MAER EASHE, BUR GER EJEGORORTBHDSEURUUESASPPE, Riper, 
这 一 过 程 总 要 在 菜 一 阶 役 停止 。 于 是 ， 我 们 证 明了 Ps 只 含有 一 条 有 源 边 的 情 癌 ; 着 Ps 含有 2 
条 以 上 的 有 尖 边 的 情况 ， 则 这 一 子 情 况 可 用 归纳 法 加 以 证 甫 。 
WRG (d HOR HEL, BEM BASRA te edis, 证 明 方法 与 情况 5 相 
+ Fae 


做 ， 此 处 队 酷 。 


因为 Tri 的 每 一 个 元 素 坏 是 上 述 类 型 中 的 一 种 ， 匠 以 引 理 立 即 得 到 。 引 理 证 毕 。 


Hox 3 

定理 4 的 证 明 概 要 

我 们 将 用 归纳 法 来 证 明 此 定理 。 如 果 G 至 多 有 一 个 由 (3) 式 所 定义 的 有 深 或 无 钴 集合 S$， 
AR 2 节 -4 的 讨论 可 知 ， 该 定理 是 正确 的 。 假 设 这 一 论断 对 于 任何 含有 m - 1 沾 (或 小 二 mm 一 
L4) 这 种 集合 的 G 都 成 立 ， 此 次 mol. BDRATÉGEUDAS G 含有 m 个 这 种 集合 的 情况 也 将 万 
立 。 

不 失 一 般 性 地 由 《3》 式 所 定义 的 S 是 G 的 一 个 有 源 集 台 。 将 G 之 所 的 集合 T, 像 第 2 节 -4 那 
样 分 解 成 Ti:。 显 然 我 们 仅 需 考 点 (1) 式 的 Tie，T1 和 Te。 因为 To ETA CRESS 
而 得 的 图 Gu 的 有 向 树 的 集合 ， 则 从 归纳 法 的 假设 便 得 到 ， 这 种 Ti 的 i 对 于 CO 式 之 最 后 展 
开 式 的 未 相 消 项 的 贡献 相应 于 @, 的 完备 有 疝 树 。 

下 面 ， 研 究 Tse 的 各 元 未， 显然 我 们 有 ; 

Tu = ‘tee SHD ERPE = Gan uuu, 式 中 z 和 Gy ic, d a, 
Sy MERA. 

令 5, 是 G 的 男 一 不 集合 。Ts 的 元 素 可 以 进一步 分 解 为 互 不 相交 的 情况 TH (= 0,1, 2, 
3，4)， 其 中 了 ,的 定义 与 7% 相同 ， 具 不 过 是 Ts 的 一 个 元 素 ， 而 思 $1 代 替 了 原 米 的 S。 

现在 ， 我 们 能 证 轩 对 Ti 和 T 太 的 元 素 可 以 分 别 得 到 类 似 于 (人 一 (6) 式 的 缚 果 。 对 于 了 
的 元 索 ， 其 结果 与 (7) 式 多 少 有 点 不 同 ， 因 为 不 是 所 有 在 证 明 引 理 # 时 所 定义 的 运算 而 得 到 的 
元 素 在 Tu PREE, $ S aCe Wid, CE, TNL, CL) be TE uus 中 令 
PRP SUEY MUR? Fas RUE Ae, SSRI PR. 

情况 1， 在 P,,, 或 P,,, 中 没有 S, 的 边 ， 可 得 到 关于 Ti 的 元 素 的 类 似 于 (7} 式 的 结果 ， 其 证 
明 与 引 理 4 相同 

dx. SLE Y HEP, RP. 中， 节点 yi: 和 9 eh. 一 7, 四) 处 在 同一 个 连通 片 之 中 。 
对 于 Ti# ,的 各 元 素 也 可 得 到 类 似 于 (7) 式 的 结果 ， 其 证 明 方 法 类 九 于 引 理 4。 

HS, YEP, RP. Bh, ey, My Ei ~ (oy) 的 不 同 的 连通 片 之 中 。 不 失 一 
般 性 地 我 们 假设 (21 yO EP, m, MIRI T Gu ~ BOM aes 7 类 型 的 3- 桶 (不 
REAP, MADRE 4 的 证 明 我 们 能 在 Ta 中 找到 唯一 的 n, REJON- 
[42)。 吉 果 它 是 1 sth TR bees :类 型 的 ， 那 么 满足 于 定义 1 的 3)。 

” 最 后 ， 我 们 注意 对 对 于 集合 ,来 说，T;。 和 T; ,满足 定义 1 的 1)。 于 是 ， 我 们 断定 在 CD 
式 中 仅 区 省 虑 Ti 的 元 素 ， 它 科 对 于 S 和 5S, 满足 定义 1 的 条 件 。 

恨 设 这 一 论断 对 任意 含有 m7 ~2 Gn’ 1) 个 或 小 于 六 -1 个 这 样 的 集合 的 G 是 正确 的 。 
那么 第 二 次 归纳 法 将 证 明 这 一 论断 对 于 任意 m" 是 成 立 的 。 于 是 在 (1) 式 的 最 后 展开 式 未 消去 
的 项 唯一 地 对 应 于 G 的 完备 有 向 树 。 

类 候 地 我 们 能 够 证 骨节 点 导 纳 窍 阵 元 束 的 余子 式 的 情况 。 这 里 省 略 了 网 节 。 
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十 三 、 论 线性 代数 方程 的 有 向 图 解 
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SERRATE RRL BR. RR RE 
另 一 种 方法 ， 可 以 用 研究 与 该 系统 对 应 的 某 种 线 图 来 得 出 其 解 。 方 程 的 未 知 数 对 应 于 该 图 的 
各 节点 ， 而 节点 之 间 的 线性 关系 是 以 连接 这 将 节点 的 有 向 边 前 形式 出 现 。 线 图 法 在 网 络 分 析 
中 是 特别 有 意义 的 ， 因 为 对 应 的 有 沿 图 可 通过 对 网 络 的 直接 观察 而 建立 ， 而 泡 需 首先 列 出 所 
对 应 的 方程 。 

本 文 的 目的 在 于 总 绪 许 多 现 有 的 结果 ， 提 供 一 种 推导 它们 的 统一 理论 ， 并 且 给 而 产 举 一 
个 已 知 有 向 图 的 I- 因 子 ，1- 因 子 连接 ， 半 因子 和 A&- 半 因子 的 系统 方法 。 

2, 定 义 一 个 有 向 图 G (RE) 是 由 集合 VY 和 集合 BE 所 组 成，V 中 的 元 素 称 为 节点 ， 卫 中 
的 元 素 是 有 序 节 偶 (i， 门 ，i 和 和 j 在 VY 中 ， 称 为 G 的 有 向 边 ， 节 点 i 称 为 边 (i, i) 的 起 始 节 点 ， 
节点 j 称 为 终止 节点 。 为 方便 起 见 ， 边 (i， 门 还 用 符号 25 来 表示 。 对 于 了 中 的 任 一 节点 ;来 
说 ，p(i 和 p" (i) 分 别 用 来 表示 以 宇 作为 起 始 节 点 和 终止 节点 的 边 集 合 的 数 上 月。 它们 称 为 在 
中 起 的 阳 度 和 入 度 。 没 有 与 任何 边 租 关 联 欧 节 点 称 为 孤立 节点 。 一 个 色 含 有 孤立 节点 的 有 
向 图 称 为 等 图 。 两 个 子 图 当 它们 无 公共 节点 时 是 互 不 相交 的 。 如 果 S 是 G 的 一 个 于 图 ， 且 的 
每 一 个 节点 是 S$ 的 一 个 节点 ， 则 5 是 G 的 一 个 生成 子 图 。 如 果 2* (i) =p(i) = 名 适用 于 GS 中 的 
每 一 个 节点 i， 则 该 有 向 图 是 度数 为 8 的 规 辜 图。 如 果 (G, D 在 G 中 所 具有 的 性质 而 (i, 让 
在 G 中 也 具有 此 性 质 ， 刚 称 该 有 油 图 是 对 称 的 .G 的 一 个 有 向 回路 是 度数 为 1 的 规则 连 双 子 图 。 
仅 有 一 条 边 构成 的 有 向 回路 称 为 自 环 。 

从 G 中 前 节 点 二 节点 /的 有 向 通路 用 Pi 表示 ， 它 是 一 个 在 G 中 形 如 Pu GA i,k) 
Gb) GJ) 的 序列 。 此 处 地 和 局 是 G 中 的 节点 ， 且 f= 1，2。，…，W， 即 各 节点 互 不 
肯 局 。 如 果 G 的 子 图 严 基 G 的 最 大 连通 子 了 图 ， 则 称 其 为 如 的 一 个 连通 片 。 如 果 4 是 图 G 之 节点 
集合 的 子 集 ， 则 用 Gf 4] 表 示 G 的 局 部 图 ， 它 是 一 个 子 图 ， 其 节点 的 集合 是 4， 其 达 是 在 G 中 
所 有 有 连接 4 的 两 咎 节点 的 边 。 一 个 孤立 节点 可 作为 一 个 连通 片 来 考虑 。 一 个 偶 连 通 片 是 指 仿 
有 偶数 条 边 的 连通 片 。 

台 的 I- 因 子 是 G 的 一 个 生成 子 图 ， 其 度数 有 规则 地 为 1。 较 直观 地 说 ，1- 因 子 是 包含 G 中 
的 所 有 节点 的 、 互 不 要 接 的 有 向 回路 之 集合 。 在 工程 文献 〈 见 [17]，[203) 中 ，1~ 因 子 也 称 
为 连接 。 从 G 的 节点 i 到 节点 j 询 1 因子 连接 ， 用 HH;; 来 天 示 ， 它 是 G 的 一 个 生成 子 图 ， 它 包括 : 
G) 从 节点 i 天 节点 j 的 有 疝 通路 P,;; Gi) 不 包括 在 (1) 中 的 G 之 所 有 其 它 节点 而 形成 的 、 互 不 
相 接 的 有 向 回路 之 集合 。i~ 因 子 连接 也 称 为 -连接 ( 见 [17]，[207)。 

一 个 加 权 有 向 图 G 是 一 个 每 条 边 都 赋 以 权 的 有 疝 图 。 为 方便 起 见 ， 对 于 G 的 每 一 个 子 图 
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5, BRT AME, CAR" RIO ERU FERRER, 例如 一 个 有 向 回路 可 用 
Erres RER. HELI Ri Ceo Rite S2 OLD 相对 应 的 权 。 如 果 SEC 
H—-TTH, BAS) 表示 了 8 的 各 个 边 权 的 染 积 。 如 果 S 足 G 的 堆 图 ， 则 定义 FS) =1。 一 
个 标记 有 向 图 是 G 的 一 个 有 向 图 ， 其 中 所 有 的 节点 用 整数 1，2，…，n 来 标记 ， 此 处 是 G 中 
节点 的 数 且 。 人 贯穿 于 本 文 始终 ， 术 语 “ 有 向 图 ” 系 指 一 个 有 标记 的 加 权 有 册 图 。 

两 种 集合 论 二 元 运算 ，“ 并 ”及 “ 交 ”， 分 别 用 J 及 间 表 示 。 它 们 可 用 于 两 种 稍为 不 同 的 范 
B. Pn, HAR BCH A PIR, WAN, UH, 表 示 G 的 一 个 子 图 ， CAAREHOR, m 
者 在 HH 中、 或 者 在 两 者 之 中 的 元 素 。 如 果 互 ,和 ;是 两 个 集合 ,那么 及 , U 玉 :表示 两 集合 之 并 。 
MFO, BARE I, MPRA BR, SCRE eB 表示 。 如 果 一 
THe EM, Ap RRA RAMEN US IS BIT BA. 

DREAM RPT OS KARAN, TR Hon, GMIRBELT REGH— 
生成 子 图 ， 它 不 省 有 长 度 立 2 的 任何 有 应 回路 ， 且 使 得 2 六 =T， 适 用 于 只 中 的 所 有 一 个 


用 R7 a RRHGNF A, YR FO, oy 0,40 加 到 Ri b, MARRA E 
RRO W— + EAE, WARS, BAO ERA G ojd es Goid 加 在 G 上 而 
得 的 图 。 


3, 一 个 矩阵 的 对 应 有 向 图 

一 个 行列 式 的 展开 式 中 的 每 一 项 与 一 个 有 向 图 中 粗 应 的 有 间 思 路 之 间 有 对 应 关系 ， 这 一 
思想 并 不 是 新 的 。KinigC 1 第 一 个 应 用 雯 论 的 方法 计算 了 行列 式 。 然后 许多 作者 将 其 用 到 
各 种 各 样 的 场合 [2] 一 [32]。 把 有 向 加 与 一 组 线性 联 立 方程 联系 起 来 是 由 Mascn 提 出 的 [15>， 
[16]， 并 称 为 信号 流 图 。Coates[17] 发 了 了 一 种 不 同 的 有 痪 图 ， 称 为 流 图 。 用 于 建立 与 代数 
方程 组 的 相同 联系， 并 给 凡 了 茶 些 拓 站 公式 严 招 而 系 统 化 的 推导 。 

METRE HRA = [4ij- 来 灌 ， 验 的 流 图 用 G.( 间 ) 表 示 ， 它 是 一 个 h 个 节点 的 、 
加 权 、 标 记 有 向 图 ， 使 得 如 果 65; 专 09， 则 从 芝 点 i 指 高 节点 ?有 一 条 相应 的 术 为 agi A 
如 果 aii= 9， 风 从 节点 ;到 节点 j 死 有 向 边 。 反 之， 对 于 给 定 的 流 图 C-:， 有 对 应 的 一 个 矩 距 , 并 
AAG #7. SL, HiBararyCl15R HEB RSPR, Ca VERAG) 
于 G. 的 变量 邻接 矩阵 的 转 团 GR Hohn, Seshu, DLE Aufenkamp(18), C192 所 述 的 初始 连 
接 和 矩阵 的 转 置 )。 下 列 结 果 首先 是 帕 Kbnig[13 所 有 果 拟 ， 并 由 Coates[17] LUA TA BAAD RO P 
为 工具 进行 了 严 客 而 系统 化 的 推导 。 但 是 ,其 证 明 是 禄 当 宛 长 的 。 最 近 对 Coates 公 式 ，Desoer 
[20J 利 用 少 基 的 行列 式 姓 质 给 出 一 种 答 单 的 推导 方法 。 因 为 Desoer 给 出 的 结果 是 相当 简单 的 ， 
我 们 将 其 作为 下 列 定理 而 重新 叙述 其 续 果 。 

定理 1 gis, 

det - C71 m (CDs, 


* 


(C71) det Ay = CLOS -1) fI) 


Bey 


此 处 hp 年 Go( 胡 ) 中 的 因子， WiC. A P CN RUE Ril A EE, LAL SP TEA 
Aa PRR, AR Oe A, SRI SET 列 而 得 到 的 矩阵 ， 和 
RD MD AG. PHARM SRR. PB, WRAN = 如 是 ( 常 系数 ) 联 立方 程 组 


Ka 
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的 话 ， 那 么 其 解 由 下 式 给 出 ， 
DOD Hes) 


= Mute 


DE 


Edy 


Bl, 2,00, 5 HbdetA 0, AMBERR, KML. m e, 2 IRR), 
Hoo EEG. CA PAW Roe 18145 A YEE EE, HEAR ALIE AL DRE REB AB P, 
WX -aninspASui, REL-HLMAT PSE RPM, LER oo 中 的 有 
RES, MA D) RG. A PABA ORK, 


Hoeaiis 


BAPE OT Ie Ee BMA, graba RG.) 
PICA AD REG A) AGA) 25, CRUOR RU, IAE WoeRGOETHEI SER. EC) 
BbRHSAESCR SOR EH, EAA T AV chA TE, TRE TACTA c 到 节点 2 的 
1 因子 连接 。 这 就 是 为 侍 么 我 们 要 定义 一 个 流 图 来 作为 A’ (PEA HIREA. 换 
名 话说， 我 们 可 以 采用 定理 1 来 得 到 一 个 三 向 图 的 变量 邻接 矩阵 或 连接 甜 阵 行列 式 的 什 。 

另 一 种 与 给 定 矩 阵 相 联系 的 有 向 图 ， 称 为 信号 流 图 [15]，[C16]。 事 实 上 ， 信 号 流 图 比 流 
图 先导 出 ,并 且 它 已 广泛 地 作为 工程 问题 的 分 析 工 具 , 特 别 是 线性 问题 分 析 的 工具 [21]。 正 如 
在 本 节 开始 时 所 提 到 的 ， 信 号 流 蚜 首先 由 Mason 提 出 [152。 但 是 在 谁 导 得 出 他 的 论证 基 相 当 
曲折 的 。 最 近 ，Younser[22 和 用 行列 式 的 恒等式 给 出 了 一 种 简单 推导 Mason 公式 的 方法 。 
奇妙 的 基 拓 扑 公 式 完全 基于 行列 式 的 理论 。 这 里 我 们 将 介绍 Coates 的 结果 E17 的 简便 拓 种 推 
导 法 。 

对 于 一 个 给 定 的 ? 阶 方 阵 来 说 ， 用 Go( MERABES RE, CRRA + WL, 
此 处 下 .是 n 阶 单位 年 阵 ， 因 更， 信号 流 图 可 了 以 从 相应 的 流 图 来 得 到 ~ 一 - 即 在 所 存在 的 每 一 个 
月 环 处 将 权 加 1， 且 在 流 图 中 无 自 环 的 节点 处 ， 胡 上 一 个 权 为 1 的 自 环 。 

建立 此 类 关系 的 理由 如 下 ， 方 程 组 并 下 = 可 可 以 写成 稍为 不 同 的 形式 ， 即 

CA C En RY X”, 
KAAREL ABE, KRR EE, Tas 0, Ve cea TE, KBs, -1, BGB 
Hb, bae Fa. RERM MER BE 


(Gu rm -bmna, + Says, =s R=1, 2,004, 
xt 
MEHEGA REG. AL) PRS. BUSES RR — TORO dE MES 
zx 的 对 应 量 。 每 一 个 方程 给 出 一 个 节点 信号 ， 它 是 由 射 入 边 所 流 进 信号 的 代数 和 。 SEM gn 
入 的 信号 是 一 条 边区 术 与 发 出 该 边 所 在 节点 信号 之 乘积 。 广 意 在 一 个 给 定 节点 的 售 号 就 是 流 
入 偿 号 之 和 和， 而 射出 边 的 存在 不 会 直 恋 影 唱 到 该 节点 的 信号 。 作 渚 深信 ， 这 就 是 Mason 为 什 
么 将 对 应 的 有 向 图 称 为 信号 流 图 的 理由 。 
定理 ? (Mason) 
deta=(-1)"L14 Dm) (02203, 


(piitan (DN S Pills DS Cais f(D] 
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WR 
DPlerasll + EC DAL 


Te = 
1+ €t-Dn'sfee 
b-1,2,",» Hisi, JARCIARG, CAD Pr CAIN RRO AT RATS, PHA 
Pé oa PMA EG ADA AY AUT BEC AL) PO An + LEA RARA toe a a 
ERO DLE Bop RPA EL SMT A, THe ECC A Gn A) 中 
BARERP Phn BERR LiL 5L 9C, Dis URE PRAH E 
数 ， 和 式 是 对 所 有 的 mm，m i, sje ECMA E KE HE PD PR, IEAn, r, s, thv 
是 正 整数 ， 所 有 在 此 未 特别 说 明 的 术语 与 定理 1 中 指定 义 相同 。 
证 对。 我 们 基于 定理 1 的 第 1 个 方程 证 骨 第 1 个 恒等式 ， 而 第 2 个 和 第 3 个 担 等 式 可 与 定理 1 
的 相应 的 方程 作 完全 类 似 的 证 明 。 
正如 前 面 所 提 到 , 一 个 流 图 G-( 必 ) 可 以 从 一 个 给 定 的 信号 流 图 G。( 仿 机 简 单 地 得 到 一 一 
在 存在 自 环 处 将 其 权 溅 1， 杞 时 在 Co( 但 ) 没 有 让 环 的 每 一 个 节点 加 入 一 个 权 为 ~1 的 自 环 。 这 
BÍ PCH Ge Ba Ry AGC AL) BAG, A GDH WW SUE ~ 工 的 自 环 而 得 到 。 显 
B, COMEB+PRESATHT. BPAAAITAR. MRR BGA) 的 第 i 人 1- 因 
子 ，Go( 码 ) 包 含 了 j 个 权 为 一 1 的 附加 自 环 ， 此 处 的 范围 从 0 到 ww， 因此 
FRG) = (VE O, 
此 处 8i; 是 从 Rij 移 去 第 j 个 只 加 自 环 而 得 到 的 。 利 用 定理 1 的 第 1 个 方程 ， 带 有 适当 符号 Ri; 的 
总 和 恰好 等 于 大 前 行列 式 ， 即 
deta (-10 DARK A] 


KALEO THA Ier Ep eR. SER AT SI RARER, BAS Ry 是 各 不 入 同 
Hj, FAC WASP, RZ. REDE OU, APRS WAR d al HG, AK 
WHA, WREG (ORKE, RRA SHE eta 的 各 项 ， 我 们 得 到 另 一 种 熟知 的 展 
FR: 

detA = (1+ XO D^ OL 


定理 证 毕 。 

4., 流 图 与 值 号 流 图 的 改进 

上 述 所 给 出 的 方法 在 网 络 分 析 的 领域 中 是 特别 有 意义 的 。 因 为 这 两 种 图 可 以 从 对 网 络 的 
几 察 而 直接 一 出 击 不 必 首 先 去 列 写 对 应 的 方程 。 但 是 正如 Chen 所 据 出 [237, 这 些 公式 在 电 两 
络 画 数 的 计算 中 并 不 是 那么 有 效 ， 主 要 理由 是 存在 着 大 量 的 相 消 项 。 国 此 他 提出 了 一 种 改进 
Mason 图 和 Coates 如 的 方法 ， 以 致 得 出 了 有 有效 的 公式 C23]。 明 然 这 种 改进 是 简单 的 ， 其 公式 
也 非常 紧 资 ， 但 还 明 却 相当 长 。 这 里 我 们 将 给 出 他 的 定理 的 简 诺 证 明 。 

WTEC. AD (或 信号 流 图 G.( AD, FIGS CAD SEG. DERG CAD FE] BE DER Ct 
G, (A BGS RI), EHHEIWG.( A) (RCA) EEA A I E E E 


Zra, DHADHA AA, AEG AD CRG, CALO PRT AR, RERNEFERTA 


* 1497 


定理 。 
定理 3 


dea = m (LY fO) 
m 


aR 

C71) UdetA, 7 S CL D' FUOD, 
BAR’ RCC AWB) REGI CAOIILAERUERIO, EP PRR MT 包含 在 RI 
同一 个 连通 片 中 ; 0 a AR 与 R; PEREBA BAR : MAR MG: CAD PAH BE 
RAR) RA, 

证 明 。 我 们 将 证 蜡 行 列 式 部 分 ， 因 为 余子 式 部 分 完全 可 用 类 似 的 方法 加 内 证 明 。 定 理 移 
证 明 将 对 G:( 人 ?的 边 数 ， 用 数学 归纳 法 来 进行 - 

如 果 G4( 姐 ) 仅 有 一 条 边 ， 可 看 出 本 定理 是 成 立 的 。 假 设 本 定理 对 具有 mm 一 1 条 (或 少 于 
m—128 的 任意 G2( 明 成立， 为 了 完成 数学 归纳 法 的 证 明 REENE (A Ame V at d 
况 也 成 立 。 

RGA) PHE-BUG,D, file CO pt (2.1, BAFSU AP RAW Ae. 
如 果 不 是 这 样 ， 本 定理 对 此 情况 也 成 立 , 因 为 胡 的 每 一 行 让 的 元 素 之 和 为 零 。 令 Gi 是 一 个 从 
GiCADEERE GLO rm ERU BREL, CG EAC MBE ANC DUMB A EL, 
tai, 2, ++, i=l, dl, e, tt， 现 在 需要 考虑 两 种 情况 。 

情况 1 om». AWG 与 G: 所 具有 交 边 少子 G 民 但) 所 具有 的 达 , 现 在 可 应 用 归纳 法 
的 假设 ， 即 

detA,- D- DESK 
ot 
k=1 与 2。 此 处 Of 是 名 的 一 个 半 因 于 ; e( 是 2; 中 的 偶 连 通 片 的 数目 ; 和 式 是 对 Gi 中 所 有 可 
MORK: LENG MEMOS, HARES ALEC. Aa} 
detA = dera, & deti, = DODI (QD & X C- DAND 
ó "m 
= Se FR) 

MOR? etd)-1. $G EER A, MAREE ALA. A A GO 

EWS. BET UAKMA AEA, HU 

dec, = X C- DU Kn, 

os" 

BORG WEES: 5 基 在 9; 中 的 偶 连 通 片 的 数目 ， 和 式 是 对 :中 所 有 可 能 的 9; 求 取 。 
因为 在 G; 中 ,1C0j;j))=9j ,或 -4;1， 适 用 于 Gs 中 所 有 移 i 必 二 让 《再 利用 在 每 一 个 节点 上 两 个 
自 环 的 概念 )。 由 此 得 到 ， 在 S:( 虚 ) 中 的 半 因 于 R' 与 G; 中 的 闪 因 于 Q; 之 间 存 在 着 一 一 对 应 的 
关系 ， 合 得 

ODAR 7(C- DG DOD, 
EG, DRG CAPA. ARLES, EMER. 

定理 4 


-150+ 


deA- DOD fau, rao 1 =, om, 


此 处 R; ,是 Gs ETE Ar ERIT; VEER, PLES NRA, BAR CLAD 
中 所 有 可 能 的 Ri RR, RL EMA EAT, 
定理 4 的 证 明 与 定理 2 的 证 明 是 相同 的 ， 故 这 里 从 夏 。 
下 一 条 定理 是 与 [23] 的 定理 3 相对 偶 的 定理 。 
定理 5 
CHD det as = E CODI FORD, ral, 2, oy f 


此 处 REG. CA am pre, Bla A i EH, BL oC = 0, 
qi; 是 在 RL UP APES ARE MEESE CAD IR BERT SE BOR; RI 

证 明 ， 因 为 这 一 对 偶 的 结论 Chen 在 [23> 中 来 证 明 过 ， 故 现在 证 明 如 下 。 

容易 证 明 Gi 担 ) 可 以 从 Gs( 坦 ; 简 单 地 得 到 一 一 即 在 Gr( 埋 ) 的 每 个 节点 上 涨 加 权 为 -1 
的 自 环 。 显然 ，Gi( 埋 ;在 每 一 个 节点 至 多 包含 2 个、 至 少 包 合 1 十 自 环 。 吉 果 WW!! EEGA) 
牛 第 # 个 形 直 Ri 的 1- 妥 子 〈 中 宝 理 3 对 及; 的 定义 )， 它 外 含 了 # 个 投 为 -1 的 附 吉 自 环 ,此 处 ! 的 
范围 是 从 0 到 n ~ 1， 那么 容易 证 明 ， 

(CDU FW casio ient FO, 

此 处 gf ga MEIER Zi Lco OE RA, Zilo EAW BEDI 5 


TAL. RUNDEN, STAGE LAMM, DARFA, M 
(-1)'*) det AL, SECOS » 


CREE] 


此 处 和 式 是 对 所 有 末 能 的 下 标 i， EXE ABH Z ior EOLA) BBM Rion 的 u 
+1)- 半 因子 。 因 为 所 有 下 ! ,是 各 不 相同 的 ， 所 以 所 有 Zi +4 也 是 各 不 相同 的 。 反 之 亦 然 。 
只 不 过 把 上 述 方 程 重 新 排列 一 下 ， 我 们 便 得 到 另 一 种 较 好 的 表达 式 : 

(CDU deta, = Bee tO RD 


rol, Moe, n SRE, 

S. 有 向 图 的 于 图 药 计算 

正如 前 而 所 提 到 ， 上 面 所 介绍 的 结论 的 实用 性 很 大 程度 上 决定 于 产生 一 个 有 向 图 的 某 燃 
子 图 的 有 效 性 。 在 本 节 中 ， 我 们 将 给 出 产生 此 类 子 加 的 一 种 系统 化 的 方法 。 下 面 要 叙述 到 一 
种 适合 于 数字 计算 机 编程 序 的 方法 。 

' 对 于 一 个 给 定 的 有 向 图 C， 用 Y(G) 来 表示 变量 邻接 矩 降 ， 它 是 一 个 4 阶 的 方 阵 [112 。 当 且 
RECHNER SARUM, Ate, WC, DERAT, 如 果 在 G 中 没有 这 
种 边 ， 风 此 元 素 为 零 ， 此 处 n 是 6G 中 的 节点 数 。 正 好 在 第 3 节 中 所 指出 ,如 果 我 们 把 G 解 释 为 一 
个 给 定 的 流 图 ， 那 么 和 1G) 与 Y(G) 的 转 置 是 相同 的 ， 此 处 rs 可 以 看 成 是 G 中 边 (i，i) 的 权 。 

为 完整 性 起 见 ， 我 们 对 全 肉 不 包含 有 疝 回路 的 有 向 图 氢 述 一 个 众所周知 的 结论 。 

定理 6 在 一 个 没有 有 向 回路 的 有 向 图 G 中 ， 所 有 从 节点 到 节点 的 有 向 通路 Py 是 用 a 
VGD BG, 六 元 素来 表示 的 。 

ER, PCERE- TARRI WE. CENERE AGH E, BAAO- EJ 
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AREER, PRES, ZEAE, EGAT IUE E 
W, RNA: 
det(ACG) - E) - 0-1)" 
以 及 
(- 1) idet( AG) 21) C 0D! SPH, 
Er 
REUS EGLEEC. AIDS, HAR, KAP, AL Y SURE AUR ASCOLTA. I CVG) 
TDi DEXSEPCAQO -D HG, ORR, W 
(= Ditidet( AG) 5 
dett A (Gj — F) 
Life: EXTUS 
XDCP—PDEMPSIBEIC, ASS ALS) FEHLER DU RHAG 的 起 始 节 点 与 终止 节 
点 的 边 之 集合 。 
定理 7 对 于 一 个 编 定 的 有 向 图 G，1- 因 子 集合 X 和 从 节点 i 到 节点 j 前 1- 因 子 连接 的 集合 
Xy rx. 


x- (Io Is: ) 


=- Eei; 
: 


xy» (IHs)n(ILs)) 
USES WRB, Sh ORB REA FOLGE. 
EH, 因为 了 St 的 每 一 个 元 素 相应 于 G 的 一 个 生成 子 图 ， 并 旦 使 得 对 于 所 有 的 i,P(i) = 


1, 同 时 TSi- 4E — P XGEXERCTPGIS AU REA FAEH 0 00 =1, 由 此 得 出 具有 


Gi i-H-TF WP RAMEN, RGR. WMT RES UESA. 

本 定理 的 第 二 都 分 可 从 下 列 事实 而 直接 得 出 ， 即 G 中 愉 闻 点 fi 到 节点 ;前 1 因子 连 接 Xi 可 
简单 地 从 G"* 的 1- 因 子 连 著 的 集会 X' 而 得 到 一 一 在 X 的 每 一 项 中 删 去 cjt 边 ， 此 处 G' EMG EE 
EAC eu Q1, 2, e, 0) 的 这 ， 然 后 加 上 从 节点 ;到 节点 i 的 一 条 这 而 记得 到 的 有 向 
图 。 因 为 在 G“ 中 


x =(T15.)n(11 85). 
其 中 
8, =S- {eu}, ke 2, - LÀ +1, 
Si =Si e {enh tog sil irl 


DURS Sio len) POSH, BEE, 

NESTA, CMY MRT ORT I, ZANNE 
于 我 们 必须 对 于 每 一 个 集合 插入 一 个 单位 元 素 ， 它 用 e, 来 表示 ， 使 得 cue = ern 此 处 ese 是 
Gh fi. 
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令 H 是 两 个 子 图 作 运 算 而 产生 的 子 集 的 集合 ， 这 两 个 子 集 是 在 一 个 给 定 有 向 图 G 的 所 有 

子 围 集 人 台中 选取 ， 其 中 有 了 种 二 元 运算 定义 如 下 MPH ep ph, Ah, xc UR, 

nh, = (x; rÆ 中 或 者 在 g, 忠 ， 但 不 在 二 者 之 中 }， 

h,*h,-i(zUgysdkh p, veh, Heny- 好 }。 容 易 证 明 这 些 所 定义 的 运算 
满足 交换 律 与 结合 律 。 利 用 这 些 定义 ,我 们 来 着 手 产生 G 的 形 如 Ri'i in 的 闪 因 子 和 k- 闪 因子 
的 集合 。 下 面 记 叙述 竟 方 法 是 对 于 产生 训 向 树 及 有 癌 A- 禁 的 方法 [2 约 的 一 种 修改。 

定理 8 ERED SOS NEG, SWERRAS RRC AE RIM, t=1, 2, 
om TRIAS REREN, 1=1,2.-50, Biæfi, hse, day HAS 表示 G 中 以 + 作 为 
ALP RGWRS, CECA EUR. BS 

Y= (wu Ww.O Ow, a} 

Z- (t tQ. Gun, 
bdhw; EW, i-1,2- OWA, CT, i5 1,2, (T, 
EP SMR, ibe. Ae. RR ELE, 那么 G 的 全 部 互 不 相同 的 半 因 子 由 YS 
出 ， 面 @ 的 全 部 互 不 相 丽 的 R ERE BS CREE) 由 Z 给 出 

上 述 定理 是 Chen 的 结果 [24] 作 了 少许 的 修改 并 且 可 用 完全 类 得 的 方法 加 以 证 明 。 

如 果 G 基 不 对 称 的 ， 风 总 可 使 其 成 为 对 称 的 。 令 G. 是 从 G 利 用 加 上 报 少 数量 的 过 而 得 到 
的 对 称 有 向 辆 。 为 了 使 人 们 区 分 增 识 的 边 与 早先 SG 中 的 边 ， 对 Ge 中 的 边 采 用 下 列 慰 记过 程 ， 
如 果 ei; 和 ej; 二 者 都 在 人 S 中 ， 则 令 eij= eb，ej:= er， MARCH, ej EG RESCH, 令 
€e,-76 Reis et, ARM ERREEN, 

NHTERAMBCKH, PEGUERENIA MATRIC, WOZRATR ARS 
SAP Fa A ES, HMR Me, e Ale HI PEAR BO 此 得 
3). DAA ATA SOE AT RS Re ER, WL AP CRMC 4 
PBA EBF RAHAT. 

6. 多 节点 移 去 算法 

求解 线性 联 立 齐 次 方程 组 〈 任 意 一 组 变量 是 另外 一 些 变量 的 函数 ) 的 标准 代数 方法 是 系 
皆 地 减少 方程 数 和 变量 数 ， 直 到 留 下 仅 合 所 希望 变量 的 一 组 方程 为 止 。 对 于 这 种 四 代数 方 
法 求解 的 过 程 ， 它 对 应 着 与 这 些 方程 相应 误 向 网 的 抵 扑 简化 过 程 ， 使 得 与 所 得 锅 形 对 应 的 方 
程 组 就 是 应 用 代数 方法 所 得 的 结果 。 为 了 实现 这 一 点 ，Mosonf153 和 Coatesf17- 指 出 了 如 何 
其 一 个 给 定 的 有 向 图 、 其 中 减少 一 个 节点 而 得 到 等 效 的 有 启 图 。 这 种 运算 一 直 重复 进行 直到 
移 去 所 必须 的 节点 为 止 。 在 下 面 的 定理 中 所 包含 的 结论 是 Mason 与 Coates* 方 法 的 推广 . 且 可 以 
看 成 是 多 节点 的 移 去 过 程 [131、[14]。 为 方便 起 见 ， 与 一 个 给 定 有 向 图 G 祖 对 应 前 矩 姓 的 行 
WARMING BR, 

定理 9 BEY E ACC. ABE ABA VUE EEGLCV 12e 08V 27 PCT), 那么 
detG. A) = K,detG,, BK. = det GL [Vn], kG. BAP AY A AC CAO TER) MELA 

CD 从 G: 移 去 Ge(Y。)， 即 移 去 Ye 中 的 所 有 节点 以 及 与 其 任意 一 个 节点 相关 联 的 边 。 

iD 在 G.. 中 与 人， 办 边 相交 应 的 权 由 下 式 给 出 ; 


bus ET. X (caesar, Sot, FRY Vo 中， 


LH 


XL AEHT EEG UTC h JUS RE AREER, GUBVLUIU HEBES. RE 
1536 


和 V。 中 的 各 节点 之 并 ， SENT PRATER, oY RVR RE, FUsEEXIGLV, 
iU 订 中 所 有 可 能 的 H' ; 求 取 ， 当 i=j 时 ，G[YsUiU 门 简化 为 GEVYnU 订 ,到 时 从 半点 ;到 节 
点 j 草 1- 因 子 连接 变 成 由 定义 所 给 的 GCY n U EDIT 

推论 1。 一 个 行列 式 与 其 一 个 余子 式 之 比 ,以 及 两 个 余子 式 之 比 ,对 所 有 的 在 V -Va 中 的 i 
RR, RECA REG. E ORAE, 

对 于 信号 流 图 可 得 到 类 似 的 结果 。 

定理 10 假设 V 是 信号 流 图 Ga AMT RASA, VIVIS PREM, dee Vn 


OM A detG, CA) - K deiG,, K,-detG,EV,], BG, AC. CADRUR TE PUE BUT ERU IS 
eRe. 


D REBEL le 
GD 2G, 521 C.D HON Rb h F RA H: 


ys gS OSA RLEY -Vas 
"E 


WARP ES BAEC CPU EU 中 从 节点 ;到 节点 j 揭 第 k 条 有 向 适 路 ， As ERER P LS 
BGY U UJJ, BB 


Ani B ODM), 


RAEM’, ,是 ov 个 互 不 四 接 的 有 疝 司 路 的 第 s 种 可 能 的 组 合 ， 它 也 与 G6.5V。 UiU 门 中 的 蕊 ;不 接 
角 ，Ln 是 M'., 中 的 有 向 回路 数 ， 和 式 是 对 GaiV LEU PB a REAR, sR BL. 

推论 2 一 个 行列 式 与 其 一 个 余子 式 之 比 ， 以 及 两 个 余子 式 之 比 所 有 i 在 V -Ye 中 )， 
FEC, CAD PREC PAE PE RS 

7. 和 矩阵 的 特征 方程 

给 定 一 个 ? 阶 方 阵 盘 ， 其 特征 方程 的 系 获 与 G.( DETH ARRA ZH R 由 Milé 
[253，[26] 作 过 研究 ， 并 由 Pomstein[27] 重 新 发 现 。 倡 是 Ponstein 也 研究 了 下 ~ AMET x, 
在 本 节 中 我 们 将 总 毕 他 们 的 工作 ， 并 将 其 写成 更 为 方便 的 形式 。 因 为 这 些 端 果 可 以 利用 类 似 
于 定理 2 中 徇 方法 加 议 证 明 ， 只 不 过 所 加 自 环 的 权 为 ~X， 面 不 是 ~ 1， 所 以 在 下 面 仅 叙 述 这 
此 结果 面 未 加 证 明 。 

定理 11 


dta- AN Xo Y XO O8 
以 及 


pmd- Dy Xv X Xco» fat ts), 
A dau 

abe ALAN 4 ELE eG AGH pu RP VOR JC CSS RUNS AATE 接 ! D, 
AL 8p BAY OPRAH Es GUEG-CAO US SURE GY BCAA 
牛 局 部 图 ， 使 节点 ;和 jj 总 包含 在 GE A, MENG APRA EB HE GS Ci 以 及 
ICAO, CA) Re mh AH A eB. 

BM, DURAS SERA AANE AM RR, 则 定理 2 还 可 利 
Mo BIRR TE Fetal — AD MERHAT- A RACE, 


51545 


BR 
图 1 (a) 是 一 个 晶体 管 放大 器 ，(b) 是 其 等 效 电路 。 该 系统 的 节点 方程 给 出 如 下 。 


porte -9 “GVM [ph] 
| -5  nt4 op -æ dinuj-letn 
L -G TETAN GtatGily, d Lod 


式 中 7,，7: 和 Vs 是 节点 电压 。 与 矩阵 盘 相 对 应 的 流 图 G.( MORTA, Wha RR 
矩阵 。 册 定理 7， 从 节点 1 到 节点 3 的 1- 因 子 集 合 X 刁 1- 因子 连接 的 集合 ,s 由 下 式 给 出 ， 
X={(e, City ear, Cree LECHE esas ess)} 
NM {ers erresi) (es ,era,esa) CEs, Eas, Sa} 
= {Oar rO oa 1 cn ie O12 sO E12 Ess, OliC2ses2 Cirle slot 
以 及 
Xi = {es Eta) (er er ers PIRA Er Brr Eaa Era vga] 
= {esersseLses2) 


电流 增益 9 = 三 /7 如 于 地 得 到 : 


-G. m o(-D^fG) 

cot ; EX 
g-G(-1) de A, ,/det = Dez 0. 
B € ife ' 


TEX 
此 处 志和 五 分 别 为 = Bep iA 
Sp 
Sp Se y Pee A Ny 
y 
= Gy Gore sel he * es 
ia iy 


图 1.(a) ALARA (b) 等 效 电 路 


GLOKAL AORTE. HEREC AD 定形 如 RR 的 半 因 于 集合 Y 和 1- 因 
子 集合 Z 如 下 地 得 到 ， 
We={(es1s€91) (eC.2 na hart (ess3053)} 
AA 
Cy1C32683 Os1Os80sas CsiEziEsas Cai iios Egilsnes 


Y (enituit. qii€:i8as, Pii€ii€iss 2a 


T 

esieaaeaa， sibs20ss, Fai rifiss Carer seeats 
T= {hero Cray Cai Eis, Cass C232] 

={elselay， elseas，etses3 Care ray O120149 FriUsny O32018s E3233) 
Z =en Salsa, Castine Vastu 
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图 2 对 应 的 流 图 Cd E 图 2 中 G,(44) 的 改进 流 园 G,' AS 


因此 ， 晶 体 管 的 增益 如 下 ， 
-G X (oDe fi) 


C-iwfoo C 
引 在 了 中 
此 处 4. 和 4 分别 是 z= 和 y 中 的 偶 连 双 片 的 数目 。 当然 这 一 增益 与 用 流 图 法 得 到 的 增益 是 一 致 的 。 
注意 ， 在 这 种 情况 下 相 消 项 的 数目 则 大 大 减 小 了 。 


E 论 

在 本 文中 已 讨论 了 一 个 行列 式 与 其 对 应 有 向 因 之 闻 的 美 系 ， 以 及 总 结 了 应 用 于 一 个 矩阵 
的 特征 方程 的 计算 问题 。 介 绍 了 适用 于 数字 计算 机 产生 1- 因 于 、1- 因 子 连 接 、 闪 因子 以 及 所 
半 因 于 的 方法 。 一 般 说 米 ， 这 些 方法 容易 记 亿 且 计 算 简 单 。 这 些 方法 摧 优 点 在 于 这 一 事实 
即 一 旦 一 个 所 希望 的 集合 以 及 给 定 的 有 向 铀 导出 ( 它 可 用 现 察 法 容易 地 确定 )， 剩 下 的 运算 则 
全 部 荐 代数 运算 ， 它 无 需 表 返回 到 原先 给 定 的 有 向 履 ， 以 夏 出 是 否 有 一 个 生成 项 形成 了 所 项 
TH. 

RERED BUE I EUR BELT 28 — HORUR, CERES RA. A 
这 种 方法 在 研究 中 不 仅 非 常 直 观 地 显示 了 第 阵 的 各 元 素 之 间 的 关系 ， 而 且 还 对 用 矩阵 来 措 述 
该 系统 的 特性 提供 了 一 种 选 御 的 理解 。 它 已 经 广泛 节 用 作 一 种 工程 问题 的 分 析 工 具 。 有 昌 然 本 
文 不 打算 就 本 课题 的 各 个 发 展 阶 自作 更 为 详细 的 概要 介绍 ， 但 这 里 所 介绍 的 方法 统一 了 更 有 
的 全 部 结果 。 对 于 更 广泛 的 论述 ， 应 查阅 该 领域 的 各 种 论文 与 著作 。 
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十 四 、 关 于 线性 系统 拓扑 分 析 的 统一 理论 


LE 

BRERA, GOOD HD: RUPEE, Mason JH (4S HER UL 7e Coates H yi [e Appt xh 
过 拓扑 公式 ， 在 本 文中 指出 这 坚 关 系 可 以 相互 地 导出 。 利 用 这 些 关 系 ， 得 到 了 网 络 理论 中 普 
饥 化 的 星 -网 孔 变换 。 还 给 当 了 从 一 个 己 知 的 网 络 画 出 其 伴随 有 商 贺 的 简单 方法 与 说 明 性 的 
例子 。 

TUS 

Gs Ae 

G,= G 的 伴随 无 向 图 

G = Mason 图 或 信号 流 图 

G: = Coates 图 或 流 图 

LEE ER SS Boa 

th = 相对 于 参考 点 n 和 i 的 有 向 2- 笠 

OC) = SIS R 

ACA) = TER RR AA He RHA 

GA) = 由 节点 集合 4 所 定义 的 局 部 图 

六 = 给 定 网 络 

了 = BR 

1.5] & 

FES 4742 Joi EAR ACL SLE TPR, fe18924E OE NCE OO HR. 
出 了 适用 于 节点 方程 的 基本 公式 ， 从 那 时 以 来 ， 有 关 这 些 拓 扑 公 式 已 出 现 了 许多 论文 ! 或 者 
是 推广 这 些 公 式 ， 或 者 是 给 出 这 些 公式 的 新 证 明 [3 一 133。 推 广 和 应 用 于 电网 络 问题 进行 拓扑 
分 析 的 理由 不 仅仅 在 于 它 用 非常 直观 的 方法 显示 出 所 研究 系统 的 各 个 变量 说 的 因果 关系 ， 东 
且 还 在 计算 行列 式 及 其 余子 式 中 提供 了 一 条 捷径 ， 因 为 通常 在 网 络 行列 式 的 计算 中 固有 欧 香 
消 项 是 可 以 吕 免 的 。 对 拓扑 分 析 概 念 的 复苏 ， 一 般 说 来 从 工程 师 们 的 角度 ， AGUA EROR 
论 工作 者 的 角度 来 讲 ， 主 要 地 是 出 于 这 一 事实 。 

把 一 个 拓扑 结构 与 一 组 线性 代数 方程 相 联 系 是 由 Mason[14，15] 提出 的 ， wanes 
流 图 。Coatest16) 对 于 相同 的 关系 发 明了 一 种 不 同 的 线 图 ， 并 称 之 为 闹 图 ， GEEL TES- 
FIA RCE, Ek, DesoerC RRA TIPTREE, BRT 
HE Si Coates ORG TAK. WI TRH RR IR IRE 质 出 现 Terex 
£18~42), 

PMN REA MEER, BPM, sean consed st Bie 
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地 导出 。 这 一 点 是 合乎 逻辑 的 ， 因 为 这 些 规则 和 公式 都 必须 解 线 性 代数 方程。 这 些 规则 之 回 
的 内 在 关系 和 这 些 公式 使 人 加 能 从 一 称 简 化 方法 而 变换 到 另 一 种 简化 方法 。 事 实 土 ， 在 网 络 
理论 中 推广 的 星 -网 孔 变换 就 是 采用 这 些 方法 得 到 的 。 

2, 矣 备 知识 和 定义 

一 个 有 向 ( 线 ) 图 G 蚌 由 集合 Y 和 僻 全 BE 所 组 成 ，Y 的 元 素 称 为 节点 ， 而 忆 的 元 素 是 形 如 ( 坟 
D HARPE WAHA EYE, REG, D 称 为 图 的 《有 向 ) 边 。 一 个 加 术 有 向 图 是 一 个 
有 向 图 ， 其 中 每 一 条 边 纸 以 一 个 权 。 为 了 更 紧 次 地 描述 加 权 有 山 图 起 郧 ， 采 用 三 元 组 G (V, 
马刀 的 表示 法 【或 简写 成 C)， 北 处 了 是 节点 的 集合 ，BE 是 过 的 集合 ，/ 是 一 个 在 B 刺 和 V 域 中 
的 暴 射 函数 ， 其 值 域 是 复数 ， 筷 得 f{ ti。 门 }) 表 示 与 该 有 启 同 之 边 C. D 相对 应 的 权 。 琶 立 
节点 的 瞎 射 定义 为 1。 将 息 射 济 数 /从 -- 条 边 或 一 个 节点 推广 型 G:VY，E， 放 的 任意 子 图 R 上 是 
方便 的 ， 重 (RR) 表 示 R 的 各 个 相对 应 的 边 之 乘积 ,一 个 有 限 的 、 带 标记 欧 有 向 图 是 一 个 有 限 有 
WIL SUPE AAD eee, IMA A. ET, Er 
ARAM EAM. NT. PMA, ~Pe ey, E, D 的 抽象 定义 
RANSHLVNER: APRAN CNRMERAT TA, BO) EET, 
WU — ES EE Been, RAAD -AEREE SLR A Hie, 
AAS RT VUES FEE, BASIN OE DL. I OR RE, 
并 这 种 推广 几乎 是 很 简单 的 。 

如 果 4 是 V 的 一 个 子 集 ， 用 4 定义 G 的 一 个 局 部 图 ， 它 是 G 的 一 个 了 图 ， 记 作 G(4)， 其 节 
点 的 集合 是 4, 其 边 是 G 中 连接 所 有 分 中 议 个 节点 区 边 。 两 个 子 图 当 它 们 没有 公共 节点 时 称 为 
互 不 相交 的 。 一 个 有 筷 罗 路 ， 车 其 包含 的 边 数 为 m， 则 它 的 长 庶 为 中。 长 度 为 1 的 有 向 回路 称 
为 自 环 。G 的 一 个 过 通 片 是 G 的 最 大 连通 子 图 。 偶 连通 片 是 一 个 合 有 偶数 条 边 的 连通 片 . 对 于 
每 一 个 有 向 图 G， 有 一 个 对 应 的 伴随 无 铅 图 SG.， 它 的 节点 就 是 G 中 的 节点 ， 它 的 边 是 将 G 中 不 
考虑 方向 地 将 并 列 边 合并 而 得 。 注 意 ， 对 G, 来 说 其 映射 函数 是 不 确定 的 。 

如 果 3 是 G 多 一 个 子 图 ， 且 G 的 每 一 个 节点 是 3 中 的 一 个 节点 ， 那么 S 是 G 的 一 个 生成 子 图 。 
对 G 的 子 图 S 中 的 任 一 节点 来 说 ， 符 号 pGi) 用 来 表示 S 中 从 节点 i 射电 的 边 数 。 一 个 记 作 . 芍 为 
G 之 于 图， 当 且 仅 当 (o)t 的 伴随 无 向 图 形成 G: 的 一 个 料 ; 5) 在 Y 中 所 有 的 i=en 时 , eC) = 1 和 
Ppl) =0， 此 处 n 为 G 之 参考 点 ， 刚 称 刀 为 一 个 有 向 树 。 一 个 记 作 志 ,的 6G 之子 图 , 当 且 仅 当 5 
二 ,的 伴随 无 向 图 是 G, 中 的 一 个 2- 树 (ii)ts,s 欧 两 个 连通 片 中 的 每 一 个 是 G 的 某 个 局 部 图 的 各 
向 树 时 ， 则 称 为 有 界 2- 树 。 节 点 5 是 两 个 连通 片 之 一 中 的 一 个 参考 点 ， 节 点 i 是 另 一 个 连通 片 
之 参考 点 ， 经 党 好 采用 那 种 有 向 2 - 柑 ， 其 中 某 些 波 标识 的 节点 需 出 现在 不 同 的 连通 片 之 中 。 
例如 ts, sw 是 一 个 有 向 2- 树 的 符号 ， 其 中 节点 4 和 a 在 一 个 连通 片 之 中 , 而 节点 路 5 与 c 在 另 一 个 
连通 片 之 中 。n 和 1( 第 一 个 下 标 ) 是 各 连通 片 的 参考 点 。 类 似 地 , tyye 也 用 来 表示 一 个 2- 树 ， 
节点 n 和 o 在 一 个 过 通 片 之 中 ， 节 点 i 、5 和 c 在 另 一 个 连通 片 之 中 。 注 意 对 于 一 个 2- 树 床 说 ,下 
标的 次 序 是 无 关 紧 要 的 。 

”一 个 网 络 的 几何 性 质 与 支 路 的 结构 无 关 ， 所 以 在 拓扑 讨论 中 ， 通 常用 一 条 线段 来 民营 每 
一 条 网 络 支 路 。 换 甸 话 说 ， 从 抽象 的 观点 来 看 ， 任 何 网 络 可 用 有 向 图 来 表示 ， 它 的 边 至 少 在 
某 种 程度 上 表示 了 网 络 元 忻 且 用 权 来 表示 元 件 的 构成 。 

把 一 个 有 向 图 与 一 组 线性 代数 方 径 联 系 起 来 是 由 Mason 提 出 的 (14 153， 并 称 为 信号 流 
图 。Coates[162 对 相同 的 联系 发 明了 一 种 不 同 的 图 ， 并 称 为 下 图 。 为 方便 起 见 ， 信 号 流 图 用 
Gu Ves Buy JO (成 简写 为 Gs) RAR, HHH Mason 图 ， 它 与 流 图 有 所 区 别 ， 流 图 出 用 
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GO, E, fe, SEH HCoatesA, 

三 种 集合 论 的 二 元 运算 ,， "JE". "EUR RR UL A 及 “一 ”来 表示 。 它 
TAA AS AL, 部 果 吾 ,各 ,是 一 个 有 疝 图 的 两 个 子 图 ， 矿 , U 惠 , 表 东 一 个 和 图， 妈 
该 子 图 是 由 或 者 在 刘 . 中 、 或 者 在 HH 中 、 或 者 在 二 者 之 中 的 元 素 所 构成 ， 如 果 玉 ,和 HH, 是 两 个 
Re, MAN U ,表示 并 集 。 这 些 对 于 “4” 和 “一 ”来 说 也 是 类 侯 地 成 立 的 ,对 于 一 个 有 限 
集合 4， 其 元 素 的 数 吕 用 14) 表示 。 

在 本 文中 所 采用 的 一 些 在 此 未 畦 别 说 明 的 全 语 , 它们 可 在 Sesha 与 Reear59] 和 Desoerr17] 
的 文献 中 查 到 。 

Mason 图 和 Coates 图 之 问 的 固有 关系 , 基 尔 志 夫 规则 和 考 克 斯 韦 规则 之 问 的 盏 有 关系 都 是 
众 所 属 知 的 C5， 无 医 华 更 进一步 的 说 明 。 下 面 将 给 出 Coates 医 拓扑 和 网 络 拓扑 《 志 克 斯 书 
规则 ) Ze EL RE, 

3.58 EF Ho Contes BIE th 

SF — P36 BUS CUR ELSE Fel c p RH, BEERE X [1 用 
AAEM TAR-BAAR, HVERRAR 用 节点 方程 给 由 了 基本 公式 。 因 为 基 尔 
填 夫 公式 与 者 克 斯 韦 公式 是 完全 对 偶 的 , 为 方便 起 见 ,这 里 仅 论述 麦克 斯 市 公式 和 Coates 公 式 
之 癌 的 关系 。 

把 卖 克 斯 书 拓 扯 规则 推广 于 含 互感 的 有 源 网 络 ， 许 多 作者 改过 研究 [26，43 一 513。 但 是 。 
所 涉及 到 的 一 些 特点 可 能 是 不 希望 的 ， 例 好 ， 它 们 可 能 有 过 多 的 规则 [43、96 一 49]， 或 者 需 
要 求 得 每 一 项 的 符 导 [44，45]。 最 近 ， 乔 用 Chenr[26] 提 出 的 有 向 树 和 有 加 2- 树 的 方法 改进 了 
求 一 般 网 络 行列 式 和 它 的 余子 式 的 计算 。 癌 样 ， 根 据 该 文 还 得 到 了 下 列 有 意义 的 结果 。 

FYER EMEN- IB SA, IDEEN JEN. 


wey 7 
By -ya Yis Yii 
Ysa | I EX6 -*8 Treo j 
^i 
S Yini TFs T Xenia c Soo | 


拖 一 个 有 向 图 G4V，E， 了 有 与 于 ,相对 应 的 过 程 妈 下 ， 
(2) &(V) = mn。 将 n 个 节点 之 中 的 8- 1 个 节点 ， 每 一 个 节点 用 1 到 m -~ 1 的 整数 来 标记 ， 节 点 n 
称 为 参考 点 ， 使 得 讨 为 & 的 节点 与 了 "的 第 & 行 (或 第 4 列 ) 相 对 应 。 
(5) MUR 0, Dx), EEA RAM, D, AHG, 让}= Vin 
(0) AUByi 0, t= 7, NEPA RAG, a), WAG, mo Vus 
FAH, MAGO, E, Pee, WÉVDAMBD ERR A AS UGPIL 
应 该 注意 ， 如 果 y.:5i=1，2，…，n 一 1) 没 有 直接 给 出 的 话 ， 它 们 是 很 容易 求 出 的 .例如 
3 是 入 x 的 第 ! 行 的 各 元 素 之 和 。 在 许多 请 况 下 ，G 可 直接 从 给 定 的 电网 络 图 面 出 ,而 不 必 首先 
SHY». 


* £m. EG (y D dub, DEERESUBRIE PUB ASAE PETS, 
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à BRE. Be, £O RAW wit Coates, CA URNAR ILE AF Hn 
D EV) = 忆 一 1。 每 一 行 表示 -~- n 1890 ~ 一 E "1 
poda TUNER, BAIK- DRAEK, RTARTA 
GD 知 果 yi 二 0，isj， 则 有 一 条 有 向 边 (i， 方 ， 在 .的 节点 } 姓 还 有 一 个 自 环 ORO, P 
示 ), 使 得 
JAG, Dis 29s, ALG Ni} = 
i 和 j=1, 2, e, n-15ixj, 
Gi) 如果 y:; 交 0， 在 节点 i 处 有 一 个 自 环 信 让;， 侠 得 
T4, Dis = yu. 
i=1, 2, 9, B-le 
3.1 有 向 本 和 连接 
众所周知 ， 节 点 行列 式 derYn 可 用 Coates 公 式 [16，17，22，23] 来 计算 ， 叶 
Gel Y y = Z( ~ 1f. (h5 
GARG. PRI PREISE. adiri BS MAA, 和 式 是 对 以 中 全 部 2 求 取 。 
一 个 Ge 的 连接 ， 当 上 且 仅 当 它 仅仅 包含 有 自 环 形 如 
Gu, Eder Gay Barm, Du; 
使 得 它 存在 一 个 & 的 子 下 标 A, RI nf OSD 与 一 个 对 应 的 ;的 子 下 标记 ie DUE 
集合 ， 并 满 是 = 局。 WRI, 2, e, M-IDRI = hy, MAE SmibuRsA PU SENS, 则 


PER ATE (Cyclic ER. 

SB AGH AERMRA, SBE TER, BBB Ee 
EMERE, REMA—-HMARBREDSA-—+ KES 有 向 回路 。 再 令 7, 是 G 中 
全 部 有 向 大 6 的 集 含 。 正 如 参考 文献 -26] 的 定理 1 所 证 明 的 那样 ， 得 旭 一 个 类 似 的 论断 , 现在 
RRA FREE. 

定理 1. EC-V. bh) =D 
Beith EB, h ET ETUR La. EP EA A ART, PEAR REL. ESD, 
在 Bs PARA MT PARKES NOMA, PRR AAAS ARR, 

foha) fO) 
HERE — B= By ~ B, 

定理 1 的 直接 结果 如 下 ， 它 总 所 Chen 给 出 前 。 

定理 2。 det¥y = Uf. (ngs = Ef liad 
浊 贤 第 一 个 和 式 是 对 Bs 中 所 有 的 ps 求 取 ， 而 第 二 个 和 式 是 戏 G 中 所 有 的 有 疝 树 p 求 到 

为 方 独 起 见 ， 一 个 无 互感 的 无 源 网 络 N 可 用 N (Vw, Ew, ind 来 表示 (或 简写 为 N), 此 处 
Vw 表示 NN 的 各 节点 ;En 塌 示 的 各 支 聊 ;1 是 Ex 的 非 空子 集 RR 的 一 个 映 庄 函数 ，fix(R)》 RRR 
的 各 支 路 导 纳 乘积 。 

#1. det y = Ef. (ha) = Efa (t) 

BEREAN rS — dj. SS PTB, rg ect RRR REA A ASN h AT 
BRE. 

TTG UR EBERT UR ap 3c SARAS AM. HAS Jo e SUB BEA IU CZ Be 

SEEN ALL SEES Es Contes 3X, Clio I5 Mason S HR, APANE SRI BE 
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接 而 已 。 友 此 就 电网 络 的 行列 式 后 论 ， 才 让 斯 帮 规 则 可 以 看 成 是 最 佳 公式 ， 因 为 在 网 络 行列 
式 的 计算 中 避免 了 通常 固有 的 相 消 项 。 注 意 对 这 种 等 丈 情 况 ， 恨 若 E 中 的 b DMG, DB 
EVP MARIA, DARI, MOV, E, DREAN Vn Ev, feo 

如 果 N 是 一 个 有 源 网 络 并 且 包 含有 互感 的 情况 ,定理 ?可 以 看 成 是 麦 克 斯 书 规则 逻辑 的 推 
广 ， 因 为 它 仅仅 是 对 应 Coates 图 中 未 相 消 连接 的 情况 。 显 然 这 里 所 介绍 的 推广 比 许多 现存 的 
RRA BAPE. 


3,2 有 向 2- 树 和 单 连接 
刚才 已 经 建立 了 有 向 树 和 无 相 消 的 连接 之 间 的 密切 关系 。 下 一 个 问题 是 要 建立 有 疝 23- 桂 


和 单 连 接 之 间 葛 关系 。 人 位 可以 预料 G 中 的 有 疝 3- 树 和 Ge 中 的 玉 相 消 的 单 连接 之 问 存在 着 一 
MMA. EMT RM, HOTS dk. 

Phys Pu UNREG EAW AB) 48 ZEE] 4 BER IC AEP et POR A, 
WR-THS TR, GEE RAC PAIR) MIA TEN, WARE GIU 中 是 一 个 给 环 连 
dE. Wi A-TAPERT A, WIG MGE dS SP MRR, 且 移 去 所 
有 的 孤立 节点 而 得 到 的 图 。 

SC EG, EL 中 所 有 形 如 ki; 的 单 连接 集 侣 ，C, 是 C ,的 子 集 ， 使 得 C: 之 中 的 每 一 
Ph ,或 者 是 一 个 循环 单 连 接 ， 或 者 为 至 少 包含 有 一 个 长 度 不 小 于 2 的 有 疝 回路 。 又 令 Tri* 是 
GV ,E,f) Ppl; WHER RES, PRET EB. 

定理 3. 

E(- Dh =0 
此 处 ji ;是 C, 中 的 一 个 元 素 ; 214851 PB, AC, HG? ; 求 取 。 此 
外 ， 在 Cs 中 的 元 素 h? 和 Tij* 中 的 元 素 ftr 之 间 存 在 着 一 一 对 应 的 关系 ， 使 得 姓 果 hp; Rus 
是 相应 元 素 的 话 。 

Crap tf? a= figa) 
WCs CC, Ge Jee), PREDA Ao 

pin 

对 于 G: 中 的 一 个 给 定 的 有 向 通路 P5 来 说 ， 令 BLQ 是 G99 中 所 有 连接 的 亿 合 , 使得 对 于 
如 ,中 的 每 一 个 h' 来 说 ，h" 或 者 是 一 个 循环 连接 ， 或 者 说 成 是 至 少 包含 一 沾 长 度 不 小 于 2 的 
有 向 加 路 ， 此 处 Gs ;采用 扣 前 面相 同 的 方法 来 定义 .按照 证 明定 理 1 的 类 忆 论 断 , 人 们 得 到 ， 


E-I fh =o 
kab ER SH SA, MAEN B, PIERRA. AARET UR GM. 


为 不 同 的 形式 ， 
f. Qi EG Hh = 0, 

或 SCH Dfhis)=0 
AME; P. UN. ADEE RP. Aah, OR APR RD, RER 
了 定理 第 一 部 分 的 证 明 。 

如 时 大 们 把 孔 中 的 每 一 条 边 (jjD; 与 B 中 的 GD WAR GS), BABB) A 
EPRA 0,9) 相对 应 G=, PAPER CDs- 12"， 此 处 m 是 Piy HA, BI 
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此 就 得 到 了 定理 的 第 二 部 分 。 定 理 证 毕 。 
定理 3 的 直接 结果 如 下 。 
定理 4. 一 个 带 互感 的 有 源 网 络 的 节点 行 狮 式 Jet Pee +A ERA, RAM, 
Ays EDET fh = x2 
此 处 第 一 个 和 式 是 对 Cs 中 所 有 的 Ri RR, TE A LG B BIG YA 2 4891, RR, 
gih: 1 中 的 癸 连 通 片 数 。 
推论 2， 在 一 个 无 互感 的 元 源 网 络 N(Yx，Ex，fx} 中 ， 
Aiya TE f= Euis 2 
此 处 #r 是 N 中 的 一 个 2- 树 ; 第 一 个 和 式 基 对 Cs 中 所 有 的 如 ; 求 取 ; 第 二 个 和 式 是 对 N 中 所 有 
的 2 fitis, : 求 取 。 
推论 2 是 众所周知 的 2- 树 导 纳 对 积 之 和 ， 且 已 由 Mayed 和 Seshuc58) 所 说 明 。 再 次 地 对 于 
妹子 式 来 说 ， 利 用 2- 焰 的 扰 村 规则 实际 上 与 利用 单 连接 的 Coates 公 式 痢 司 《 在 Mason 公式 中 
世相 对 应 )。 只 不 过 是 把 前 省 仅仅 愉 威 是 后 者 万 相 消 虎 单 连接 的 情况 。 因 此 ,就 计算 网 络 的 行 
AANE, MMAR UUAAR REN AS, Bh, URN 是 一 个 有 源 阮 络 且 也 含有 
互感 的 话 , 定 王 4 可 以 看 成 是 众所周知 的 2- 诗 导线 陛 积 的 还 辑 推广 。 因 为 再 次 地 它 仅 忆 考 灌 了 
TEXT Coates 图 中 无 相 消 单 连接 的 博 况 ,这 种 方法 的 推广 也 比 现 有 的 许多 论文 的 方法 [43-49] 
要 更 为 合理 。 
4, 一 般 化 的 性 -网 孔 变换 
在 有 向 树 与 泡 入 消 的 连接 之 间 和 有 向 2- 衬 与 元 入 消 的 单 连接 之 问 的 完全 相似 性 ， 使 人 们 
坚信 可 以 从 一 种 方法 变换 到 另 一 种 方法 。 正 如 本 节 将 指出 情况 确 是 如 此 。 
分 析 Coates 图 中 的 基本 问题 是 确定 连接 和 单 连接 的 问题 。 为 了 实现 这 一 点 ，Coa:es 指出 
邵 何 从 一 个 给 定 移 Coates 图 利用 其 减少 一 个 节点 而 得 到 一 个 等 效 的 Coates 图 。 这 种 运算 是 重 
复 的 ， 直 到 移 去 必须 的 节点 数 为 止 。 最 近 Chenfk23] 给 出 了 一 种 推广 的 Coates 医 的 运算 形式 ， 
它 可 看 成 是 多 节 卡 的 移 去 过 程 。 因 此 我 们 希望 找到 在 电网 络 中 相应 的 运算 ， 如 果 可 以 这 样 做 
药 语 ， 众 所 周知 的 星 - 网 孔 变 换 552-54] 便 成 为 这 种 一 般 请 况 的 特例 。 
为 完整 性 起 见 ，Chen[232 的 多 节点 入 去 过 程 给 出 如 下 。 以 便 进 行 比较 。 
EBs. A4GQV. E, J) 是 一 仿 维 定 的 Coates 图 , 且 令 V.* 是 7- 的 任意 一 个 使 天 0 的 真 
字 集 ， 此 处 KK 是 与 局 部 图 G:《V:s»》 HOTTA, DH 
det Yy2 XLC- DA KEC Defra, 
此 处 下 和 ?分 别 是 G: 和 Go 中 的 连接 : 4 和 4 分 别 是 在 wr" 和 k 中 的 惕 连通 片 的 数目 和 式 是 分 别 对 
GE: 中 所 有 崔杰 以 及 Ge 中 所 有 的 h 求 取 ; GIVE, EL, JO 《或 简写 为 G;) BAGS PS BT 
得 到 的 简化 Coates 图 。 
(2) 从 人 中 移 去 G(Yc)， 即 移 去 Yeo 中 的 所 有 节点 以 及 与 了 的 任意 一 个 节点 相关 联 的 射 
入 边 与 射 上 凯迪， 原来 不 在 Ge 中 的 边 作为 具有 零 映 射 的 边 来 考虑 。 
0G») 对 于 在 V-V PRE fid, Di= ED fr, 此 处 有 ,为 


GV. UELUT] 中 内 节 点 1 到 节点 让 的 单 连接 。4' 是 在 RG PAREEK RR, MAER 
GIV4 UiU 四 中 的 所 有 hi GREG E SUB, hl ;根据 定义 它 简化 为 GCVep VEU I] 中 的 一 个 连 


ü. 


RSOERUUEEUECKUPGLEDUMGE. BGDOUEIHAWUDREGEN RAN. BTEC 
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简单 性 ， 人 们 只 需要 求 出 其 和 一 项 对 应 的 图 即 可 。 对 于 GY ED Ki CERUEHCSEGN S 
是 对 个 的 。 

BURV BVO THER TE, COVER IRR MOH IE MV -Vig E AE 
成 一 点 而 得 到 的 有 向 图 。 组 台 节 点 用 ?来 下 示 *。 利 用 这 些 定义 ， 现 在 可 以 来 禾 述 下 列 定理 

定理 6。 令 G(Y,B, 肪 EER Ys 的 伴随 有 高 图 ， 此 处 村 * 是 一 给 定 的 带 互感 有 党 网 络 
Bn- BPA BAER, SV, 是 V 中 的 一 个 使 Ks0 WATE, HV noz, RUBER 
与 G*(V;) AAMT RSW MTA, BA 

detY y= EfGO = KD) 

KAH REAMEES ACHU SA TT Ly BRAS MO HT M {与 6 中 所 有 
WORK. 假设 节点 不 包含 在 Vi 中; GV UES) RAGS) 是 从 G 经 过 下 列 过 程 而 得 
到 的 有 向 图 ， 

(从 G 移 去 GCT)。 

áp PRA V-V) PAHI, PO, D) s ge EfUts p, dtia EE 


G' V,UULUTISPIEHIIE S, MAM 2s MARAIS TV, UIT PRAT RIES; RES 
本 定理 的 证 明 在 附录 9 中 给 出 。 注 意 在 := eR, MWE 
UFC, ae 
为 为 我 们 可 以 假设 原来 不 在 Gp ea. LRA BA ea Sf 
的 同 路 阳 抗 矩 阵 上 5C26]。 因 为 它们 是 完全 相同 的 ， 所 以 这 里 仅 需 艰 述 一 下 节点 导 纳 矩阵 的 情 
Bho 
同样 。 这 条 定理 的 叙述 看 起 来 似乎 非常 复杂 ， 但 它 的 拓扑 结构 却 是 十 分 简单 的 ， 只 不 过 
ERE AARC HHA G, D GSD 对 应 的 权 等 于 在 G*[VpUiL 门 中 形 如 ti;,p 有 间 2- 
树 的 全 部 可 能 的 有 向 2- 树 导 纳 乘积 之 和 抑 澡 数 偿 ; 而 定理 5 是 说 明了 在 篇 化 的 Coates 图 GI 中 
与 G,D 相对 频 的 权 等 于 在 G TV UE j 力 中 从 节点 i 到 节点 j 的 所 有 单 连 接 的 全 部 可 能 的 单 连 
接 乘积 之 和 的 常数 管 ， 每 一 项 乘积 的 从 导 足 由 在 特定 的 单 连接 中 的 丘 连 通 片 的 数目 来 确定 。 
相 岂 地 ， 人 们 将 预料 到 如 果 一 个 局 部 图 Go[VY。 是 从 一 个 Mason 图 Gu(7w Basle) 移出 来 的 ， 
ARAGEfMEMasonBiGz(Vl.EL./l) RS GI) 与 边 GD 相对 应 的 权 邑 由 È pâk 给 
B. EAEG EAG BMG. LY dii BS ee PEE GV LEU FW A IO ^d 
WBE, AxdETEGIUV np U CO Pop AER ADR AL eB BT AS 
HAs 和 式 是 对 在 GmLVm LEU HT AE UP AGREE, xx db Chen 已 经 证 明了 的 5217。 
dis. 如 果 在 定理 6 中 V。= {R7， 那 么 对 于 在 ~V 中 所 有 的 i 和 和 i 来 说 ， 
LEDER) ， 
之 HC 


PET DUB EXCEL un AW A AE-L ER, E RU CUR Mete N— 条 定理 中 : 


EE). 如果 参考 节点 x 未 包含 在 Vp 中 ， 
Auyz OF C551) =KE F C ia) 


Fua, Ds HG, DI + 


tBRAGRASSERE BER, MUEEN k), &21,2, BC LOTO RE, 
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此 处 “和 fi 分 别 是 在 G- 和 G 中 形 如 ta, of) UE DRE. ARS BG PDT 1 ，,。 和 
GibBUR a, RRs Aylkdet 到 mw 的 第 计 个 余子 式 。 
我 们 将 用 一 个 例子 来 说 明 上 述 结果 。 

AAL TART RINSE G， 它 表示 了 一 个 一 般 的 电压 反 馈 放 大 器 的 伴随 有 向 图 。 假 设 
Vo={ 4}， 胡 应 的 简化 有 疝 图 G" 也 在 图 I 中 给 出 。G" 欧 元 素 们 可 如 下 地 得 至， 

K=y rga ty FLU, D} =PO, D} = 

fiG.ieuwr-92 

+ (Up ts8K, FHD} = 
P(8,5))-54, + (Vy + gn)Yg/ K, PG) Ws 


El SENA HAGAH ALO Rho 
对 于 一 个 给 定 网 络 前 伴随 有 向 画 有 一 个 简单 的 物理 说 明 。 如 果 VICE RM Tee 
ARE, Visa RO 节点 j 之 间 的 电位 差 ， 所 以 Vs;=V; 一 Vi;， 那 么 流入 节点 的 源 电 
HA 
k= Sf(id,DVa 


ped 
pet 


121,2,29,m, 此 处 中 是 台中 前 节点 数 。 因为 对 应 于 i= n E RES RH, BIELO OBERE 
(k=1,23; m) EORR DA i ER RARR EER. 
推论 4. 


UR 
Ay DE) 1 SFG») 


A. Paw) Fin Dd 

此 处 4= aet Yu, MABE TIAA AE PANADA RRA HERR: 并 且 
斯 有 其 它 的 符号 均 如 前 那样 定义 。 

因为 网 阁 画 炽 总 可 以 表示 为 网 络 的 行列 式 与 它们 的 余子 式 之 比 ,或 者 是 各 个 余子 式 之 比 。 
所 以 网 络 画 数 可 以 用 简化 有 向 图 而 不 用 原始 图 来 进行 计算 。 

推论 5. 令 遇 (Vw,En,fy) 是 一 个 给 定 的 无 互感 的 无 源 网 络 , 令 Vw 是 一 个 任意 的 使 Kw 二 0 
WV MAEM, Heng) <n- 2s 此 处 Kw 是 与 子 所 络 N "TVnwe] 相 对 应 的 节点 导 纳 怎 阵 的 行列 
X. BA 
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KARGO) = Df), ER KAESO, 0) o Efstts d 
此 处 志和 # 分 别 是 N 和 AN 中 的 树 5 全 和 和 分别 是 Y" 和 N 中 的 2- 树 ;和 式 是 在 它们 各 网 络 中 
对 所 有 的 衬 和 2- 酝 求 取 ， PREN Vn PRAT NOVa ERSO CARSON ENG 


P 列 过 程 得 到 的 ， 
(a) ANE ENV vle 


©) ALG, DEON o), 
适用 手 在 Vw 一 V 中 购 所 有 i 与 及 AN, ENV ULUTIREE HI,» AIH REN 


FN US UTUTPRBPIERITT;, ; 求 取 。 
类 似 地 网 络 洛 数 可 以 利 电 简 化 网 络 代 痊 原 网 络 来 进行 计算 。 推 论 3 的 直接 结果 是 网 络 更 


论 中 众所周知 的 结果 
推论 5， 在 一 个 无 互感 的 无 源 网 络 N(Vw ,Ev,fw》 中 ， 如 果 Vys = {k}, 


PAGD} br bid/ (Se) 


适 由 于 在 《Vw 一 Vwp) 中 所 有 网 i 和 j; 此 处 go =f (u,v)}， 适 用 于 Vw 中 的 所 有 uw 各 v。 
推论 6 是 众所周知 的 网 络 理论 中 的 星 - 网 孔 变 换 , 济 且 首 先 由 Shen 提 出 ,[52] 且 又 重新 发 现 
了 多 次 C53,54]。 推 论 5 可 以 作为 广义 的 星 ~ 网 筷 资 换 。 依 次 地 看 出 ,推论 6 是 推论 5 推广 到 适用 
于 带 互感 的 有 源 网 络 的 情况 。 我 们 将 用 一 个 例子 来 说 明 。 
5/2. MAAE H EN y Ev, fuo BV i= (1,2), CD} = i 
与 j= 1,2,…,6。 相 应 的 简化 网 络 N" 也 在 图 2 中 给 出 。 简 化 网 络 的 元 件 值 可 如 下 地 得 到 : 
Ky= (9 区 ss 二 os) 
Kyfg( (3,401) 5 Vi UisUss TY adi s¥as 
Ky fi( (3,53) = YoU Vas + Ys o¥ac¥is + Yeas Mra 
FM ag cYa Vie tyssy sia Vaso sre 
sss ia tY2 ae Yin t Usos Vie 


Kw fi (3,90) = Visio s t Meis 
Ky fi{(4,6)} = V, Viola s F aii ullas 
Kf S0 (4,80) = Ya Ue Via FY soY Yas tsyiedas 
FY a ole sYia HYasYrsYis + Ysys syn 
Ky fh((5 89} = Yaoi es. t Usssslis + Yseyo sy 
FU oY elas Esel acis + Us ot eds 


w 
图 2 AAEN REN EY BS NY 
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效率 。 已 有 计算 这 些 子 图 的 方法 [39.55-57] 可 供 使 用 ， 同 时 它们 世 易 于 编程 序 而 适合 于 数字 
计算 机 计算 。 

5. 电 网 络 的 有 向 图 分 析 

因为 早期 线 住 电 路 分 六 的 开拓 者 设 法 使 亿 路 问题 的 分 析 方 法 公式 化 。 看 来 羽 平 很 少 有 党 
试 导 出 一 称 网 络 分 析 的 快速 方法 。 前 而 各 节 申 所 讨论 的 方法 ， 少 若 容易 地 得 到 伴随 有 疝 图 ， 
Coates 图 或 Mason 图 前 话 ， 握 供 了 一 逢 快速 的 一 般 线性 网 络 的 分 析 法 。 在 本 节 中 将 介绍 对 一 
-类 最 常用 的 网 络 ， 构 成 这 些 图 的 简便 方法 。 下 面 ， 轻 研究 的 这 全 网 络 是 由 电阻 路 、 电 容器 、 
电感 ( 除 变 压 器 外 )， 品 体 管 ， 真 空 管 及 受 控 源 所 组 成 。 我 们 假设 受 控 源 是 受 控 电流 源 ， 它 们 
仅仅 决定 于 其 它 支 路 的 电压 。 这 -- 假 设 巧 相当 普遍 的 ， 基 为 其它 类 型 的 受 控 源 很 容易 地 转换 
为 上 述 类 型 前 受 控 源 (车 有 必要 的 话 ， 可 采用 Blakesley 变 禾 [52])。 当 然 可 以 把 这 种 方法 扒 
广 到 更 普 党 类 型 的 网 络 。 未 考虑 一 般 情 况 的 理由 是 在 于 这 里 只 需要 较 少 的 规则 ， 并 且 这 些 规 
UAE SIC AVES, Jed RB IRB Se A PEE EE Lo T) ERE RECO 
3o BODEBBUS Ma PO EE PRO. 

51 从 一 个 给 定 的 有 源 网 络 得 到 伴随 有 向 图 

在 一 个 给 定 网 阁 中 。 俱 证 除了 激励 端 有 一 个 电源 之 外 ，。 所 有 的 狂 立 电源 已 经 移 去 。 也 就 
是 说 使 所 有 独立 电流 源 开 路 ， 使 所 有 的 独立 电压 源 短 路 。 这 并 不 是 一 种 严格 的 限制 ， 因 为 在 
ARERR RA NE DO. Fe H BRR 

(D 从 给 定 揭 网 络 得 到 一 个 等 效 电路 ， MEARE BRENA EARE. 

GD 四 相应 子 图 8 所 示 的 有 向 图 代替 受 控 源 ， 即 移 去 受 控 源 , 然后 把 相应 于 图 3 所 示 的 有 
疝 区 迁 加 在 时 洁 从 第 一 步 得 到 的 等 新 电路 上 。 

{iii》 开 一 对 相反 方向 的 边 江 蔡 鲜 一 个 无 源 元 件 ， 每 个 边 的 权 是 无 源 元 件 的 导 纳 。 

dv) 如 果 有 必要 的 话 ， 把 并 烈 边 合并 ， 即 把 相同 节点 对 之 间 方 向 相同 的 边 合并 起 来 ,其 
边 是 每 条 边 权 之 和 。 现 在 可 选取 一 个 参考 点 。 

5.2 ”从 一 个 给 定 网 络 得 到 Contes 图 

(i) RS. LF ACD aH 

GROSS RANA SOHNE TA ETE RB RR. FSP oR 
M GI st MERIT UR BU STATI AZA 

di 把 每 条 边 的 方向 倒 过 来 ， 改 变 与 每 一 个 非 自 环 的 边 对 应 的 权 的 符号 。 然后 从 得 到 
的 有 阿 图 中 移 去 一 个 任意 节点 。 


(9 4 
v 
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- ə _ 


Bis 2HRREMRE AN HAA 


* 168 * 


Rh, Mason A MAARE, RUE ez A Abe RESUIL EL, 并且 在 Coates 轿 
的 每 一 个 无 自 环 的 节点 加 入 一 个 权 为 1 的 自 环 C170. ERES. LAS. 239 PA Ee P 
E Gas DPCILIM 

在 节点 b 和 4 是 合并 的 情况 .在 图 ?中 从 节 点 4~ 5 的 有 身边 可 以 略 去 。 对 于 真空 管 ,y= gu 
此 好 9 是 真空 管 的 转移 电导 ; 对 于 品 称 管 ,y= -ags， 此 处 0 是 电流 放大 系数 ，5 是 发 射 极 电 
导 。 我 们 将 下 列 例子 来 说 明 这 一 点 。 

例 3. 研 究 图 4 所 示 的 一 个 一 般 电 压 反 饥 放 大 器 及 其 等 效 电 路 。 假 设 疲 求 取 从 输入 端 看 进去 
的 给 入 导 纳 wm。 华 随 硼 向 图 G 及 其 相应 的 篇 化 有 应 图 G' 技 上 述 和 概括 的 过 程 在 图 1 中 给 出 。 有 疝 
RST ARG As I2 991, BRAT! ;可 如 下 地 得 到 ; 

Tee {04,2)(2,5)(38,5), (1,2)(2,3)(3,5), (1,2)03,2)(2,5), 
Ti s= {218,2}, (2,59(3,5), (3,5)(2,8), (2,5)(3,5), (3,2)(2,5)} 
输入 导 纳 为 


Yno LGD 2 SI + Yo KI YR} Ya HY) Lal T Ia) + (Wo + gn) Ga/ KY 
LUNO Yr HYD (CUE T Ya) + Ue ~ 99. /K] EY, FUP EUG) Ys FYK Gap +) 


= VI {Ht YY DY + oe + OY 
BaF Int IY GF GE EY MALT, TELS) +I. Lip E Wim Y Yo FUE) 


BARK = yp+ Gm tyas Ej GA HULA SS UNA E BL Hg 


图 4 -MBERRMAR RH GAE 


E E 


BRERA, ZEMER, Mason tech DL Coates 公式 可 以 互相 地 求 得 。 
这 是 合乎 逻辑 的 。 因 为 它们 都 涉及 到 解 线性 代数 联 立 方程 问题 。 这 些 规则 和 公式 之 问 的 内 在 
关系 使 人 们 可 转换 某 一 种 简化 方法 而 导出 咽 一 种 方法 。 普 这 化 的 星 - 网 孔 变换 就 是 用 这 种 方法 
得 到 的 。 虽 然 这 些 定理 是 用 给 定 网 络 的 节点 导 纳 矩阵 的 侠 随 有 向 图 来 叙述 的 ， 粗 是 实际 上 它 
科 对 于 给 定 网 络 的 回路 阻抗 害 阵 的 伴随 有 向 图 也 是 威 立 的 。 差 别 仅 仅 在 于 采用 阻抗 乘积 来 代 
圭 导 纳 乘 积 。 在 网 络 为 无 源 和 不 含 互感 的 情况 ， 普 访 化 的 转换 简化 为 一 个 网 络 的 多 节点 秘 去 
过 程 ， 它 再 次 地 可 看 成 在 网 络 理论 中 众所周知 的 普遍 化 的 星 - 网 她 变换 的 推广 。 
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附 * 
SEED UE DE d 
念 下 "是 这 样 地 分 制 ， 凶 使 得 于 ,对 应 于 节点 集合 Vo AE ARLENE, BHA 
集合 总 可 也 重新 标号 。 
Y, Yn 
vel vl 
EY, SF, TSO = (V )]5gn- m- uf RS, WERE e pe, 
容易 证 明 下 列 恒等式 ， 
i OY uF, Yu Y. 
sas 了 "MI 0 rr | 
UReder 于 n= (det Y , jde,- Y, VY, MAE OSM YR 
ERMEER, YEY, ,的 逆 。 
4 Yat hk,t=1,2。 
De; /derF ,, 2 Y, -Y Y o. 
i i=m+tlsm te ,nly 
B; = YY jamt, m+, e,ne ly 
UA CaS Yl Yar Yna] 
Ab RERE Be Be E BIER 


cy= (det FE D Dt MIS ES 


Aca dei 


. 。 
gary ue X [cast Do 
bei ki-i 


a 
=y det Y; + X (15n yti dett Y, B, 


[ne 
` Y. B 
-yM Lp gen de l d 
wilder Pst X D Sg. dal a, yrkene 
Y., B, 
det= [ "n s] 
A; xij 


BEAM ES, ,是 det WAS TF. BA MTR, det Y;. Bl EAF, BINA 
第 & 列 而 得 到 的 行列 式 ， 以 及 


e vL, EOL yer NRE RBA 列 而 得 到 的 行 到 式 。 
AE A 


det [r^ Be + Ba te + Bau ] 
i ti t+ in TMi 


一 det M H i 
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上 一 式 子 是 把 头 m 列 加 到 第 (m +1) 列 而 得 到 的 。 


与 矩阵 
[Y, B, Bl (Y, Bi -€,1 
ja etui Rj Ar vit we | 
La; sys) Lo o oj 
AURA IPSE E BIE EV, Ui UIA R/G CV, Ui a, NE BICI TT OR o 
B3B MERRIE DISEM OM IE DIGURS NRE On + Df 
on HDI SRR, SEPARER BD ocu D cu ABBE 


WAER m+ 3) 行 ， 第 (m+ 1) 列 的 余子 式 ， 从 定理 4 得 到 ， 
-eys EFG, a) 
53 tys BKE, Ds 


At, (ee jgn 是 在 G*CVsUiJz1 中 形 如 #5. PAM, MRE G'EV UTU 


UID AY AB AYE o RR. 
一 ELSE RECRE LARSEN REAL, AMLDER Ya 


是 通过 det Wy = Kdet[Cij/K] 来 建立 联系 的 。 所 以 定理 得 证 。 


onze 


Er 


十 五 、 关 于 广义 网 络 和 矩阵 的 行列 式 
及 其 广义 余子 式 的 不 变性 与 
相互 关系 的 图 论 研究 


T， 引 语 

节点 导 纳 矩阵 的 行列 式 相对 于 大 考点 的 选择 过 现 不 变 的 特性 ， 首 先是 岂 Jeans 研 究 的 [ 见 
5193283。 并 在 [2 中 Pereival 以 及 在 [3 中 Shekel 也 重新 研究 过 。 关 于 加 路 阻抗 甜 阵 也 经 常 得 
到 租 司 的 论断 [ 见 [ 和 3)。Seshu 在 55] 中 曾 指出 ， 在 回 务 变 换 的 情况 下 ,向 路 诅 抗 算 阵 的 行列 式 
一 般 说 来 不 是 保持 不 变 的 。 但 是 ,它们 之 问 通 过 一 个 实 常数 ( 仅 决定 于 回路 的 丙种 选取 方法 》 
来 建立 联系 。Okada 在 56) 中 已 指出 ， 用 树 的 方法 形成 回路 蛆 抗 年 阵 的 行列 式 是 保持 不 变 的 ， 
然而 当 采 用 广义 节点 变革 时 ， 节 点 导 纺 矩阵 的 行列 式 就 不 能 保持 不 变 了 。Cederbaum 在 [站 中 
更 一 般 好 研究 了 这 一 问题 ， 问 时 指出 : 虽然 敬一 般 回路 系统 或 一 般 割 集 表示 法 来 说 ， 网 络 行 
列 式 不 是 保持 不 变 的 ， 但 对 更 普遍 与 更 重要 类 型 的 网 络 一 一 诸如 利用 检阅 方 法 来 列 写 回路 与 
割 集 表示 法 以 及 利用 平面 网 络 的 窗口 米 形 成 区 路 宕 示 法 则 是 保持 不 变 的 。 他 还 指出 回路 咀 搞 
矩阵 入 节 点 导 纳 矩阵 的 行列 式 的 比值 ,在 不 灾 的 条 任 下 它 等 于 网 络 的 支 路 姐 流 生 阵 的 行 融 式 。 
这 是 Tsang 早 先 工作 的 推广 (4 。 

本 灾 的 目的 是 要 证 明 网 络 行 殉 式 与 网 络 函 数 的 许多 不 变 特 竹 可 用 此 图 论 的 观点 来 导出 。 
为 此， 它们 不 仅 适用 于 电网 络 ， 而 且 还 适用 于 其 它 系统 。 还 将 证 明 相 对 于 网 络 的 关联 郴 狼 的 
选择 ， 央 相对 于 网 络 的 支 路 取向 的 选择 ， 它 们 是 不 变 的 。 

z。 主 子 甜 阵 行列 式 的 不 变性 

他 可 是 一 个 px PREMIERE, dbseg. ORI Er hh — PO EAT 
FE, ERE Do e Bt E TER. SCRI TS BLIP IU FEU PE EG BS BOS 
Ebest ER. eR ATA ACH BE See eee, Hox eg, BO n. GXrxe 
Wr, Ror. Hib t ar PMECHSE DLR OAL Ie E B jo E FRO. 
BAGH T 与 补 树 i 是 一 一 对 应 的 ,为 方便 起 见 ， 我 们 将 假设 这 里 所 研究 的 回路 矩阵 与 
割 集 知 阵 已 用 柱 辣 的 边 的 次 序 而 作 排 列 。 如果 如 /与 如 :分 别 表示 粗 对 于 G 的 树 t 的 基本 回路 矩阵 
与 基本 宰 集 矩阵 。 必 人 么 显然 分 别 存 在 病 秩 为 n 与 " 芥 非 奇异 矩阵 忆 与 妨 , 使 得 

B;-cB ux 9-0, 
AN Br 559; e t2 LA BSOUSTHERNKES IE HE ie. 0/509. 
AHBUSS HO FONTS BH, Bu.) RAM THe B HS BETH, 
BULB DB, GO jo 分别 是 # 阶 与 " 阶 的 单位 矩阵 ， 且 
c-B, 以 及 Dn-07 
Bx B; 5QUS D IIR TECLI9YS Br UL B 08,0 E PIS FAR ERES PUSCRCRCR HAEN E 


“174% 


(cw 


AG, RATE E DA OES eR OBR OR. 

BIER, — 4-47 ES ES PTS ER SUR 

HE). GWUREIJQg ISIN EOBET-GBUEIERE, 那么 对 于 每 一 种 分 别 选 取 的 
BÓGSOUBJ TIEKB.50, kd. B.'H5Q.OJU EE ZEB. 

V E. 9. TORE, - 2X0, EFT SOME — OR 《不 一 定 为 
27, EARR TA EKB IO oe i LP BUE ML, TE Sesh Reed ge [9] t} | Okada 
章 结 论 所 述 56J。 作 为 一 个 示例 ， 研 究 图 1 中 所 示 的 有 向 图 。 固 路 矩阵 吾 是 内 达 etesescaeiy 
21220910, 010,02 hee ese eS DER MRAM, FF PA 

fr 2 3 4 8 8 7 8) 
(eeseaesed) |1 0 1-11 1 0 D 
B=(eeeere) |1 1 0-10 -:1 Q9 
1 1 0 0 0-1-1 
(uere 0 1 1 -1-1 0 0 1J 
容易 证 明 严 的 所 有 主子 矩阵 的 行为 式 具有 的 牧 为 3, 它 显然 不 是 2 药 某 次 苦 。 


《2JeseEse7cs) | 1 


Hit. 一 个 给 定 的 有 向 图 右 
在 许多 庶 用 中 ， 必 须 计 算 这 种 主 行列 式 值 的 平方 ， 为 方便 起 见 , 令 KC 吾 ) = Ce BL VERE 
kD) = (det Q,)* HA B 5 QI HUE B SOM MPS Ae Ge CET ARE MO 27 1838. 
R45 A5 2,2 ARGUI x ejr, BOUT IRAE OP HT Ft xc er, 
秩 为 p 的 回路 矩 踪 。 显 然 我 们 有 PC A) —1,50B,) 51, KB) = 1 RECO) = 1。 这 是 对 任意 有 


HEGRE TERA SI. 。 然 而 ， 主 子 夭 阵 的 行列 式 具 有 这 一 最 小 信 并 非 只 有 
这 种 情 阅 。 有 具有 最 小 值 的 这 些 情 阅 可 由 下 列 引 理 来 表征 。 

zm. “AREER ETERS, DROME TEHO., MAD Sew, = +1 
Wieder. = +I, WEB) S15k095 = 1, 

3. XB ERE ' 

HATE SUITE SILK RET SORDUPW B' GOXO JAM aX Reh TH ESO 
An BS IRSE SE 36. — MEn AERAR Ri ERE PE ERE BUR PT BRR 
到 另 一 种 系统 时 的 不 变性 的 条 恰 以 及 它们 之 启 的 相 卫 关系. 为 方便 起 匈 , 甜 阵 三 重 乘积 将 称 为 
广义 网 阁 和 矩阵 。 不 失 一 般 性 地 我 们 假定 G 是 连通 的 。 

定理 2. 43, SBJEGISA VO ee, 2 MO. BOMB BO MERE EE, 
WAG ELDOR PAMARB.) = KB OU RRB) 2x00 0, M 

k(B der B. B, Hk B, di B.W B. 


.15* 


UR k(@, det EQ: - «(090 5430, xO’, 
DR dete WR, = dB, WB! 040) Hd XO: = det, XO+) 

TER, RATE AERA, Hb AR SN IGE, 4 
Ba FB PALATE 5B METERA MRM, RIH: 

B= BLL B, = BIB, 
BE, detB, WB; = det( 8, BoB) WB, B; B.)^) 
= det( (8, BDO, W B) B19) 
= (det B. /dec Bre) dec B, W B; 
=(K(B,)/k(B, dere, WB; 
立即 得 到 本 定理 。 定 理 证 毕 。 

推论 1. 与 一 个 基本 回路 系统 与 基本 册 集 系统 相对 应 的 广义 网 络 和 矩阵 的 行列 式 ， 在 它 从 一 
种 系统 转换 色 另 一 种 系统 时 是 保持 不 变 的 。 

推论 2?。 ATREA EX. HDUS2HSPGROBD = 1D) = 1 时 ， 若 广义 网 络 HE 
BWB'50x0 KRSTE, WM EM MRAM. 

Pis XPT— DEM EX, UR BB, BW B, AX A’ GXQ R 
有 它们 的 最 小 绝对 值 。 

We Re, SEO. PRETER ROMAN ERAT, 与 了 ,中 整数 
芍 行 与 列 组 成 二 的 子 箱 茵 。 此 处 ,= {i ,i,， she 。 在 我 们 建立 两 类 广 
义 网 络 和 矩阵 行 列 式 的 一 个 重要 结果 之 前 ， 首 先 汪 有 明 下 列 引 理 。 

SES. Gi ERR HR Cdet 8 0 /k (gs (det 09 7) /k (0 so nu. 

TEA, $IGRGLBBSUi TREE. MAB = B'B, HEAS 

dt BB’ = det BB; B/ B= (det BB det B; Bs; 
=k OB)dec B; Bi 
现在 det 吾 /至 :表示 G 的 树 数 。[ 这 可 从 这 一 事实 而 得 再 ，det 吾 /如 ;也 是 一 个 电 图 性 网 站 【每 
个 电 嚼 值 歌 作 1) 的 回路 阻抗 抢 阵 的 行列 式 。 因 此 ， 它 等 于 该 网 络 的 补 树 阻抗 乘积 之 和 ]。 本 
引 再 药 第 一 部 份 立即 得 到 。 类 似 地 我 们 能 证 明 该 引 理 的 第 二 部 份 。 

引 理 #4. 

(= Leth inde @CE, det BOE)= (~ Dim: * det QF) deBry), 
EEES AWE, 2, rn, CORRAL ST. GUD 5B (IRBE T 
阵 ， 它 们 分 别 由 相应 在 -与 了 中 的 整数 的 列 所 组 成 。 
dU. PM’ QB), Made = (leu Qd B B0. meme RCH 
B, PAW VARNA: 
de M M = (det M)? = m'kcok UB) 
det ME = + mr Ok (mo 
Jade MARIAN ET AA AER, AMA: 


D ce pet de® Ur dere (T) = PE HEDRO 
Ez 


= (Qk)? X coss "ED 


ap 


* 1769 


= km(k(@ yk oa» 

因为 在 该 和 式 中 恰好 有 mm 项 ， 为 了 使 该 等 式 成 立 ， 在 和 式 里 面 的 所 有 项 必须 给 以 相同 的 代数 
符号 。 引 理 立即 得 证 。 

上 述 避 理 的 一 种 特殊 情况 〈 当 您 是 G 的 关联 矩阵 人 租 》 是 最 近 由 Malik 与 Hale 在 C10J 中 给 
出 的 。 让 理 4 的 直接 结果 如 下 。 

推论 4， 

CD *teh9 * Hde CL) ded I.) = (049) /k B) det BUF det CF 

现在 我 们 能 够 叙述 与 证 明 本 节 中 的 一 条 主要 定理 。 


定理 3。 如 果 古 是 非 奇 异 的 ， 那 么 
k(Qode BW B’ = k (B) (det) (dev ^: 07) 


证 Ul A OX-WoU, LST S 0.2.0) 055 E ST A BLOM BUD 
是 好 与 召 的 主子 矩阵 ， 它 们 分 别 由 相应 于 在 于 ,与 证 中 的 整数 的 列 所 组 成 。 用 通常 的 方法 应 用 
Kit IUEICEUH ODE Ade BW B Geet Ox’, RENT 

de BW B= Y deB (Eo dew (F, , Fda 7)” 


ga) 


= € XdetB (EodeuB CK odetW (F, Fo 


BS 
Dx 
detQXQ' = S, Leer de (E Ode X (E, FO 
apie 
SKOBY X X Capit tities tie x 
OG 


xdetB (EodetB(J de. X(K,, Je) 


因为 至 是 到 的 送 ， 利 用 雅 各 比 定理 [参看 L1111， 我 们 有 ， 
det X (K,, F) s (71) tthe + dew F,, TO/dtwW 


因此 
det X Q! = (KO /kK(B))S Vets Ede B sy, ew 7, Kodew 


aU, 


ko» v Fr = = oy 
= Aw D> MT eT) det (E,, Fa 


=k(@) (det BW B? )/ (Kk B)detW) 


得 再 定理。 定理 证 毕 。 
Hits. MR RM, WA 
det A. B] = (det Wo (det Wr -1@;) = (det) (det AW - 1 A’) 
WRZ GY 3) Be BERN ONDE HELIUM: EE, EERE BE RH 
OYO 231355 AEM ANG DEAL 5 RS. GRE, NAIR E 
RAR SEA AE CAP RRM). LADEN RAR, UE 


可 以 叙述 如 下 
UI 


推论 6， CCederbauml 7115 3E d E 96 36 HEAT SENN IBS E DAS PEOR IS R E 相 对 
应 的 割 集 导 纳 矩 阵 的 行列 式 ,在 从 一 种 系统 转换 到 另 一 种 系统 时 ,它们 是 保持 不 变 的 。 这 种 行 
PA SRE HOSHÉCRE Bl Be OA AG BTS ARH 
、 推论 7. CCederbaum[7 55 Agr FRSC RAT TEE GR AR A BS SE AT 
SECA RR DEY ANE Be EAR — BOR EE EO 3 ARR OD MFT RE ER 
如 果 网 阁 是 平面 的 ， 由 网 络 的 窗口 而 形成 的 回路 阳 抗 矩阵 的 行列 式 具 有 景 小 的 绝对 值 。 

[在 Cederbaum 的 定理 中 木 出 现 “ 缉 对 信 ” 这 一 术语 。]】 

Hita. CJeams[1]，Percival[2- 以 及 Shekel[3;。]。 节 点 导 纳 第 阵 的 行列 式 相对 于 该 网 
络 中 参考 节点 的 选取 是 保持 不 变 的 。 

证 明 ， 令 坦 .: 是 从 完备 关联 谷 阵 怒 . 删 去 其 第 i 行 而 得 的 关联 算 阵 。 因 为 det 且 ., 本 , 惟 : ,相对 
THHIAREN, XQ] ANA EAR ey SO. MORI Ah, eE 
Hh, 

定理 3 前 一 个 直接 结果 如 下 : 

推论 9. 和 企 意 两 个 回路 阻抗 矩 阵 的 行列 式 或 任意 两 个 割 集 矩 阵 的 行列 式 ， 它 们 用 一 个 实 
常数 来 建立 相互 联系 。 

上 述 推论 多 第 一 都 分 是 由 Seshu 得 到 的 L5]。 因 此 。 网 络 行列 式 的 极点 与 零点 与 名 路 电流 
与 项 集 忆 压 的 选取 无 关 ， 讽 其 与 网 络 中 的 节点 对 电 夺 的 滥 取 元 关 。 

回路 阻抗 甜 阵 的 行列 式 与 羯 集 算 阵 行列 式 之 闻 的 关系 可 直接 从 定理 3 得 到 ， 并 给 出 如 
T. 

推论 10 ， MARZ BHR, MA 

k(K)de B Z,B' -k(B) (det Z ) (dot YD ’), 
ERY, = Zi? 

推论 11， (Cederbaum[7] Àj 3 Z AAR, BAAR MANAG RS 8g 
后 阵 行 列 式 最 小 绝对 值 的 比值 等 于 支 路 阻抗 矩阵 行列 式 的 绝对 值 。 

ERRE Ciransmittances), BRER (i Pas BRA EP. BRAT AT WB re P 
RS, EZTAN, ARRIA: 

推论 12， CTsangi r AMR ~F HERRE 
GAART A a RE H RRAS 
[E qub EBRD. 

实际 上 ， 昨 任意 的 割 僻 导 纳 乱 阵 代替 节点 导 纳 矩阵 时 ， 这 结论 也 是 正确 的 。 

Tsang 在 [4] 中 导出 ， 其 结论 是 假设 何其 钥 搞 焦 阵 的 行列 式 在 相对 于 独立 向 路 的 选取 是 
保持 不 变 的 。 罗 地 在 他 的 定理 中 志 出 现 “ 最 小 信 ” 这 一 术 湛 。 推 论 10 的 另 一 种 不 同 的 形式 如 
T. 

推论 13、 WRZ ASE, MARMARA Sr A5 AEE EAR 之 
VS EPI BETA S RR ELDURE PET HERES RR, Jb ACE ERANA 
X. 

Hiele. EPAR DUSEE-z Bj AE AREIS IRR RARE ARMS om de KM 
FRERE PERETI PR HER 

推论 15. 对 一 今 无 互感 的 无 源 RLC 网 络 ， [el RAEL PE RERET T RSS RAS AS 的 行 
ARR TRRSARERSM, ENRERE RAS A. 
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RREA ER AL te) BEER Il BS, A Za Ie Ba 
EE BUR ER AP SRR. E 


A. FRASER TAG LAFE 
BABE REVO MOSTAR RTA RAN AR SUR 
FR" AAEM RED, DARTS RTH ARE AR a i B CE PE 下 的 
EL SRS PST RA 
NP-TREW ERE, HOF 
PROX aw, peg, WARRE E) 
HARRER Ree we= Uh, d, 
Be RB, GEO o 的 主子 
吉 这 逢 性 质 的 重 是 重要 的 。 作 为 一 个 例 3 
MAST, WRITE: 


AL FARR a DAR ECS FT SEE WME 
们 意 指 一 个 P EBB BRE BE TA ep NT 


Fei TARR AA UNA, BETH MY FL 
ESE S 2p BPO YG PE, RRIA ae 


1 2 3 4 5 6 7 8 
teeceeese 1 0 1 -1 1 1 0 $7] 
B= (elesesere) 1 1 0-1 0-1 1 0 
(e£ Oui 1 1 9 9 0 -1-1j 
REBRMES BQO, 2, GETMAIN, MARPA, 3,45] 
Hin AMA REL, S B= 06:1 


EPRI IRA HAHA —2. Eth. (AP 
HO - t3. 定义 
MB, By) = S (epider) 
及 
M2, Fy.) = c 1Yade9. 41a) 
TARRE, 9" 59: 是 G 的 两 个 秩 为 的 刘 集 矩 


Bs. 4B GREG Y 
MA, WEJ REE ES sb. i 
Aca) MB A, | SRR UE) 
BB)? Mr Dk O53 ag (Og ol 
GEHE. SEL ,中 ， 则 它们 均 为 零 。 
EM, RAPER LAN, AAMT SR AER. te 
BIFTEL- p, HA 
24 AW, BU, Foo) det’ OF 2401) 
ux MUS FL GUB SUD 
Jk Br x mU. OUDER HEPER. EUR 
deu Gr, UD = ROBO DL Gc UUD = sumo S sre pesos 
Bh. MURDER. b, RWS, CRAB, KBH RIRE T 起 ” 
CL. EVANS Ze IERI AERIS, TEAM RAT EEA IR de, RITER f deut = 
IMOB’, E-O). PARANA TRIMS, VEL, IMER. 
Bb, OCR, MB, Je RARE, ki 


Jide Foys cy Rei 
vH 


WA ESA AA. XEXET IB LR Sn, 

推论 16。 MBa 120 SOKO, E.D) 的 值 相 对 于 从 一 种 基本 系统 转换 到 另 一 
种 基本 系统 时 是 不 变 的 ， 并 且 它 们 都 等 于 1。 

HEN 
MB”, 7,4) M4(G", J, 0-2 GO )/k OB) MB IMB, Joi) 

MO", z, 0M (DO, pos (Ok 90i", xz oM OO, Jo 

Bir. 当 且 仅 当 在 G 中 相应 于 于.- SPEED Rl, TR Ie, 的 
BRAS, WMO, OSES. KART. :中 的 整数 的 各 边 而 在 G- 
IE RADY, WEB, FOARE. 

AE BDux Bes QU LUUD X Ott HEBIPISEEC BE ET BE, RUM, 
(Q; 1.0 WES. ANYER Gr LUGD 的 各 列 形 成 一 个 包含 有 GG 中 的 ey 边 的 桂 
时 ，det 修 (2,1U ij) 生 0。 该 推论 的 第 一 部 分 立即 得 到 。 类 似 地 ， 我 们 可 证 明 推 论 的 第 二 
部 分 。 推 论证 毕 。 

对 于 一 个 给 定 的 e 阶 矩阵 到 和 至 ， 令 


MAB) SX X CH bubn dB By 


i=. ien 


以 及 
MQ) X 179509; 6et K, 


251721 


u, 0=1, % o, e, VERAT T. RUHM (D GMO ya BB 
BeA H LETRA RARA FR ETER e 30 ET ee PRI 
RTR. Mi  GURYEG DH ET BP F5 Ree RAS FAET BP BT 
Am MBCA, AA ARRE, MARAA 
Mf, UB) {1P BW Bn 
它 实 际 上 就 是 eBW B HE k, mM TRT UAR Ck, m APART EE 
BWB PERMATA EBW B 43. WECORA S ERER REA Ek = u 
gm = used, WAM ORO CIL TU det B WP IR HR Ch, D RTA JAX Fee XO 
BU REI, (D> RE SE 
Fm, ROEM EAT LAE LP LATA FOR SRR. E 
们 是 保持 不 变 的 。 
定理 4， 令 耕 /与 吾 * 是 图 G 的 两 个 秩 为 w 的 回路 矩阵 ,他 "与 委 * 是 图 G 的 两 个 秩 为 的 割 系 
短 阵 。 那 么 对 于 任 党 给 定 的 e 防 矩 降 到 和 坚 来 说 ， 我 们 有 : 
eB) ME, GB") = kB") M,C) MEKO MED") ak ENM, O) 
aljv-1, 2, M Eo 
证 明 : ue’ = [b 2,B* - C23, 9"- 05. UO =i BA 
MB”) 
= DTD ib bt de B7 WB) 


.xX[eevnse mE mox 


iiien ET 


*T80。 


KCB VdetW (Eos Federn] 


-- È [Gita o )x 
OVLO, ast Im 


xdeW ns Jeo) (E opeteustgn-o)] 


P 


= D D MB -VW JL 0M", XL 
UV DU.) 


= $ TRB)M BRB, E, QÓetW (Eus Ti) By 
amo 
FB) 


= m MB F, DiW (Fs 


= (kB")/k( B+)) 
TA TY 
JF-0MB* Jai) 


= (KCBO/KCB I) M CB?) 


类 似 地 ， 我 们 可 证 明 其 它 情 况 。 定 理 证 毕 。 
推论 18， dBW BiG XO He LRT RMB) MO DHXEPA—K 


蓝本 系统 转换 到 另 一 种 基本 系统 时 是 保持 不 变 的 。 

推论 19. 对 于 一 个 络 定 的 本 与 下 , 当 且 仅 当 分 别 有 K( 杏 ) = 15k 005 = IN dee B^ 
HeX RH LRPFRM, (BGM, DEREFS, WAM. 

推论 20。 XUP— d EDGEMW EX, PLATA), MAB), MUOODUX 


ML MARCIE EME 

定理 2 与 定理 4 的 一 个 直接 结果 如 下 。 

#21. 比值 MGLOBO/ MID, MUB)/de BW B^, MO» /M 0) 以 及 
M, CO) /dr@ XO’ fas FE 48 9A Po 5 AE VA DERE EN 

4S-(, 2, e e), WEHSH Huy, &S"-S-(u, v). AER, HEIR 
TVRRERSO OER, HPP ERAS. PODES PARERS 中 XI 
了 的 补 。 根据 这 些 定义 ， 我 们 有 : 

BT. 如 果 4w 与 是 相 邻 的 整数 ， 则 


KOMB, KOMB; Ji) =k- MQ, 
TE VM" F7, 


此 处 与 5 ESIB ST op REOR 


证 明 。 不 失 一 般 竹 地 假设 "zx， 因为 
MB; B= (-1)* 'detBOEz? Uuh 


uz 

MB; Fi.) (-1)" dB U (vp, 
此 处 4 与 0" 分 别 表示 家 应 于 在 如 (了 2: UD SE BU U (0) 中 的 整数 的 列 的 列 标 导 。 从 
推论 4 得 到 


[k(Q) CB) ECB, UB; Ji) 
dile 


Tree | 71 Viper CF up 
因为 
EUR 

-babo Su Ss EAGLE, UW) SO (FI Ua) RRO RATE, Masa! + 
v'-1Ro=0' +w， 由 此 得 到 
KOMB, 2 MB FI) Dt MO TE 


aM, 
SOEUR, 


此 引 理 得 证 。 

SW elu], XA EU, mRfi4Hi-1, 2, e, eM, wau- win= 0 DEES 
Hii) 2, e,0W,wg- = 0, RAMA TW ui; CAD Hof TD MEM Mes 
©, fe 54938 A Fs OL, e 0, wu Iw LIE BBS AP TES CR OD 
DL RUERRAW NES, oie, AMAA AREE. 

BSS. WRW SW... eee, BA 

KOMB) = - kB) det...) UO) 
APRA Hu cH Sr Mes He, . 

ER: AAR Be fh Sa SE HOS RK Re UB) 与 ME, 
(20 AR MEE S ORR. EE WU, SHOT SEE hA 
HAA, BNA: 

- M(B) 
=- DS OD MB, I detW (uus JOMB, I) 


a 


T Ip 

=- © X M(B, POM, B; Fi dW OS. Jia) 

Gt 

= SCS Kk, (Q, 
CTL) 


MQ; Fl) x 


x ( - idet 
RRB) RD) X D MQ, Tomes 


之 


Ctl) 


x(-pDrideariit,, FIL 
= (RUB) /A@)) X = noa WM OE) x 


Gite 


xd FP, 425, dete 

-Qumdum/(QQ9» Y X MO Tym, J) 

UI UE 

xdeXOFzua, ES) 4 

=k Bdn X TS maO; yox 

GE UF) 

x det X CF. 
= (AUB) deta /A OO) a, Q) 


TOM, 17,» 
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WARCI a SOREL PSE RY, Bie ye JG RM id, Hoke, PREE obs 
FAS RB, ARTS FTIR AY Ae TE AE UD PIE A EGER RERO A S E, 

.推论 22. MB Me EG ih uty, HA 

= AE CB) = GEOP ayy ME., 00 = (dotW o MCA) 

#623. duce, ey ee AGH ik, JREDHURW, Wou GW SER, 使 

BXaW', WANs Ruse, RNA 
MaB) MB) = K, (2) / IF, (@) 

ux M(B)/dt BW B' =K, M ,,(@) /ir x, 
此 处 Ky = Wire /WaWe,INdK, = ~ JW Wav 

WEW HO Fy BFA HERI de UO Ee RE EE H 
网 络 函 数 总 可 以 表示 为 一 个 网 络 行列 式 与 它 的 一 个 广义 余子 式 之 儿 或 者 它 的 两 个 广义 余子 式 
之 比 。 例 如， 在 分 析 申 采用 回路 电流 时 ， 我 们 从 该 网 络 移 去 所 太 交 独立 源 〈 除 了 支 路 e, 中 的 
AZID, fexboy SEX Soup x Ee. ge EARE DN EM LOBO /det S TV B 
Ip, OP he 中 的 一 个 电压 信号 源 在 2. BURCOLAPAP Sos SS, SEX FRes 中 电流 以 eo 作 
为 参考 方 自 。 类 但 地 ， 杂 果 采 用 市 集 上 电压 。 在 文 路 e. 与 e* 之 问 的 苇 移 阻抗 是 由 北 什 28。( 刍 )/ 
de X Q^, BAT deca mae S Me kee aM, Aes ie, bi ve Inest 
黎 头 处 带 丰 参考 十 号 。 

定理 6. 一 个 网 络 党 
换 是 保持 不 变 的 。 

5。 竹 赴 公 式 的 简单 推导 

令 图 2 事 示 一 个 无 互感 的 无 源 双 OM GN, 输入 节点 为 1 与 1"， 输 册 节 点 为 2 与 ?2"。 护 昭 
Seshu 和 Reed 在 [91 中 的 卖 示 法 ， 令 (YY ) 者 示 树 文 导 纳 乘积 之 和 。 WY RAW PARR 
之 和 ， 让 标 所 表示 的 节点 需要 在 六 ;的 不 同 部 分 , 4 CLW* CE JEN P2 BB DUORTPAW " CI) 
的 补 的 和 。 注 意 到 于 LOO OZ), 


‘HK, CA RRR BEARS, CHAS Ba RA 


Bio 约定 了 参考 方向 的 到 口 网 络 。 池 点 1 用 于 表示 节点 系统 的 参考 点 
Tit, RAEN, AA BMS, DE HRA A TS BAS PSE 
至 ,的 行列 式 来 导出 。 " 面 这 些 行列 式 是 可 以 较 简单 地 建立 的 。 为 方便 起 见 ， 令 
A's det AYA YE AS, =(-1)' 9 
AV =, KM A REBAR, BACCO 


* BR RK eT UU E RMR AEE Nerode RSbank zEF16 Fi tte 
` * 183 « 


人 =O) 有 AS = Wi) 
ER. MODA A (PW anp (P 
TER 因为 41s = OP We ee (+W OOA 
Ale = We OP) = Wes + Waa OP), 
该 推论 立即 得 到 。 

推论 25、 如 果 支 路 e1 与 6* 分 别 地 仅 包含 在 割 集 1 与 2 中 ,并 且 与 割 集 的 方向 相同 地 指 商 ， 
姑 在 害 集 导 负 矩阵 4" 中 第 (1，2) 元 素 的 余子 式 41。 由 下 式 给 出 ， 

Ais = OM (A) S RD OF a OO W usus 0) 

ED: RELEEAM, (ORELE RRRS 

推论 6。 如 果 支 路 e: 和 e* 分 别 地 仅 包含 在 四 路 1 与 ?中 。 MA E ERT" 
的 第 (1，2) 元 素 的 余子 式 47 HP RA, 

Ala =h BCTW ta (21- COW 15,5 (222) 
鉴于 这 一 方程 ， 指 出 了 [9] 中 定理 (7 一 13) 的 错误 论述 。 在 那个 定理 中 k( 里) 项 委 失 了 。 这 一 . 
错误 是 因为 一 般 说 来 非 零 主子 行列 式 具有 的 全 并 不 是 的 缘故 。 

HE, OME, CBN SUM LLUBD = ~ ATs, 
利用 定理 5 我 们 有 

~ ME, CB) =F) (det as TE, CAD 
= RUB) (det ys Pi (OO ~ Wea (Q0) 
= RUB) (COW fe (201 CLW ?s,s (2D, 
RAW = 加;。 推 论证 毕 。 

推论 26 是 众 所 属 知 的 适用 于 网 孔 系 洲 的 基 尔 置 天 规则 ， 它 的 证 明 是 由 Obermeyer 在 [9] 
中 给 册 的 .但 是 ,其 证 明 完 长 而 麻 频 。 在 文献 中 ( 见 [9])， 总 基 很 定 仅 当 警 如 说 第 i He pe 
集 至 少 有 一 个 元 素 不 在 任何 其 它 的 回路 或 制 集中 ， 对 于 这 种 网 络 的 余子 式 才 是 感 兴 越 的 。 实 
际 上 这 一 点 并 不 必要 ， 正 如 在 下 列 推 论 中 所 见 。 当 然 这 一 假设 会 使 问题 大 大 地 简化 。 

浴 论 27. 如 果 采 用 广义 制 集 与 广义 回路 时 ， 那 么 

M0 = OW OD -WsuuouO» 
-HM (BRB CW, os (D 1- COMP 1s (ZT) 

6。 不 变性 与 关联 函数 

前 面 ， 我 们 已 经 研究 了 广义 网 络 矩 阵 的 行列 式 及 其 广义 余子 式 相对 于 给 定 有 向 图 在 选取 
回路 与 划 集 时 呈现 不 变性 的 问题 。 

在 本 节 中 我 们 将 研究 这 些 行列 式 相 对 于 一 个 图 的 关联 函数 呈现 不 变性 的 相应 问题 - 见 
[15-46 及 177 一 186]。 

对 于 一 个 有 向 图 G 来 说 ，@ 的 各 边 的 取向 CASA PD 可 用 所 调 G 的 边 集合 的 关联 函数 来 
措 述 。 在 本 节 中 我 们 将 证 明 ， 如 果 避 的 关联 函数 改变 时 ， 广 义 网 络 年 阵 吾 三 - 吾 " SOX’ fy 
PMARES MAP RM. UD GMO), —RHKERR ATE. HE EP 和 
X450 1 PSS ER Se RERE, TW Ra PNT DAR HR 
SEO BAY SR A EA. MER, ANKEN, EUSI Slepian 的 关于 相对 一 个 电 
FE pl SF 3 en ERU AS HE LT OS 

作为 一 个 例子 ,研究 如 图 3(a) 中 所 示 的 有 向 图 G。 S BECHERA TAAA DCH TRU P 
AREE, EET uS CAW) Shh Anio Wi 及 Hi 20, czy, APW = Oy i, j51, 2, 
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4 » 3 4 4 
w w 
图 3 (a) AARG Cb) 3EG he HA RA EAG 


3, 4, 5. MARIE 
[w.0 000 ]p107 


| ow, 00 0 01 
mwn'-[19:1? oo wow | 11 
$1101 06 

ow, 0 19 

Loeoocw | Lord 
= [> EW, AW, Ws Wa 
" 
Wa Wa HW EW Wa 


det BW B’ = (w, +4) (We + Wa Wa Wa) +W (W, + wey 


现在 ， 邵 果 我 们 把 G 中 es 过 的 指向 倒 过 来 ， 我 们 得 到 图 3Cb) 中 所 示 的 新 有 向 图 G:。 如 果 
BEALS PERKER, BA 
det E WB, = OW, + WOW, +Wa + We — We) + Wa (We +Ws) 
FR, de S YP BB" Eder we, WB aR, BMSM, (B OAA h TRA UBs 
WE UB) = cO we ME, | UBOS ~ (wW — We) 
因此 ， 我 们 可 以 断定 广义 网 络 矩阵 的 行列 起 及 其 广义 余子 式 一 般 说 来 对 于 此 图 改变 关联 函数 
的 选取 时 ， 它 们 不 能 保持 不 变 。 但 是 它们 在 一 定 的 条 件 下 ， 并 且 对 于 最 一 般 的 最 重要 的 表示 
电网 络 的 贸 ， 它 们 则 保持 不 变 。 
对 于 一 个 给 定 图 G， 令 G4 是 从 G 利 月 改变 G 中 某 些 边 的 方向 而 得 到 的 图 。 如 果 吾 与 可 ,分 
划 是 G 与 G: 的 回路 矩阵 〈 阶 数 为 nx e， 秩 为 5j， 它 们 分 别 鸡 应 于 G 与 人 :中 相同 的 回路 集合 ， 
那么 
B= B.D 
此 处 配 是 exe 阶 的 对 角 线 矩 味 ， 其 第 i 个 元 素 dii 对 应 于 C《 或 G:) 的 这 ei;， 如 果 G 中 ei; 边 的 方向 
与 G, 中 e; 的 方向 相同 时 ，di:= 1， 否则 dis = ~ 1。 加 以 稿 微 的 推广 ， 车 可 与 吾 : 是 相应 于 @ 与 
他 .中 两 种 不 同 的 回路 集合 ， 由 此 得 到 
B=CB,D, 
此 处 C 基 zx nr ae ap SP 
现在 我 们 来 研究 菜 些 充 分 条 件 ， 在 这 些 条 件 下 ， 广 义 网 络 年 阵 的 行列 式 及 其 广义 余子 式 
的 行列 式 相 对 于 所 选 的 关联 簿 数 变 化 时 ， 它 保持 不 变 。 但 这 一 特性 的 一 般 启 题 尚 未 解决 。 
推论 28. 如 果 和 矩阵 到 "与 个 是 对 角 线 的 ， 则 与 一 个 有 向 图 G6 关联 的 广义 网 络 逢 隆 BB’ 
TOXO' HARRERA IRTAM BRAM, OATH BARRA, 它 
们 保持 不 变 。 
#785 « 


EA ATH RAN, RR TR GERI LE ERAS, 

亮 分 性 是 证 明 ， WLBAB.ONZMNFCHIG, PAR RRS MBER, MA 
dtBW B' - dci B.W' B;, 

此 处 所 有 其 它 符号 如 上 面 定义 。 这 是 显然 的 ， 因 为 
dec B B’ sd, DW D’ B; zdetB,DD'WnR, 

BRC DD Rely ei RK —- HHA, 

因此 ， 在 [15- 中 Slepian 34 di PERI SIG 17 BEEP 26 e pc ede, GERNE 
OAT A ERREAREN. SEE b. ROE, MEM EX 是 一 般 电 网 络 的 支 
WILLS I) SE SP STE, NUUS METTRE SCR AOL ru DH. EIS E READ RETR, 

对 于 一 个 给 定 的 电网 络 N， 令 G 与 G, 是 N 的 两 个 关联 有 向 图 (仅仅 表现 志 各 支 路 的 互相 连 
接 ， 而 未 表示 出 支 路 电压 与 电流 的 各 种 关系 )，G 与 G; 对 应 于 支 路 电流 或 支 路 电压 的 两 种 不 
同 的 参考 方向 的 选取 。 按 照 习惯 ， 我 们 候 设 诺 繁 个 支 路 电压 上 的 人 参考 正 号 是 在 支 路 电流 参考 
笛 头 的 屁 部 。 不 失 一 般 性 地 我 们 息 遂 G 与 9, 是 选取 相反 的 同 路 集合 。 利用 上 面 对 于 与 G, 所 
定义 的 符号 ， 我 们 有 五 = BLD, SHIDO RV ONES, PI gets 
路 电压 。 那 么 

V;-ZGARVI-ZUE 
此 处 加 ;与 ZEILE NIG SC pA EIS c p rt E E A SEC I IERI p 
MDE, EDU C 

vV,-DV; £,= Di 
HABE, GOGDNDRRPCHOUEIESUD D' ERNE, RIE 

Zi-nZz.D 
Fide, AMAA ELE XE B RR, TIRE A a 
如 下 得 到 ， 


det BZ,B' - dex B. DZ,B' B; - tB, (DZ,D')8; = dB, ZB; 
RÄT- BUS ERU SEA BTE FF A ROT RF th BUR SB 
定理 7. —/- — No TAA RT LAF RAAF EXE EUR HEINE SB Bei e P DU D 
持 不 变 。 


结 论 


我 们 已 经 证 明了 许多 网 络 行列 式 的 不 变性 ， 是 从 图 论 的 研究 来 推导 而 不 是 从 物理 论证 上 
来 推导 的 。 因 此 ， 它 们 不 仪 中 用 于 电网 络 而 且 还 汪 用 于 其 它 系 统 。 因 为 一 般 说 来 余子 式 相对 
于 回路 或 者 割 集 的 谈 换 来 说 是 保持 不 变 的 。 它 们 的 值 可 仅 通过 某 些 精 更 地 定义 并 称 为 广义 余 
子 式 来 级 述 。 已 经 和 证明 虽 热 广义 行列 式 及 广 六 余子 式 对 于 回路 与 割 集 的 一 般 系 统 不 是 保持 不 
变 的 ， 耐 是 通过 一 个 仅仅 决定 于 回路 与 割 柴 的 选择 的 实 常数 来 建立 联系 ， PALERE 
重要 的 表示 型 式 一 一 如 基本 回路 系统 与 基本 制 集 系统 、 由 平面 图 的 窗口 形成 的 网 孔 俯 及 关联 
制 集 的 集合 ， 它 们 都 是 保持 不 变 的 。 也 已 证 明 ， 广 义 网 络 矩 阵 的 行列 式 与 其 一 个 广义 余子 式 
之 比 以 及 两 个 广义 余子 式 之 比 相 对 参考 系 的 一 般 变换 来 说 ， 它 们 是 保持 不 变 的 。 龙 其 是 ， 隆 
络 函 数 对 于 一 般 参 考 系 的 变化 是 保持 不 变 的 ， 久 为 它们 总 可 以 表示 成 上 述 两 种 类 型 的 纪 值 。 
我 旬 话 说 ， 我 们 已 缀 证 朋 许 多 的 网 络 不 变性 是 网 络 拓扑 的 自然 结果 ， 而 不 是 网 络 支 路 特性 前 
结果 。 

-186% 


利用 所 建立 的 但 等 式 ， 我 们 已 经 证 明 ， 网 络 拓扑 公式 可 很 容易 从 一 种 公式 诉 导 出 另 一 种 
公式 。 因 此 所 得 结果 为 文献 中 许多 现存 揭 结 果 的 绕 一 化 提供 了 一 种 透彻 的 理解。 
我 们 已 经 证 明 广 义 网 绪 剑 阵 的 行列 式 及 其 广义 剑 子 式 ， 虽 然 它 钉 对 于 图 的 选 定 关联 画 妆 


不 是 保持 不 变 的 ， 但 是 对 于 一 般 电网 络 亚 保持 不 变 。 
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士 六、 一 个 有 向 图 的 子 图 及 其 度数 序列 


摘 要 
本 文 提出 了 一 个 给 定 具 有 规定 度数 的 有 向 图 存在 一 个 (7,s) 子 图 的 充 要 条 件 。 证 明了 一 
个 有 向 图 的 子 图 问题 ， 一 个 有 向 图 的 度数 序列 问题 ， 一 个 无 向 图 的 子 图 问题 以 及 一 个 无 癌 
的 度数 序列 问题 可 以 用 系统 的 方法 来 加 以 处 理 ， 因 此 可 以 统一 现 有 的 许多 结果 ， 并 且 对 较 复 
杂 的 情况 提供 了 一 种 透彻 的 理解 。 


1,518 
在 不 同 的 文章 中 出 现 的 一 个 问题 是 对 于 一 个 给 定 的 具有 规定 度数 的 有 向 图 存在 子 图 的 充 


要 条 件 建立 一 般 性 的 准则 。 这 一 问题 已 由 许多 作者 1-93 作 了 广泛 的 研究 ， 并 由 OreC1) 给 出 
了 一 个 完整 的 解答 。 该 问题 的 一 种 特殊 情况 是 殉 定 一 个 共有 规定 出 度 与 入 度 的 有 向 图 存在 的 
充 机 条件 。 在 [10,11，123 中 已 经 研究 了 这 种 特殊 情况 的 各 种 情形 ,并 且 对 这 些 结果 作 了 总 结 。 

本 文 的 目的 是 给 出 存在 具有 规定 度数 的 〈P,s5) 子 图 的 准则 以 推广 Ore HAR, 
指出 这 一 结果 如 何 地 统一 现 有 的 许多 条 件 。 


2. 预 备 知识 
一 个 有 向 图 GCV,E) 是 由 集合 V 与 集合 E 所 组 成 ，V 中 的 元 素 称 为 节点 ，E 中 的 元 素 是 形 如 


GD AP TRA, ACV, CE, 29 C j 时 称 为 自 环 。 在 t=1,2,…， 
上 源 2 时 ， 车 对 所 有 的 t，(i, 站 ,EE， 则 边 (i, 让 , 称 为 G 的 并 列 边 。 节 点 i 称 为 起 始 节 点 ， 节 点 j 
称 为 终止 节点 。 对 于 每 一 个 iEV 来 说 ， 管 号 二 OR (让 ) 分 虽 表 示 以 i 作为 起 始 节 点 与 终止 
节点 的 G 的 边 数 ， 它 们 也 称 为 在 i 处 的 G 的 出 度 与 入 度 。 一 对 Td" CO ,d- (让 ] 称 为 节点 i 移 度 对 。 
对 于 XSY 来 说 ，Y(X) (Y*(X) 表 示 G 《具有 在 X 中 的 起 始 (终止 》 节 点 的 各 边 的 终止 (起 始 》 
节点 的 集合 。 为 简便 想见， 在 t= 1 时 ， 我 们 写成 i, 门 ,= (1, 站。(i, 四 还 用 来 表示 并 列 边 (i， 
D,EE 中 的 任何 一 条 。 

给 定 一 个 有 向 图 G(Y ,E)， 假 设 每 一 个 节点 i EV 与 一 个 非 负 的 整数 gCi) 相对 应 ， 每 一 条 
WG, D CES—MERBIAG DAMM, MAEA wea eM, A h 是 从 EB] 
非 负 整数 定义 的 。 为 了 简化 记号 ， 我 们 采用 下 列 约定 ， 如 果 发 与 7 是 Y 的 子 集 ， 则 (X,Y) X 
RMA Dee XB CY OW Gy) 的 集合 并且， 对 于 任意 一 个 在 V 与 土 定 义 的 函 
数 g 或 h 来 说 ， 可 写成 ， 


200 = 2.90) 
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HOC) = s = ND (2) 


wor, 
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我 们 用 一 个 单元 素来 表示 含有 一 个 元 素 的 集合 。“* FELMRXRAS—-PER2 QUIRK, 
X) 2) ,h(xz,Y), 等 等 。 对 于 一 个 有 限 集合 S， 其 元 素数 和 目 用 1S | 来 表示 。 因 此 |X| 表 示 X 中 
BV, TOY | 表示 在 《X,Y) 中 的 边 数 。 

一 个 (p,s) 有 向 图 是 一 个 有 向 区 G(V ,BE)， 其 中 在 所 有 JM, IG, D&P, i,j EVs 
在 所 有 i=j 时 ，,(i, 门 | <<s， 此 处 DEE, JGD 表示 G 中 从 节点 ;到 节点 7 的 并 列 边 数 ， 
与 5 是 给 定 的 非 久 整数。 一 个 Op) BAM, 


3, TEE 
HGE— THEE] GKF,E)， 与 每 一 个 TEV 对 应 的 下 个 非 贷 整数 aO, aie) biei 
bn, WE 
O<a(z)<a’(r) (80) 
Oscb(x)scb'(s) (35) 


河 题 是 求 取 一 个 充 要 条 件 ， 在 此 条 件 下 G 具 有 一 个 成 为 生成 子 图 的 tp,s》 有 向 图 ， 基 出 左 
die ABEdzin) 满足 
GT) &dg(z) <a’ (x) 
byada) «b! (2) (45) 
为 了 确定 上 述 条 件 ， 我 们 把 该 问题 转换 为 流 的 问题 。 
首先 从 GO LE) 构成 一 个 有 向 二 分 图 BV VEY 对 于 每 -- 个 rEV， 有 相应 的 两 个 节 
As’ EV’ Ke ev", SJA Gy) 是 C 的 一 条 按时， 这 《2 ,WW》 是 在 边 的 集合 E 中 。 我 
位 记 住 并 列 边 在 现在 的 情况 中 无 需 考虑 。 吉 果 在 G 中 从 = 到 vy 有 并 列 边 ， 则 相应 地 有 一 条 边 
(ru) CE', Rib, B (/^,V^,E') 是 一 个 与 GL(V,E) 对 应 的 C0) 有 向 图 。 侵 设 每 一 
Hid (Gg EE!' 与 一 个 非 负 的 整数 cC 0 相对 应 。 我 们 称 cLx 0") Zu Grau) 的 
FR. WE! Bb RM eR SHR hk, HREM, 


(4a) 


ec y”) = minp|G,9)|,D], TY (5a) 
= miniis, d,s] 259 (5b) 

Brig PERLE TUE Sae opel — PR, Jo MEDIE ADOS. 
faz! y") cto! uy"), YE’, (6 
我 们 现在 可 以 叙述 下 列 结果 ， 它 是 由 Fulkerson[7?] 给 出 的 较 一 般 结 果 的 一 个 特殊 情况 。 

FRR 
ats!) Fix! V" )a' (20, ev’, (a) 
bt) V^ a2") ED (x7), Bev", (78) 
OS flo’ yc’ un, (2! YEE, (o) 
是 可 行 的 充 要 条 件 是 ; 

eS’ 8") b( 8") - a (37) (8a) 
e(8’ 8") = a(S") - b' CS") (8b) 


HRAN CV? Ss" CV" Epl v. SES WE A REV! EV eS? Hs" 的 补 。 急 清楚 ， 
SO BR yO, TRAP (oy) Fe Ef Cr, BRAY "到 7 的 一 个 可 行 
整数 流 得 到 一 个 满足 《4》 式 的 一 个 (P,3) FAH, PZPR. AE (OO AWARE 


* BANE, Op ATMAKAMER, -IN CRITI CcE -ks A-A CERAN 
ISAT, URS, ob RRR AN EEA RE a 
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为 用 给 定 的 有 疝 图 C(Y E) 来 表示 ， 我 们 便 得 到 所 希望 的 条 忻 。 


定理 1. 
E-TREN GM ACY EP, 249-2 CVA AAEM Bale), of (2), 5(z) 
45! (aR: 
Oal) Seal (x) (9a) 
0Sb(z) zb! Cx) (90) 
FAME BE RE Gs, WIGHTI—- (ns) FAH, "Ep REI CE) S Ad Cro S 
a(z) data) za (x) (102) 
br) &dstz) <b! (x) (106) 
其 充 要 条 件 是 ， 
P min(6' qu), D sint er, |, 4, (5 P) 22) aC (ay 
之 .min (a^ Gp, X mint | (v2) | Ast 0) + 21) 50D 1b) 


yet 
MA OASVIG RT. RO, AAP HRIBE 
证 明 ， 充 分 性 是 证 明 条 性 《8 与 〈11》 基 等 价 的 。 条 件 8a) 与 8(b》 是 选取 一 对 51 与 
们 的 子 集 来 表示 的 。 我 们 证 明 条 件 8(a) 与 8(b) 可 简化 为 仅 食 有 一 个 子 集 的 选取 。 御 如 研究 
800), APRS EV, EM 
U” = (y" CV? ib' qu') Cet S^ u")) 
对 于 这 一 对 5! 与 0! 来 说 ， 不 等 式 (8b) 可 以 写成 
SE Ab ,Minch tyr) eS y) mats") — 08) 


rs 


APTBDEBRS'CV!/, O3) 式 的 左边 在 所 有 的 5" 全 V* 时 和 为 最 小 ， 正 如 下 面 所 说 明 ， 
cisi, U) +b (Ur) = eS U* S") -clS’, 3") — cS UT n B^) 
+E (UNE) «oris y - oq" ns" 


(12) 


Sct VS + B08) (14) 

因为 
cl D NS) -bD N sre (15a) 
btu" 1 8") -ecs! U" p 8") s0 (15b) 


Bb, SERS (3 式 对 所 有 3 三 V" 成立 时， 条 件 8fb) 对 所 有 的 SSY" SS' CV", 
类 似 地 ， 条 件 8(a》 简 化 为 


z. min[a' (x ) ,e(z' ,SS bS”) a6) 
aretas 
EATI RS" SV”. 


ATHS Lu) hje 8" ),y" EV" ja! EW, & 


X= {EV:x C8!) (7a) 

Y= {yE Vy" cs") (7b) 
因此 从 《5) RRNA: 

eS? uy; = E mint | Gr, als- p) +P Gaga) 

c(2* S" Zi mint Iz, 58a G- P * 1 (85) 


acr 
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外 OO 3 6) 式 转 为 下 给 定 的 有 向 图 来 表示 ， 连 同 〈18》 式 一起， 给 出 了 条 件 〈11) 。 定 


UB 
YERUD OR RUE RESERVE ETA ORR, AME HALE" 的 Fulkerson 
WAS. 
推论 1。 AWA G(V,E) RA-+TRA, HRSA 
a(z)zdik(z) <a’ (z) (192) 
6(2) Sd (2) zb! (a) (195) 
其 充 要 条 件 是 ， 对 于 所 有 的 XCV, RATA, 
P min[b’ (y), [(X,y) J20(X) (202) 
,, 22, mint qo, | (JO 1125 (620 (20b) 
WES], E AD 式 中 令 = pg= maxiosrssl(zyg),。 本 推论 在 下 面 的 考察 中 而 直接 得 出 。 
(Ow) = E tou) = mint Gun Lb] (2 
(21) 


IUD = S iuo) e X mint | Gn 1,3 


ERE SEP BUEGE HUBESUR RMS a(x) = of (xr), bx) = b' (2) 并 得 到 以 下 推论 。 


Ritz, 有 向 图 GV,E) 具 有 一 个 《P,s》 子 图 用， 其 出 度 与 入 度 满足 下 列 条 忻 : 
(22a) 


d&(t)-a(z)z0 


da(z)-b(z)z0 (22b) 
其 充 要 条 件 是 : 
aV) SO) (23) 
且 对 于 XSVY 来 说 ， 下 两 式 成 立 ， 
È minfa), È mint ls, 1,4, (7 0) + YEK Go 
n ES 
SD, min(acy), Emin yD dss P)  01)500 (25) 
证 明 ， 为 使 子 图 有 存在 , 必 轩 性 是 a(Y) = BOO. ALT REN, SEAMEIENEESE (22) 


H0 RBSB (25) 式 ， 且 (23) 与 Q0 RHA CO X. 
正 邵 前 而 所 提 到 ，{24) 与 (25) 式 在 a(z) = a! ir) be) = 0^ (oP RSH (8) 式 。 
把 O Pie ROMS BBV’ ,VE》 上 ,我 们 首先 说 明 (23) 式 与 《85) RAAB (80) 


式 ， 如 下 所 述 ， 
a(B^) &c(S/ 8%) Zar 87 ) + aS) - b (S?) 
Ba’) - b(S7) = b(V" ) - b(S") = b(S") ` (26) 


胡 似 地 ， 我 们 能 证 明 (23) 式 与 《8a) RAAB Gb R 
b(S* y +t els’ , S" yb") c b(S") - a (Br) 
Be") ad) =a") ~ a8") = a(8^ 5, (27) 


mbH. 
E (OHD 式 中 利用 QD 式 ， 我 们 可 把 OreC17 的 一 条 定理 叙述 为 以 下 推 伦 。 
推论 3。 有 向 图 G4Y ,E) 具 有 一 个 于 图 吾 ， 其 出 度 喇 (2) 与 入 度 d5(x) 满足 下 列 条 件 : 
di(z)-ae(z)z0 (28a) 
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dalt) = be) =O 
= (28b 
其 充 要 条 件 是 ， a 


aV) -b(V) (29) 
且 对 于 所 有 的 XCT， 

pnb), (X, 3:200 (302) 
或 

PE LC MI X) IZR) (30b) 


UR-S HME, BRPRS— TA UU Rin, WIA 
WHR. PAM ACV ERATE, E) 2 PEE RT, ELSE, R 
PRSA RRS AP ee A ERG, 

在 推论 ap, Sale) = bond, GAPM—TeCV, MARINA: 


a(X) = |X| (31) 
同时 《30a》 的 左边 变 为 Y|X|。 我 们 得 到 Tutte 的 一 条 定理 C6]。 
#4. 一 个 有 有 向 图 GV,E) 具 有 一 个 1- 因 子 的 充 要 条 件 是 对 于 每 一 个 XSY， 
ao, z [xI (32) 
Y'OO2|XI. (33) 


因此 ， 每 一 个 规则 有 向 图 ， 若 它 是 n+ 度 的 规则 有 向 图 时 、 它 具有 1 因子， 并且 可 以 分 解 
为 # 个 1- 因 子 之 和 。 事 实 上 ， 上 述 结果 荐 Konig 与 Hall 的 定理 [15,163 用 于 有 向 二 分 图 对 集 
(matching) 的 情况 。 

一 个 有 向 二 分 图 CV, ,Vs 1》 的 对 集 是 Fl 的 边 的 集合 S， 合 得 没有 $3 的 两 条 边 有 一 个 公 
共 节 点 。 如 果 一 个 对 集 定义 在 集合 人 CV, 与 集合 ?YSV ,之 间 的 一 一 对 应 关系 ， 则 我 们 可 说 把 
X 对 集 到 Y 上 或 把 X 对 集 到 :中 。 

Rigs. 在 一 个 有 向 二 分 图 BO., VE) h, PSHOUS IYOO | 之 |X;， 适 用 于 每 一 个 
六 CV 时 ，V 可 以 对 集 到 VY ,中 。 

我 们 注意 到 |Y :| 与 外 ， 无 需 是 相同 的 。 

4. 有 向 图 序列 
一 个 个 非 负 整数 对 的 序列 

z-í(,50:651,2,,n) (34) 

如 果 存 在 一 个 《Pp,s) 有 向 图 GT ,E) 《具有 作为 其 节点 的 度 对 );， 称 为 《Pp,3) 有 向 图 序列 ， 
六 且 这 个 有 向 图 称 为 TNH. TRATES Te SAR ON A 
的 存在 ， 等 效 于 一 个 非 负 整 数 方 阵 〈 具 胃 规 定 的 行 和 与 列 和 ) 的 存在 。 另 一 个 型 由 是 这 一 结 
果 的 潜在 的 应 用 。 例 如 ， 在 计算 具有 给 定 的 碳 原 子 数 的 饱和 夏 氧 化合物 CH. ;的 同 份 异 构 
体 ， 这 一 问题 等 效 于 列 出 在 每 一 个 节点 上 具有 度数 是 1 或 4 的 所 有 树 。 事 实 上 ， 有 机 化 学 化 
合 物 中 的 同 份 异 构 现象 导致 了 Senior[17] 醋 究 了 这 个 问题 。 革 本 节 中 ， 我 们 说 角 这 个 问题 可 
以 利用 以 前 的 理论 来 解决 。 

研究 这 一 问题 前 下 列 扒 广 。 给 定 一 个 下 元 的 ?个 非 负 整数 序列 

B= ((2:,8;,5;,01):a; «0j b, <0) Eo 1,2, ,n) (38) 


ERK PREM AR Coo A CVF) MERRE, EARE dtd 
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OJ FEY， 满 足以 下 式 子 ， 
asd isa; (36a) 
b;xd-()xbi (38b) 
这 种 有 向 辕 称 为 x' 的 一 种 实现 ， 并 且 +' 称 为 可 用 0.9 AHA RIA 
为 了 便于 我 们 的 讨论 ， 令 


S, (aio 1,2, n) Cara) 
Su = {aida 12,0 a} (rb) 
e= {bii 21,2, -,8) (388) 
S, 7 (idis 1,2, 7,8). (38b) 


为 了 将 前 面 的 理论 用 到 现在 的 问题 上 ， 我 们 令 1(z,y)1= cp， 适用 于 定理 了 申 的 所 有 cy, 
(11a》 式 的 左边 简化 为 ， 
= ,min| b’ qu», ; Z66-» +] 


acram 


=È mifi, X da6- 2] Zimia [v ao, Z ,6- m ^v] 
= Z minto, (XL 712p +s] + 2 minto), X[01 
; A 


= ,之 minbi Xu] = Does) È minti, |X|] (39) 
blow, otek, 
HAN JEMGEEXIES, MATE, Kode RES X WIS MEBANE, MA 
Sb Xie, H—4J EN GREER LSS, BMT GD RS GO 式 的 其 它 
HARM EET. Bik Clo) RaW USR: 
am 


类 似 的 关系 可 从 (11b) 式 得 到 。 LEARD 一 条 定理 。 
定理 2.。 APR’ = (025,01, 6i. b irata " 三 5,)} 是 可 用 tp,3) 有 向 图 表示 的 序列 ， 


其 充 要 条 件 其 对 于 每 一 个 非 空 的 X, 三 5 
I minh, Xe Dor È minti, [X= 25 a (ala) 
Mis 


以 及 对 于 F—-MESWXCS,, 
È mints} ,和 Dp+s]+ È mintef, [Xp], 22 à. Cub) 
a wick, EL 
JA X, GX MBPS SSH MNT AS, XX MWS. US 的 子 集 ， Xo 与 X, 分 别 表示 在 
Su AGS IP HIXs GX BASS SH BE OD 式 与 《38》 式 中 所 定义 的 。 
在 上 = 4 与 全 = 如 的 特殊 和 情况 下 ， 我 们 得 到 ChenC18] 的 一 个 结果 。 i 
推论 6. 一 个 序列 z= {(ai)pi)} 是 可 用 (p,s》 有 向 图 表示 的 序列 ， 其 充 要 条 件 是 ， 
È a= Ve, amo 
du, ITAL Ae 
县 对 于 每 一 个 非 空 的 XSS . 
X ominpiX]-D5ss]e XD mip Xr La (aap 
DMSTA De sy ede ` 
*153* 


Z mintal- p++ X mialas, Xii], 2o b 4D 
5i. Xa ache 


ad, 
AEX GX GSI, NH UD Rab Cad) 式 由 2 RAR, 
NERES, ELSE IT DUNT cos — Hn RG 
BET. 在 一 个 给 定 的 序列 = (C, boi 01,2, ,n), MRa bw FARBE, 
使 得 对 于 所有 的 避 eias Heban TE (QVO AP Cs) 序列 , 其 充 要 条 件 是 ， 
Zes Et a5 


HXEPES1,2,,5-1, 


+ . n 
Dminta;,(k- P+s1+ D, ominta;kp]z D bi (46a) 
E i Wea zi 

D minta, 1)p +s Db (465) 
"^ m 


对 于 要 使 序列 x 实现 为 《1,0》 有 庙 图 序列 的 条 件 “43》 式 或 《44) A, WR ROR 
当 的 编排 ， 它 将 简化 为 一 组 x 个 不 等 式 。 
推论 8. 研究 一 个 序列 ={(ais64 :i=1,2，… sr 其 中 如 果 有 必要 的 话 ,利用 改变 下 标 ， 
使 5 之 bis1:， 同 时 著 b:= b+t， 则 对 于 所 有 的 OS >to YARI 
» qi= So, (47) 


BXPTPRLI,,-,45-1, 


* . D 
Sminfa,,k~1]+ X minfa, k me; (482) 
E taken Ieri 

T minfa;,2— 132: Xb; (48b) 
m n 


那么 该 序列 x 是 1,0) 有 向 图 序列 。 

我 们 注意 到 车“47》 式 成 立 ， 则 当 县 仅 当 Opn 1 {适用 于 所 有 的 i) ER, (486) Fe 
WBE. Ai (485) 可 四 下 列 条 件 来 代替 ， 

agn], is1,2.7,5 (49) 

现在 可 以 得 到 适用 于 名 种 p 与 ; 值 时 的 推 沦 6 OTM. KER OEP, 3X 
里 不 作 重复 。 

5. KR (p.s) 有 向 图 

一 个 0,5) 有 向 图 G(Y E), EXPERS T GDECEGDWEER, WBE ii uH, 
KGDI2l1g,Dl, 在 i=j 时 ， 10,D!-2e ieke BARER, MRNA I 
(p,s2 Hl, BEI G 的 一 个 对 称 的 〈P,s) FE, REE THR (5). 有 向 图 。 因 为 把 
每 一 个 无 向 边 用 一 对 方向 相反 的 有 向 边 来 代 蔡 ， 则 一 个 无 向 图 可 以 转换 为 一 个 对 称 有 向 图 ， 
反之 亦 然 。 把 一 个 对 称 的 (p,25， 有 向 图 称 为 (0,2 有 向 图 是 方便 的 。 一 个 【ccs) PERI 
dE. (FE 问题 是 求 取 -- 个 给 定 的 有 间 图 具有 对 称 的 (0.0. 子 图 的 充 要 条 件 。 
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SEV ,E)j&— t HOEBCR IE, SCV E) JEGIBCKRHRCEIE. 34g eCYRIS 
IS PE dE RRO (I) a! GO E CO. YU G 具有 一 个 对 称 的 《p,s)} FAH, Hun ieds Gr) 
GARI MR (108) XX, RORGEGEPOXUEIRG.SIOÓÁAOT GS. AR ARA NAR 
GAM RAST. 
c, PREG 0, OFA, SAWN, MRE AH A A, RAE 
RAPEN, WREG PARE Gol) Goih Sh, IURE ， 
I p, hes 502) 
IG Fis, du £505) 
[Gi EP, fuf (506) 
Gist ts, j. =i (36d) 
RUBRA FG VREG 10 880; 天) 的 运算 称 为 G 的 初等 的 (p,s?d- 不 变 的 变换 。 显 
的 ， 这 种 类 型 的 变换 将 从 G 而 得 到 一 个 d- 不 变 的 (P,s) 有 向 图。 一 个 初等 (oo,co)d- 不 变 的 变 
Rew Hsp ae ih aes 
令 G(V ,BE) 是 一 个 有 向 图 。 如 果 GAA HE — EA KW A IER Ro 
有 一 个 公共 节点 ， 或 者 在 连 沪 这 两 沾 有 访 回 路 存在 一 条 边 ， 则 我 们 将 说 CUR JE REBEL REIS E 
件 。 特 别 邮 着 G 是 二 分 图 或 者 它 是 一 个 完备 加 ， 则 @ 显 然 满足 奇数 回路 条 件 。 
EMS. 令 GCV,E) 是 一 小 无 自 环 并 使 其 满足 奇 回路 条 件 的 对 称 有 向 图 。 与 每 一 个 了 EV 
TEX GE — ede Soa Gn). 3REALG RUBRI B CP OTA, CH Ed Go) 5 A Beds (x) 
满足 


di(z)-dg(z)-a(z) (51) 
的 亮 要 条 件 是 所 有 的 az) 的 和 为 整数 ， 旦 对 所 有 的 XSY， 
X omin[eto, Z miall), p] ]esco (52) 
ae TU rok 


证 明 ， 令 das dR dan, MUR OH BOUES CHER. RRSP 
Ga(z) 的 和 且 所 有 na(z) GAR. (52) SCRI AL NERI 一 -在 推论 
3 中 对 每 一 个 zEY， 令 a(z) =b(2) 与 ;=3， 且 注意 到 


min[|(2,9)|, (i-0.,)P] = minf{ [ (2,9) ,p] (58) 
ATRBASH, ROMER, GUk—ROLO BIN, RAO GARI ORE 
dta) =d) = a(z) (54) 


TEKER HE KEATON. SKEXWRAMNETA. ZUR K-K =0, WAF 
B, WB. EEK- K A0, MARZH RN: 
WAL EK-K h, EE mp A RA 
Casta), este) ore ane stam) Consta) ` (55) 
MARAI Ls EG eus di Cono SUE Rot 
Caris) Gul). Caste ds ssia) nts God (Gir,ism) (58) 
SEMEN BJRGIS — PO, OFE. 
情况 2， 在 K- Kop, GEBIETE d ROBAR Tb CHE A ORM. 不 失 一 般 
ARES WE . 
人 jj 
那么 一 系列 初等 d- 不 变 的 变 找 将 使 (57) RR PCH, OTE, 
+1956 


Gr Ea ota) Oasis), GEO lame glamor Cga otraa) 


GuEBOQ BO OS OS OLD Pant EOS Gaul (58) 
情况 3， 在 K 一 K. 中 ， 有 两 个 长 谋 为 奇数 的 且 两 个 节点 不 让 搂 的 有 向 回路 ， 它 可 天 示 为 : 
Gri), Gesta) pres Famer stds Gisa) esis dss Gag iste) (59) 


HR, EGPA- PERRETA MENU. RAREST, MURAD 
PEK, NDA PIER A BU AE (59) RASH — T XE CO OO E E 

Gasta), Caste) laste), Cbs tasters bomen stzont 2s (Ermer ydemnels 

CPD 00, Gasta), Giu, OJOS Oa; 

Gus heeds Gus) (60) 
WEG J EKE, BA B GOALS 050.10 所 组 成 的 子 图 。 这 种 子 图 利用 
一 素 列 的 初等 d- 不 变 的 变换 得 到 一 个 如 下 形式 的 对 称 (P,0) 子 图 : ' 

Cisia) EO Gs D haste dss Casi ED C Eua 

Gadad avd) sis OO boim Ora Oii (D 
ESHA LIN —MORSH MEER, HRA dio = a(z) 的 和 是 偶数 ， 放 长 度 为 奇 
数 的 有 向 回路 的 数目 是 倒数 ， 我 们 所定 天 过 一 系列 有 了 腿 的 初 每 q- 不 变 的 变换 可 以 招 KERR 
对 称 的 (p,0) 子 图 。 定 理 证 毕 。 

现在 可 以 把 这 一 定理 叙述 成 不 同 的 形式 ， 冰 前 ， 一 个 图 G(Y ,E) ,如 果 它 的 任意 两 个 长 度 
为 奇数 的 同 路 ， 或 者 有 一 个 公共 点 ， 或 者 衣 一 条 边 相连 ,我 们 将 说 该 图 满足 奇数 回 略 的 条 件 。 

推论 >， 令 GCVY,B) 是 一 个 无 环 且 满足 奇数 加 路 的 图 。 与 每 一 个 xEV 相对 应 的 基 一 个 韭 
负 整 数 atx)。 则 G 具 有 一 个 (cp,0) 子 图 HH， 其 度数 满足 


da(r) = a(x) (62) 
SBR LIT AoC DO HAL REER EAT RXV, 

Z minjem, Emite], p ze (63) 

E! EA 


为 了 得 到 具有 规定 度数 的 子 图 存在 的 充 爱 条 件 ， 我 们 令 B= 2， 并 得 到 下 列 推论 。 
#10, 46,5) 是 一 个 元 自 环 且 满 足 奇数 回路 条 性 章 子 图 。 与 每 一 个 2EV 对 应 的 
是 一 个 非 负 整 数 atz)， 则 G 具 有 一 个 子 图 H， 其 度数 满足 


dy(r) = alr) (64) 
其 充 要 条 件 是 所 有 的 a(z) 为 偶数 ， 且 对 于 所 有 的 XSV， 
. D minLat), X0] JE (65) 
6 无 向 图 序列 
一 个 个 非 负 整数 的 序列 ， 
8 (ai^ 1,2, 7,2) (66) 


如 果 存 在 一 个 (P,s) 图 ， 其 节点 度数 为 过 ， 则 各 为 可 用 (P,5) 无 向 图 表示 的 序列 ， 并 这 个 图 为 
元 的 一 种 实现 

在 推论 10 中 令 图 G(Y E) 是 一 个 p 阶 完备 图 ， 即 是 一 个 无 自 环 的 图 且 具 有 这 一 性 策 一 一 
每 一 个 节 侦 有 p 条 边 且 仅 有 P 条 边 与 它们 想 连 。 显 然 G 满 足 奇 数 回路 条 件 且 @G 的 每 一 个 子 图 是 
《7 了 ,0) 图 。 因 此 ， 我 们 有 

推论 11， 一 个 序列 元 = {ai}, 当 且 仅 当 所 有 a: 的 和 是 偶数 , 且 对 每 一 个 非 空 的 XX 三 151)。 
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D minfa;,|X,|p]+ X Pinto IXI- D X3 (67) 


P^ 
"itfa a CX, 


RL ERG 中 大 的 补 ， 册 序列 元 = {aij 为 {(p,0) 无 向 图 序列 。 
证 明 ， 这 一 结果 可 直接 从 推论 10 〈 令 G(7 EYE — PB SE AD, DLE CES) SII I 
Smiley), | OC? + Emina), Gan 


eck ye 


= S minfo, |X,]pn]* 2 min[a,(1X,] 152] (68) 


ei 6X, ape 


WD. JEADSH DOSE CX, a, CX, 故 得 出 此 推论 。 

(57) Ako" OTSA, TATRA. MURRIETA, TM ATR AE 
好 次 序 ， 风 可 简化 为 一 组 * 个 不 等 式 。 

推论 12， 一 个 序 充 

元 = {as}, Gti 51.2,7,n-1 


CP, 0) 2618 eL PALE TE BR ES 2 URS AE 


Sminia, (k-1)P]l+ X min'ai, mz Xa, (69a) 
FE Aa 

kel,2,-,5-I1BX 
D minfa, (n-1)p]z > 9; (89b) 
i-r al 


RA BRE BJUE HUEBESUNIS FEES ER, RN PERS p - 1 而 
FREN 对 此 ， 我 们 定义 如 下 。 对 于 一 个 给 定 的 序列 元 = {airi=1,2,…, n) HIF 8-1, 
c 


ekz L| + Jal ` (70a) 
此 处 
[= (rich, aimA-1] (70b) 
J,- (iR, am (702) 
在 这 称 情况 下 ， 排 论 12 变 成 C21] 。 
Hbis. 一 个 序列 


& = {a;i}, Qida i21,2,"-,n-1 


为 (1,0) 图 序列 的 充 要 共 件 是 所 有 ai 之 和 为 但 数 是 满 足下 列 三 个 条 件 
EE (€ 
A= 12,050 UU 
zir-1)4 > minfe,, z]z Žo (72) 


Rz1,2,^,5—1) 或 
" à 
Arz~T)+ X ama (73) 
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ERTAN pere, dero ud, PTAA, 


条 件 (72) 式 首先 由 Erdós 与 Gallai[29] 全 出 条件 (78) 式 首先 由 Fulkerson S19 8, 
推论 11 的 其 它 简便 结果 岂可 仿 z 的 各 种 刘 而 得 到 ， 这 里 从 咯 。 

景 后， 我们 提 到 如 果 {G] 是 从 G 得 到 的 济 有 度数 不 变 的 (P,s) 有 向 图 的 集合 ， 那 么 它们 元 
率 中 的 任意 两 个 可 利用 有 有限 次 的 基本 (p,syd- 不 变 的 变换 席 列 而 互相 转变 。 这 对 于 4- 不 变 的 
《p:3) 无 疝 二 的 集合 也 类 似 成 立 。 这 种 互相 转换 议 需 的 最 小 转换 次 数 林 在 Chen 的 论文 [19) 中 
装 到 。 其 它 有 关 的 工作 机 在 [13J,5203 以 及 [33 一 37] 中 找到 。 


结 论 
奉 本 文中 ， 我 们 已 经 给 出 了 一 个 具有 规定 度数 的 给 定 有 钢 图 存在 (ps) 子 名 的 完 要 条 忻 ， 
因此 推广 了 Ore i Fulkerson 的 结果 。 雇 问题 的 一 种 特殊 情况 晤 确定 具有 规定 的 入 度 与 出 岩 
的 (p,3) 无 向 图 夏 在 的 实现 条 件 。 还 给 出 了 存在 一 个 对 物 子 图 《具有 规定 度数 ,元 自 环 的 有 向 


BD 前 充 要 条 件 ， 因 此 使 得 一 个 非 负 整数 序列 来 表征 5p,0) 无 疝 图 的 度数 序列 。 给 出 的 这 些 
条 件 能 使 现 有 的 结果 统一 化 ， 并 对 较 复 末 约 情况 提供 了 一 种 透 留 的 理解 。 
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. 十 七 、 论 线性 有 源 网 络 的 唯一 解 


摘 要 

本 文 给 出 了 可 包含 所 有 类 型 受 控 源 的 一 般 线性 有 源 网 络 瞧 一 解 的 充 要 条 件 。 还 给 出 了 说 
其 性 的 例子 。 

1. 引 官 

”电子 电路 、 信 号 与 系统 的 研究 与 设计 是 基于 各 种 各 样 的 模型 。 因 为 我 们 涉及 和 分 析 的 模 

型 是 诸如 电感 器 、 电 容器 、 电 有 阻 颖 和 信号 源 那 样 一 些 理想 物理 元 件 的 互 连 ， 所 以 我 们 不 能 肯 
定 它们 的 解 总 是 存在 和 唯一 的 。 因 此 ， 对 于 一 个 电网 络 来 说 ， 讨 论 能 得 到 峻 一 解 的 条 件 是 重 
要 的 。 在 计算 机 辅助 网 络 分 析 中 ， 当 一 个 数值 解 不 收 伍 时 ， 这 些 条 件 尤 其 有 用 。 它 们 能 帮助 
区 分 例 底 是 网 络 没有 唯一 解 呢 还 是 积分 技术 中 发 生 故 障 。 我 们 注意 到 即使 一 个 网 络 响应 是 不 
称 定 时 ， 却 存在 着 数 信和 解 。 因 此 当 一 个 数值 解 不 收敛 时 ， 区 分 出 网 络 的 不 稳定 性 ， 或 者 是 由 
于 不 合适 的 数值 积分 而 发 生 的 发 散 ， 或 者 是 由 于 没有 唯一 解 历 引起 的 发 散 ， 这 是 重要 的 。 

基 尔 霍 夫 C1 首先 证 明了 一 个 电阻 性 网 络 解 的 存在 。Wey1[2] 及 Eckmann[3) 对 他 的 证 明 
作 过 详细 说 明 ， 他 们 对 此 问题 有 一 个 透彻 的 理解 。 对 于 具有 互感 和 独立 电源 的 RLC 网 络 . 
Seshu 和 Reedr4] 也 给 出 了 存在 叭 一 解 的 充 要 条 件 。 企 图 包括 更 为 一 般 的 情况 ，Rothr[53 应 用 
了 代数 拓 朴 理论， 并 且 导 出 了 一 个 充分 条 件 ，Chen[7] 对 该 条 件 作 了 详细 说 明 。Malik 和 Hale 
58] 推广 了 Seshu 与 Reed 的 结果 ， 给 出 了 网 络 还 包含 有 非 由 短路 电流 控制 的 受 控 电 压 源 以 及 
非 由 开路 电压 控制 的 受 控 电 流 源 的 充 要 条 件 。 最 近 ， Purslow[9] 利 用 得 到 网 络 的 状态 方程 , 
通过 简化 步 又 来 着 手 处 理 这 个 问题 ， 并 且 得 到 了 有 源 网 络 上 只 有 叭 一 解 的 充 要 条 件 。 但 是 ， 为 
了 得 到 所 需 抢 阵 而 进行 的 简化 过 程 却 长 而 麻烦 。 此 外 ， 我 们 所 必须 计算 的 行列 式 的 矩阵 是 一 
个 防 数 等 于 受 控 源 的 数目 加 上 相应 无 源 元 件 的 状态 变量 数 。 因 丙 这 并 不 是 一 但 容易 的 工作 。 

本 文 的 目的 是 导出 一 种 网 络 有 唯一 解 的 较 简 单 的 充 要 条 件 ， 该 网 络 包含 有 电阻 基 、 电 感 
器 、 电 容器 、 晶 体 管 、 独 立 源 ， 所 有 类 型 的 受 控 源 以 及 其 它 的 可 由 这 些 元 件 建立 模型 的 线性 
SH. 

2, 预 备 知识 与 符号 

为 了 简化 我 们 的 讨论 ， 了 同时 不 尖 一 般 性 ， 我 们 假设 修正 网 络 Ne 是 从 一 个 给 定 的 有 源 网 
铬 N， 利 用 下 列 变换 而 得 到 的 网 络 。 

D 变压器 以 及 其 它 诸如 回转 器 以 及 阻抗 转换 器 的 线性 器 件 用 其 等 效 的 受 控 源 来 疹 代 。 

2) 进行 控制 的 短路 电流 《或 开路 的 节点 对 电压 ) 作为 一 个 具有 零 阻 抗 〈 或 导 纳 ) 的 支 路 
电流 〈 或 电压 ) 来 考虑 。 每 一 个 受 控 电 压 源 的 控制 短路 《或 开路 ) 支 路 用 两 个 电阻 (19 和 
-IDOKRE (或 并 联 ) 来 蔡 代 ， 它 们 仍然 作为 一 个 单一 支 路 。 

3) 每 一 个 受 控 源 由 不 同 的 无 源 支 路 控制 《无 源 支 路 是 电 阳 器 R、 电 感 回 工种 电容 器 C)。 
这 一 假设 并 不 认为 是 一 个 限制 ， 因 为 例如 一 个 由 两 个 以 上 无 源 支 路 电流 控制 的 电流 源 可 以 用 
兄 个 并 联 的 等 效 电流 源 来 蔡 代 ， 其 每 一 个 电流 源 是 由 不 同 的 无 源 支 路 电流 来 控制 。 
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DE 每 一 个 由 非 零 有 限 值 阻 抗 支 路 的 支 路 电压 《或 电流 ) MNS REDRA 
过 欧姆 定律 用 等 效 的 电流 控制 电流 源 〈 或 电压 控制 电压 源 ) BR, 
Kit, BEREN, 可 用 图 1 的 符号 来 描述 。 


j 


图 1 修正 网 络 N\n 


下 面 ， 我 们 将 No 的 支 路 电流 和 支 路 电压 分 为 各 种 类 型 。 为 了 简化 这 些 记号 ， 我 们 用 带 有 
下 列 下 标的 I[ 和 分 别 表示 各 种 类 型 的 支 路 电流 矢量 和 支 路 电压 矢量 。 

h 独立 电流 性 ， 

cc 电流 控制 电流 源 ， 

ve, MERWE, PERRET SSA RITA, 

cop, 电流 控制 电流 涛 的 控制 支 路 ， 

vop, 电压 控制 电流 源 的 控制 支 路 ， 

p, 非 次 制 的 无 源 支 路 ， 

w, BEER, 

w, BREMNER, PALE ENARTAR, 
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vop: 电压 控制 电压 源 的 控制 支 路 。 

op 电流 控 制 电压 源 的 控制 支 路 , 

3， 独立 电压 源 。 
因此 I 表示 在 电流 控制 电流 源 中 的 支 路 电流 矢量 ，Vwww des T E EE S EUR E SCR 
的 电压 矢量 。 这 些 符号 推广 到 其 它 类 型 的 支 路 是 直截了当 的 ， 无 需 作 进一步 说 明 。 

利用 刚才 所 定义 的 符 叶 ， 修 正 珊 络 N. 的 支 路 电流 矢量 和 支 路 电压 矢量 VY 可 以 分 割地 写 


为 : 
HU E EO EAS POP EEP E EE FATE PES HR | Ga) 
及 VE S[VIVLVLVLV IS VIVISV IV VV] b) 
EXE Cru pio 
了 的 无 源 支 路 特 狂 可 用 下 列 方程 表示 ， 
Veep = Zee (2a) 
Voss =Zerpleur (2b) 
Tsp = Ys (26) 
dep = YaVoy (2d) 
了 = (2e) 


APRAN VERE MRS SE Sca E. Zop REY s EE E 
们 之 所 以 写成 这 种 形式 是 为 了 后 面 进一步 论述 的 需要 。 受 控 源 可 用 下 列 方 程 组 来 描述 ， 


Tee = Acdece (3a) 
Ls AV ep Gb 
Voe = Ano Vany ` Ge) 
LED (3d) 


uA AXBAUTE ARMS REUS SOBRE, 
SERGE NaM E AMER, CTT RS. CO 式 的 各 列 来 进行 分 
94. BREEAM eT MAA 
BY =0 (42) 
QI=0 (4b) 
这 两 个 方程 组 与 (2) 式 及 (3) 式 的 方程 组 作为 研究 的 出 发 点 。 首 先 ， 我 们 把 三 个 方程 组 写成 矩 
阵 形式 ， 然 后 从 未 知 量 申 分 离 出 已 知 量 ， 为 丈 ， 我 们 令 
LzPFRV.-E (3) 
TAVE Be Aa a py e add PR TT RAME: 
A RU Xe s AAEE. 
当 且 仅 当 上 述 方程 组 对 一 组 任意 适当 的 激励 源 以 及 一 组 适当 的 初始 条 件 首 有 锥 一 解 时 ， 
我 们 说 给 定 网 络 N 或 其 修正 网 络 y* 有 了 唯一 解 。 伍 是 (6) 式 的 系统 当 且 仅 当 其 系数 矩阵 为 非 奇 
异 阵 时 ， 有 了 叭 一 解 ， 它 直接 导致 下 列 引 理 。 
EE 
APT UE — APO RHEE W， 在 其 修正 网 络 由 存在 一 个 大 + BEART ATS Er DR 
与 独立 电压 源 是 ! 的 树 支 ， 以 及 使 得 所 有 的 受 控 电 流 源 和 独立 电流 源 是 1 的 连 支 。 
征明， 如果 N 有 唯一 解 的 话 ， 《6) 式 的 系数 甜 阵 W 是 非 奇异 矩阵 。 这 意味 着 玉 的 各 行 中 
的 头 一 组 是 线性 独立 的。 在 这 些 行 中 存在 一 个 非 奇 异 竟 主子 矩阵 ， 其 各 PUSDIOT N. HA 


02 > 


p 
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BEEE Wish a SF ETE E ORME TARL BBel Ae PE ME AN Wy UI. MIR Steinita 
SRE], RPS HIE BW Re ETER, KAAF 
ON, 中 存在 一 个 包含 有 所 有 受 控 电流 源 与 独立 电流 源 的 补 树 ? 。 用 类 似 的 方法 ， 利 用 环 各 
行 中 的 最 末 一 行 。 我 们 可 以 证 明 在 N。 中 也 含有 所 月 的 受 控 电 压 源 与 独立 电压 源 的 一 个 酝 1,。 
应 用 文献 [7 的 定理 5.4， 我 们 晰 定 存在 一 个 本 引 理 折 述 的 树 ， 故 引 理 得 证 。 

这 是 Malik 和 HaleC8: 所 得 结果 的 一 个 推广 ， 司 样 它 贝 是 Seshu 和 Reed (MBAS 
RLC 网 络 的 结论 的 推广 。 我 们 注意 到 这 条 引 理 类 似 于 Purslow[ 引 1 的 定理 1。 这 可 以 从 下 面 事 
实 中 看 出 ， 即 如 果 任 意 修 正 网 络 N。 满足 该 引 理 ， 则 原始 网 络 M 也 满足 Purslow 的 定理 1。 

3,0 — i 

在 本 节 中 要 给 出 网 络 N 有 解 的 条 忻 。 

从 引 理 得 ， 令 i 是 一 个 NARA ARN, RIA BO Ns 的 衬 树 ， 它 包含 
ARH BAR. $ OUI BEEN, 的 由 械 1 而 定义 的 基本 草 集 矩阵 与 基本 回路 丛 阵 。 为 了 避免 
采用 多 重 下 标 ， 我 们 写成 Q= Qi 和 B=B/。 接着 我 们 分 别 很 据 ? 和 + 中 的 支 路 类 型 用 下 列 的 
LRAT. 

j 2 中 的 独立 电流 源 ， 

cc i 中 的 电流 控制 电流 源 ; 

vo z 中 的 电压 控制 电流 源 ; 

P 2 中 的 非 电源 支 路 3 

et 中 的 独立 电压 源 ; 

vo {中 的 电压 控制 电压 源 ， 

cu 中 的 电流 控制 电压 源 ， 

+ t 中 的 非 电源 支 路 。 
因此 Bi. 表示 B 的 子 知 阵 ， 其 各 列 对 应 于 电流 控制 电流 源 的 各 控制 支 路 ， 其 各 行 对 应 于 各 
独立 电流 源 。Q@!, 表示 O 的 子 绝 阵 ， 其 各 列 对 虚 于 各 电流 控制 电压 源 ， 其 各 行 对 应 于 树 t 中 
的 非 电源 支 路 。 这 些 符号 册 来 叙述 主 定理 并 进一步 地 分 割 (6》 式 的 系数 矩阵 。 

用 x: 表 示 从 NM 导出 的 网 络 ， 即 将 所 有 电流 源 开 路 (或 移 去 ), 将 并 联 的 土 15 的 导 纳 中 的 
-19 的 电阻 器 开 略 ， 同 时 短 接 所 有 的 电压 源 以 及 短 接 申 联 士 18 阻抗 中 的 -~ 1D 的 电阻 。 于 基 
呈 : 基 一 个 由 R,L,C 所 组 成 的 无 源 网 络 ， 它 可 用 图 ?来 描述 。 为 方便 起 见 ,8: 的 杠 应 于 No 控制 
支 路 的 支 路 仍然 苏 为 锭 制 支 路 ， 即 便 它 未 含有 受 控 源 。 

利用 这 取 预 备 知识 ， 现 在 我 们 来 证 明 本 节 的 主 定 还 。 

主 定理 

PRESEN, SRY BERN WET AR, LP 

D RAE Att, RPE AL USE vi We tS A eN 
和 独立 电流 源 是 fT a BA EP RO RUL3 
BTR, BREE Pe kART ERR ARINE. 

D FA BR se 


det(ó7! + HK} 50 e 
式 中 四 
&«[ o ? Bh mc Fu] (a) 
Qi- OA! Oh » o 
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9 
0 As 0 9 
0 0 A, D 
Le 0 9 A, | 
H BRB RSG, CMDETOSNT GE REDE Re ESSEN, CNA RE K 的 各 行 ,使 
H HEREN A a, METRETO 的 第 & 列 的 控制 支 路 的 控制 变量 (电压 
或 电流 ) 与 对 应 于 K AOA eo. E BC e MER 
D) Wb, 是 ! 的 一 个 连 支 ， 在 po 中 沾 入 一 个 电压 源 ， 其 极 住 与 op 所 规定 的 极 性 相反 。 
2) 如 果 是 # 的 一 个 树 支 ， 把 一 个 电流 源 与 be 相 并 联 ， 其 电 注 参 考 方向 与 规定 的 方向 


TE. 
| | =. ien, 


(8b) 


RLC yep 


Eo NORUNT. 
证 明 一 必要 性 ， 条 件 D MOREA PE. TER.) ,我 们 进一步 根据 上 


面 采用 的 符号 ， 分 割 (6) 式 的 方程 组 ， 
REPUB RIES PLE RIER Qu, Qu MO MRT MART MMT 
支 + 的 单位 矩阵 的 一 部 分 ， 而 Bj, B. 和 Bo HORE HERE RT MY T TR SCR A A 
GM. XH SGERHÉAGIE, RINANTAHSRABA, 

HARPERIEN 有 唯一 解 ，(9 式 ( 邯 (10) 式 ) 的 系数 矩阵 大 非 奇 异 的 '。 但 大 (10) 式 
的 系数 矩阵 的 充 要 条 件 是 下 列 抢 阵 为 非 畜 异 矩阵 。 
7 Bree pZerp Bhat BLAso BLA Bi yZoop Ena +E, $ an 
QA t Diep Qut Otc QiaY up [m 9; 
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式 中 


ap Bie BL BE, BL, BIZ 
T= ? P oe veg 2 
: i (12a) 
lo Oley Qi or Qu, QG j 
K, =[K 0] : (12b) 
$46 4 . 
$. -i u, 4 26 


1K (D 式 得 到 (10) 式 的 初等 变换 如 下 ， 
1) 将 BLOSS TIE MSHA. 
D BL RBC T MBIA. 
D 将 Be iE ee Bass. 
D 将 BLURB STINET NBA. 
5) 将 BRRR REMERA 。 
DE ORE ENA E AT 
T) 将 9;: 梁 第 12 行 并 把 它 加 到 第 14 行 。 
B) 将 Q;w 生 第 11 行 并 把 它 加 到 第 14 行 。 
D 将 OL SRO AE EBT. 
10) HBB 35417 SE OIX E RE. 
1D 将 得 到 的 第 14 行 到 第 10 行 进行 转 置 。 
我 们 注意 到 在 《11》 式 中 Ys 和 Zep 是 零 拭 阵 ， 它 们 用 这 种 方法 表示 是 为 了 得 到 T HRR 
的 物理 解释 。 : 
现 XE SUEDEGEBTIS dE RE]. HHA, WAY EA 


TX, =C Q3) 
EX Xi = [Yep La Vos La Ie! (142) 
Cx E BLE (14d) 

-QJ 


AME A SNARE, SOM, 只 不 过 我 们 未 移 去 《开路 ) 独立 电流 源 和 短路 
独立 电压 源 。 令 纪 是 M 中 的 树 相 应 于 Ne 中 的 桂 。 显 然 ， 疼 可 以 利用 :把 所 有 对 应 的 受 控 电 压 源 的 
支 路 短路 而 得 到 。 利 用 1* 写 出 基 尔 替 夫 电压 方程 和 电流 方程 连同 0-i AREE, TERR 
(10) RAID RAT EM X， 作 变量 的 状态 方程 姐 。 因 为 M 基 一 个 仅 有 独立 电源 的 
RLC 网 络 ， 因 此 由 条 忻 1)，N- 和 M 既 不 包含 仅 外 电压 源 所 构成 的 加 路 ， 记 不 包含 仅 由 电流 源 
所 组 威 的 害 集 ， 利 用 Seshi 各 Ree 红 4] Pury EB, MAME AR, TE O2) 式 的 系数 


4G PET dp 2 RE 
AGH, SLR RAE EWI 2) 是 必要 的 。 研究 非 奇 异 矩阵 (TK), 
它 可 分 解 为 
T«-K,$,- Thi +T IK 06, 
$7 *HE 0 
HE v ] 1 G5 
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式 中 Ts Cd ae 


Hu, MOHLDUMsdORBU (P7 BE) 不 得 为 寺 异 矩阵 时 ， 则 CD KD.) 是 非 奇 异 拭 阵 ， 


RO) 式 成 立 。 - 
最 后 ， 我 们 来 讨论 政 的 名 元 素 的 物理 意义 ， 我 们 已 有 


| [Hi Hu] — mE) 
Tay 四 EN Hy, ‘ 
Vive | |i. Hs, 

Lied (Ha Bai Lb 


a7) 


-Q)) 
4 


SUP RAGES ARP Ho ETB yes Ti see ATER GEN UP, HT 
BRET SE Se BE 3B do Pe BU A FR BERRA, ER PK 
We BEM PAPAIN AER. SUR, - 017 的 第 k 行 的 元 过 7 表示 了 由 No 中 与 QUIT 
第 k 行 的 树 支 相对 应 的 基本 荐 集中 独立 电流 源 的 嘱 沪 代数 各。 再 次 地 , 择 支 是 一 个 无 源 支 隐 ， 
它 在 M 中 有 相应 的 光源 料 支 《 对 于 #”)。 令 村 是 N;: 的 树 ， 它 相应 于 M 中 的 树 玉 。 于 是 好 可 由 让 中 
将 所 有 电压 源 支 路 短路 而 得 到 。 在 N; 中 我 们 将 一 个 等 效 的 电压 源 e; 插 入 相对 于 矿 的 每 一 条 无 
源 连 支 中 ， 其 极 性 与 连 支 的 极 性 相反 , 并 且 把 一 个 等 效 的 电流 源 六 并 联 在 每 一 条 无 渐 树 支 上 ， 
其 电流 参考 方向 与 树 支 支 路 的 参考 方 铅 相反。 这样， 我 们 便 得 到 了 一 个 对 应 于 这 些 等 效 电 源 
MERON, SHPRERRSROMH. BA CD 式 的 HH 是 一 个 混合 矩阵 ， 它 建立 了 
相应 控制 支 路 中 的 控制 变量 ( 电 太 和 电流 ) 与 P 的 输入 端口 激励 之 阐 的 关系 。 例 如 H :的 元 
素 是 电压 控制 电流 源 的 控制 电压 与 输入 端口 的 电压 (所 有 的 电流 源 均 移 去 》 的 比 。 类 似 地 
HH 的 元 素 是 转移 阻抗 ， 它 建立 了 电压 控制 电压 源 的 控制 支 路 的 电 秆 与 ?的 输入 端口 电流 (所 
有 的 电压 源 均 短路 》 之 比 。 

充分 性 ， 条 性 1D) 意味 着 OD RRA RSP. B5 CI 式 一 起 玫 
明 ， 如 果 满 足 条 件 2)， 则 OD RAS CD-K b. Rae, A (9) 式 和 (10) 
式 的 系数 移 几 是 非 奇 蜡 答 阵 。 从 此 得 到 这 一 定理 。 定 理 证 毕 。 

我 们 注意 外 HMR, HH 的 行 数 或 K 的 列 数 等 于 NPR ROA, AK 
或 的 行 数 等 于 基本 回路 数 加 基本 市 集 数 ， 这 些 基本 回路 是 中 非 源 连 支 与 至 少 包 含有 一 个 受 
控 电 下 源 而 形成 ， 而 这 些 割 集 是 由 无 源 树 支 与 至 少 包含 有 一 个 受 榨 电 流 源 所 确定 的 。 

4 ,说 男性 的 例子 è 

BUOYPCPEERHOBU AE HU, BAAS A R SR 
MAREX OPRAN, TTR TTI 0 FE TE obs A a a REC E EE BU ER 
iB. 

pi. 

PRONE, SUD pAUBGUENTOE— E. HT ROA. RN BIS LARGE 
MANo CERRAH. EN PSHE PAE Bre, Ru AY, 的 树 。 于 是 定理 1 
MRE. GOONS IE E BER HK BRR, WEED 简化 为 

del AVE +H, (Orm Deep ey JAD asa 
B30o, RIA: E 
*209 * 


vi va 


Ta gla Fa 07 
weep) edid 
Atap =| (19a) 
Lo 14 Lo ad lw 
对 于 树 #， 所 希望 的 基本 害 集 矩阵 的 子 矩 阵 由 下 式 给 出 ， 
ep T Tt 
COs. Qi,170, i0 -1 0 | {19b) 


Qs -1 1 0 od 
Ha AOERUSUEPR, bxc T SEL Erde SO BIER E vi, REH 的 
miS COMI 3 (c) 记 示 ) 的 电流 之 间 的 关系 ， 从 而 得 到 
- h h ty 
v,fo -4 8 q 
Has | 


(19c) 


erte 


Eia (MEH i ri OE i d ER Bn UA 
(Gy RAE ERAN, 
《e) 为 得 到 号 1: 务 元 素 的 多 端 日 网 络 


将 0D RRA 0D 式 并 完成 所 示 的 运算 ， 我 们 得 到 : 
def ASH +H, QU 7 QUAD - doe 0 (20) 


TERRPD 也 是 满足 的 。 因 此 我 们 断定 网 络 Y 有 唯一 解 。 

9i2. 

图 4 Go ao PSAP RS RN, RENE SUE M ER, HUN, 
我 们 导 邮 修正 网 络 N。， 它 在 图 4(b) HAR, AGENT, VHDEDER., LRM 


U a EA ieo : 
因此 定理 的 条 你 1) 是 满足 的 。 因 为 在 N。 中 仅 包 含 了 电流 控制 电流 源 ， 条 件 2) 全 简化 为 
det(Az2+H,,0:.)+0 D 
A300, RIT. 
i, iy 
hi e] [i o] 


A;- | | =l 1 | (22a) 
is Lo 2j Lo 24 
PRERA, BERR ERR FE EOL AN, PB E Aa 


i; is 
co. 70 1] 
9.-9, 1 o| (22b) 
9,10 14 


了 :是 一 个 电流 比 上 矩阵 ， 它 建立 了 控制 支 路 Z, LP KL, Ru Roig 
源 之 间 的 关系 ， 如 图 4{c) Bm, WAA 


h h is 
ap st 1 
=i. -1 6 
| SST : 
Hy, = | 《22c) 
L+ oaj | 


我 们 注意 ， 瑟 ,的 各 元 素 可 直接 其 图 470) 中 得 到 。 例 如 第 一 列 中 的 各 元 素 对 应 于 当 电 源 j, = 1. 
移 去 扩 和 js 时 ， 在 z. 和 LT4 中 的 电流 。 
Nf 


RE dB C2 RRA ODOR, RBH: 
det( Ald + Ha, Qi) =0 
FRR TENA — Rr 


b 


(23) 


te) 
图 4 (4) 包 含有 两 个 电流 控制 电流 源 的 网 阁 、 


(GO) BET EN co 
(ON BBA. HSK NS RA o 


LES 
PEAS GO ON, ACTAE A oo EARM AMEER MRK. NABEN 


N AES 中 纵 出 。 取 一 个 树 如 图 所 示 (C. Res Vo Yar 00. RAGBRAI EW 


RHD 简化 为 


dapazi + His Bi BrewsA7s)]A0 (24) 


2212° 


Re EBB IE 


(25a) 


(o) 


i5. Co) f. T 1I HR LE Es HER SC) 修正 网 络 N。 (c) HD IH Lese HE 
如 网 络 
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2, £a 
0 07] 
n 1 | 《25b) 
1 0] 
(25€) 
L iR, _ 
SUH, EAS (CMA ABE, WO ERACO 式 ， 我 们 得 到 ， 
det[ Az} + HL BI 本 coAz3]= 这 二 (28) 
; ; 


因此 只 要 Rs 和 Re 没有 相同 的 值 。N 便 是 有 唯一 解 。 
结 论 


我 们 已 经 给 出 了 一 般 线 往 有 源 网 阁 县 有 哗 ~- 解 的 充 要 条 件 ， 此 种 网 络 可 以 包含 任意 数目 
和 任意 类 弄 的 受 控 源 。 在 我 们 的 研究 中 可 包含 有 诸如 回转 器 、 但 抗 变换 器 等 器 件 。 正 如 所 有 预 
HATHA BAAN AREA hh MAA OM. PORE Tx iE 
TY BLA a FES TE PBN Hs, WATER HSER JR a eR YR eT A E aE 
IAN Br WF RE A HER TD BK — LG I A. TE SBE A JE DLE A 6 
ERMA. SHHPARAREM, ERUT SESE S SUIEERC D BIMORROE GE MUR UL 
JUR. ROBAR ICT LRRARAM BTL, KM Tack TORE OMS 
WAER, IE RgPurslowARfECOJÉ ONIS IC Eh CART S2 NCC EUH HER 26 
RAAORARER, EDUC DOPO GENER NEED LEM, ORS 
- RAH A EMRE, xig CH GP ORE Bk DES BO CRF RUE OCA, 
点 。 

我 们 注意 ， 当 无 受 控 源 时 ， 第 二 个 约束 总 是 满足 的 ， 并 且 它 们 首先 由 Seshu 和 Reed 导出 
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十 八 、 图 论 应 用 于 网 络 方面 的 新 进展 


Lae 

在 过 去 的 纪年 中 ,我们 目睹 了 图 论 及 其 应 用 的 稳步 发 展 ， 它 在 近 十 五 年 华为 兴旺 起 来 ， 
并 进入 一 个 非常 活跃 的 新 时 期 。 这 种 迅速 发 展 的 某 种 度量 可 由 大 量 关 于 图 论 及 其 应 用 的 文献 
目录 的 出 版 ~ 分 所 显示 。 最 早 的 与 最 广博 的 文献 目录 是 由 J. W. Moon 与 L. Moser 汇 编 (后 来 
HA. AZyKEov 扩 充 ) 的 ， 发 表 于 1953 年 6 月 在 捷克 斯 洛 伐 克 举 行 的 专题 讨论 会 上 ， 并 刊登 在 
专题 讨论 会 论文 集中 CD 。 这 一 文献 目录 包含 了 1617 篇 论文 ， 并 且 包 括 了 在 西方 未 能 迅速 得 
到 的 一 些 东 网 学 者 的 贡献 。A. A Zykov 的 文献 目录 的 短处 之 一 是 遗 凋 了 许多 有 意义 的 参考 
文献 ， 而 这 些 被 遗漏 的 文献 涉及 到 锅 的 应 用 比 图 欧 理 论 为 多 。 

3r19695]:9714p]j, N. Deoc2'33 在 加 剂 理工 学 院 喷气 推进 实验 室 工作 上 时， 汇编 了 广博 的 
有 关 图 论 及 其 应 用 的 英文 文献 目录 ， 地 的 文献 目录 大 约 包 含 了 3041 自 论文 ,最近 , 在 美国 数学 
学 会 下 设立 的 一 个 由 W, G. Browm 领 导 的 编辑 小 组 ， 出 版 了 一 部 4 图 论 评论 ? 药 四 卷 集 c9 。 它 
包括 了 从 1940 到 1978 年 间 由 < 数学 评论 ;出 版 的 所 有 图 论 评论 文献 “包括 了 卷 1 到 56)， 而 涉及 
到 图 论 应 用 的 外 图 领域 尚未 完全 包括 进去 。 这 些 应 用 如 电网 络 、 退 辑 网 络 , 理 论 物理 的 应 用 ， 
特别 是 包含 有 二 分 图 问题 的 某 些 运 筹 学 中 的 应 用 以 及 某 些 计 算 机 科学 中 的 应 用 。 此 外 Water- 
loo 大 学 研究 组 合 论 及 优化 论 之 各 领域 的 学 者 们 提出 了 进一步 查阅 图 论 引文 的 方案 ， 其 中 包 
括 有 应 用 加 论 的 单独 文献 目录 。 这 仿 方 案 的 一 个 重要 特点 是 它 列 出 了 下 用 某 篇 论文 的 记 有 其 
它 论 文 。 因 面 ， 它 能 帮助 作者 们 识别 新 的 研究 领域 GURA TENERE, DEA BAR 
出 版 刊物 判 胃 在 一 个 给 定 领域 中 新 近 的 结果 。 这 种 计算 机 化 系统 是 帕 G- Berman 指导 的 ， 
它 将 会 定期 地 更 新 。 

当今 对 锅 论 的 浓厚 兴趣 来 自 它 能 模拟 在 物理 笠 学、 工程、 社会 科学 与 经 济 问 题 中 出 现 的 
多 种 系统 模型 。 几 是 含有 二 元 关系 的 年 何 系统 都 可 用 图 来 表示 。 可 以 预测 、 图 论 将 在 一 个 时 
期 具 继 续 快 速 地 发 展 , 这 种 发 展 证 实 了 本 文 所 采用 的 报 述 方法 的 价值 ;与 其 漫 薄 地 介绍 图 论 的 
较 大 部 分 ， 不 如 深入 地 介绍 紧密 地 联系 着 电网 络 的 应 用 图 论 竟 园 小 部 分 ， 为 了 使 这 篇 综述 论 
文 限 制 在 适当 的 自 幅 之 内 ， 本 文 仅 考官 两 个 领域 ， 即 图 移 分 毛 和 混合 分 析 ， 以 及 网 阁 流 和 适 ， 
信和 网 。 

2. 图 的 分 解 与 混合 分 析 

图 论 在 物理 科学 中 最 重要 的 应 用 之 一 是 它 在 电网 沼 理 论 中 的 应 用 。 从 抽象 的 观点 看 ， 电 
网 络 可 用 图 来 表示 。 它 的 边 至 少 在 某 种 程度 上 由 示 电 元件 ， 而 权 表 示 元 件 的 特性 。 这 就 导致 
了 赐 络 分 析 的 三 种 分 析 法 ， 即 节 卜 法 、 辐 政法 、 和 市 集 法 (可 参阅 参考 文献 ro j, EARP, 
这 些 方法 是 通过 把 欧姆 定律 对 于 所 有 支 降 表 达成 包含 导 纳 或 阻抗 的 形式 而 导出 的 。 结 果 ， 这 
些 方法 会 失去 普遍 性 ， 同 时 在 计算 入 辅助 两 络 设计 中 会 引起 截断 误差 (7 。 为 了 避 开 这 一 困 
难 ， 如 果 将 某 些 支 路 用 导 纳 表 示 ， 另 一 些 支 路 用 咀 抗 过 示 ， 那 将 是 极其 有 用 的 。 这 就 导致 了 
MARERA E, CHK 首先 提出 ， 并 由 Braninrg 与 Happ5I 作 地 进 一 步 的 曾 壕 。 


2 


在 时 域 中 ， 一 类 重要 的 混合 方程 是 状态 方程 ，Bashkow-40 By Bah 方程 组 ， 并 由 
BryantyfgT dej 023m, 

ERARA P, MU ESS —5e M Ur UC HG CIERRE, MRO 
BRERA OME TRO DUE ORC, AEC RET DLE EAE E AR 
ARRERA, MERA S dp Ze BUBCLO X RIOT HEAD: BEIRLRUN Tr SCAM gS DE 
IDE LCLEETLEITI AR LI DT MEME TEE LEE 
的 划分 。4Amazicl53 首 先 指 册 ,在 某 些 图 中 混合 秩 可 能 修平 秩 和 零度 的 最 小 值 。 在 所 有 的 划分 
申 最 小 的 混合 秩 称 为 拓 朴 让 由 度 ， 扰 耻 自 由 度 是 一 个 图 的 固有 性 质 ， 且 是 由 其 括 朴 结构 唯一 
. 地 确定 的 。 

混合 分 析 有 许多 优点 。 第 一 ,混合 方程 的 最 小 数 且 绝 不 超过 回路 方程 或 节点 方程 的 数目 。 
在 电力 系统 中 经 常 过 到 的 图 1 中 , 访 四 包括 了 三 个 节点 组 ， 每 个 组 中 有 高 密度 的 支 聊 ， 而 各 节 
点 之 间 由 丙 个 支 路 较 少 的 视 形 网 络 相 连 。 豆 以 验证 该 网 络 有 有 44 个 节点 方程 和 50 个 加 路 方程 。 
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El 实际 例子 
但 是 ， 仅 需 建 立 32 个 泥 合 方程 ， 在 三 个 组 的 每 个 组 中 有 6 个 电 正 变量 ， 而 在 两 个 组 中 的 每 组 
HAT 个 电流 变量 ， 这 些 变量 如 下 所 示 : 
电压 变量 
1,2,8,4,5,0; 39,40,41,42,48,445 ?7,78,79,80,81,82, 
LER 
19,22,25,28,91,34,37, 57,60,63,66,69,72,73, 
BUPGERURIERUOUB BOB EHERULEAE REEDE CP EUG S SIUS, ARAMA 
量 为 节点 分 析 的 1/2.6( = 32*/ 4470 ,而 为 回路 分 棉 的 1/3.8(= 827/5000 BO, Se Ere: 
每 条 边 丁 担 述 为 最 合适 的 形式 ， 因 而 可 以 限定 系数 矩阵 中 元 素 什 大 小 的 差异 ， 只 而 减 小 在 求 
解 过 程 中 引入 的 截断 误差 中 。 最 后 ,混合 表示 法 可 以 容易 且 自 然 推 广 到 时 变 与 非 线性 网 络 。 
HL, AR, PRA A RLS AR RR, 
RADTMERAELAR- ACH WRRE, KOM ADRS ARS FL RR 
Bj CHEMF MRSS WAR. BOWED Ew Kishi Kajian, 在 他 们 所 研究 的 
“FUR SR HP ae A 
e2i7« 


(D 求 到 一 个 图 G 的 边 集 合 E 的 最 大 子 集 5， 使 得 对 于 S 的 任意 划分 S$=5,US,， 且 S51 N Sa 
= 中， 吾 少 存在 一 个 料 ， 它 含有 5, 的 边 而 不 含 5; 的 边 。 于 是 ， 如 果 |5| 寺 未 S 的 元 素数 , 则 的 
KARESA? AFIRM, 

GD ACHE RSW, HAERA pTESE— AMMA, E 
BODGAHALAGA TUR, VM TR. ATAA CO 可 简化 为 

(iD) RRM EDU BECK B 

从 一 对 给 定 葛 树 出 发 ，Kishi 与 Kajitanir159 提 出 了 一 个 训 得 出 较 远 上 距离 树 对 的 算法 。 为 
证 明 这 一 过 程 能 得 到 一 个 最 大 距离 树 对 ， 他 们 引进 了 主 晤 分 的 概念 作为 证 明 方 法 。 利 用 这 一 
概念 ，Ohtsuki，IShizafi 与 Watanab!e513) 所 出 了 一 个 求 混合 分析 的 最 小 完备 变量 组 的 方法 。 
AMATKERT—-PRESR SE, BENE, BCR GMD MERWE, 
RB ME MOT EAM TTE, CMM RAS, MAAAR T 
iko . 

XGA WMA BH, Dulmage GMendelsohao, DEMRE CEP 
ABRBERAER Bp RATHER US, BUHDEDM-AER, HTB 
二 分 图 让 以 分 解 为 两 部 分 ， 即 一 个 是 不 能 接纳 的 (inadmissble) 部 分 和 另外 前 一 个 核心 部 分 。 
核心 部 分 可 进一步 分 解 为 不 可 简化 的 部 分 ， 从 而 得 到 二 分 图 的 一 个 规范 化 化 简 。 失 目前 截 拟 
ER (transversal matroids) 的 知识 来 看 ， 这 种 划分 能 推广 妈 拟 阵 的 主 划 分 。 因 此 有 些 人 认为 
主 划 分 基 起 源 于 PDM- 分解。 

在 1955 年 ，Edmondscz2J 把 扩大 一 对 枝 间 距离 的 技术 对 于 拟 阵 纪 更 一 般 的 形式 提 出 。 景 
大 距离 的 验证 证 应 月 Tutter23 与 Nash-Williamc20 的 最 小 一 最 大 定理 来 进行 。Baron 和 Im- 
richtzoja dp T MESA AB BEBEXEU ES — BITS, fob Ore 中 所 所 问题 的 一 个 解法 。 一 旦 构 
成 了 最 大 距离 村 对 ， 那 么 给 定 图 的 边 集 可 划分 为 三 部 分 (54,5,,E.)。 图 G 的 主 划分 是 忆 的 三 
子 图 组 (Gr,G。,G,)， 宕 科 由 的 边 信 的 三 划分 (Bs,B,,5.) 所 哗 一 缠 定 ， 且 满足 条 性， 它们 的 
零度 与 秩 的 比值 GE) 分 别 大 于 、 等 于 和 小 于 1。Dhtsuki PRONEN KMAR Eh 
自由 度 的 边 集 族 是 与 并 、 交 运算 密切 有 关 的 。Kaiitaniczm 和 Ozawarleo 指出 了 主 划 分 (Gs, 
4,,GÀ. 的 中心 部 分 Ge 可 进一步 地 分 解 ， 并 且 在 这 些 精细 缔 构 上 订 以 定义 一 个 偏 序 . 仿 序 集 的 
单调 分 析 给 出 了 对 应 网 络 拓 林 白 电 度 的 变量 集 。 自 从 1971 年 以 来 主 划分 的 概念 已 推广 到 矩阵 、 
拟 阵 、 图 对 和 氢 阵 对 Cs-39 。Bruno 与 Weinbergc28) 推 广 这 种 划分 的 途径 是 ， 对 于 任意 非 负 
整数 值 〈 而 本 是 1) 的 密度 可 得 到 类 伺 的 唯一 划分 。Tomizawarz9 和 Narayanan-s0) 证 明了 对 
于 性 意 非 负 实 数 密 度 都 可 进行 这 种 划分 .他 们 的 结果 被 认为 是 在 主 划分 意义 上 的 最 精 继 划 分 ， 
并 且 包 括 了 Bruno 与 Weinbefgcg 的 结果 。 应 该 指出 ， NarayananC30 的 P- 序 列 、 分 子 、 及 需 
子 拟 阵 分 别 等 效 于 Tomizawac29) 的 不 可 解 的 子 阵 ， 不 可 分 解 的 拟 阵 以 及 强 不 可 简化 的 于 阵 。 

作为 这 些 发 展 的 结果 ， 有 相当 多 的 基本 问题 利用 主 划分 作为 工具 已 得 到 了 解决， 或 者 得 
到 了 党 好 的 表征 。 一 些 已 知 药 例 子 列举 如 下 

(2) 香农 开关 博 谈 。 一 个 部 分 解 是 由 Lehmancs55 给 出 的 ， 而 全 局 解 是 由 Brunais Wein- 
berg 8 Ho 

(5) SAT He BAER — 1-AE BEAR CR PR BOXE BE Bo] RE JE Max. zank 
Min. term-rank Theorem)———Iri3D EAT ERAR Bo BE Pa B 
BRNE Be as Eo RCP Op EL Ue SERE 13 — 9p EE 0] Dulmage-Mendelsohec20 2 EAR oy 
建立 了 在 组 合 等 价 意 义 下 的 分 解 。 
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(c) PURE HEE, Roche, 403, Mal 让 和 Halesi Chen fi Chanta pia T 34380 
WinRAR ERA, Ozawa AEM HE, DIR Tomizawa 2) EjTomizawaf] [rites 
48 BI OPE ABR RT TM. Ozawa Jg HL, ZI a EP RAE 
Rus amr, APE AE REROB EARBA R MESE ELGD ERRAR 
WAT, HARRA CEESTAS SE EEERI AP RC DUR BILE SUITE PE RT A 8 

(d) [Ifi it] B2 S Pe HC LB Un EE TRAA TG DEBERE TRE 
HAMMERS, GRE HREAGEIXA SRE, SPR PER. KARE 
ROS LMT, ShinodacoJE H RE Dla BEP ICA Oe EP 
PAPER PR PAE RG. Tomize 指出 :ta)， 这 一 问题 可 包含 在 寻求 semi- 
muoids 中 前 最 天 距离 感 挂 基 对 的 问题 之 中 。 

(6 定义 在 一 个 图 上 的 新 博 奕 一 -Kanocso, siih TILARA, CIMERE 香农 开 
RMT. SARS TT Rah: Bs) ede 

€f) Menger 定 理 的 推广 一 Tomizawarts:; 指 组， 用 子 拟 降 的 Menger 定理 可 论述 起 为 在 
MUSAE RARE DERE EE RSM -个 定理 。 

(8》 有 次 图 的 主 划分 一 Oishi 46 A G2 基 于 景 修 强 迷 通 子 图 的 概念 提出 了 一 个 唯一 划 
分 ， 称 为 有 向 图 的 主 划分 。 

(中心 树 一 一 一 个 图 的 中 心 树 是 这 样 一 仿 树 ， 它 的 补 柑 秩 在 所 有 补 诗 中 为 景 小 。Ka- 
jitani 与 Kawarmoto-5 担 出 了 在 混合 分 析 中 的 最 小 完备 变量 集 可 用 图 的 中 心材 来 得到 ， 状 且 
下 入 了 二 阶 混合 网 络 分 析 必 为 一 险 泥 合 网 络 分 析 的 携 广 。 中 心 树 用 主 划分 来 表征 的 问题 已 由 
其 他 作者 进行 了 研究 (ss-57) 。 但 是 导出 一 个 中 心 树 枚 举 算法 的 基本 问题 尚未 解决 。 

除了 主 划分 之 血 ， 网 络 图 可 从 另 一 不 同 的 观点 来 分 类 与 划分 [58，5?。 如 果 一 个 图 的 零 寿 
与 黎 的 莽 分 别 为 正装 、 零 或 抽 数 ， 风 分 别称 其 为 密 图 ， 中 等 密 订 图 或 琉 图 。 一 个 图 ， 如 果 它 
无 售 查 害 的 导出 子 图 ， 峙 称 为 绝对 非 密 轿 。 如 果 它 不 含有 密 的 与 中 等 密度 的 导出 子 卫 ， 则 称 
HEGRE. AA, MRED ROAR, WANA. MRS AMBARA. 
SERA, WATE, SU. — RM. MRERA ARN SUF RMR 
pu. MWR, TARA RROD, WHERO, yay oA HE ER IH 
AUN. 

.定理 1 —PERRCLA NEED TES qUPACIUE T PUER 

D JUROGEBIRDSUR AUI AS ORE 

|o di) RRA ACHR, 

Gi G 含 有 一 个 互补 树 对 。 

定理 2?、 一 个 连通 图 是 绝对 非 省 图 的 充 要 杀 件 是 满足 下 列 条 件 之 一 4 

O 其 最 大 距离 的 补 树 对 不 含 公 闪 前 连 支 3 

Gi 存在 一 个 不 含 G 前 回路 的 极 值 补 衬 ? 

GH) CREU 4 X3 ARES, 

EHE: 一 个 连通 图 G， 当 且 仅 当 具 备 定 理 1 的 一 个 条 性 与 定理 2 的 一 全 条 忻 时 ， 它 是 奖 

~ ep EEN. ; : e 

XP—A-BGERNSEDG, WRC ECH —4- TE. FAC. BACHE, BHESENDIS RRS 
FASC Bn SENA, WE (C CO AGH. MRC EARRAN, EL 
GC ESRHEER, WACK C OC) PARR. ERMA, Bee 
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一 个 最 小 的 完备 变量 集 。Gao 和 Chencss, 3H. db (GG) 是 网 络 G 的 分 解 ， 而 且 如 
果 T: 是 G1 的 一 个 树 ， 王 :是 G: 的 一 个 补 树 ， 则 当 且 仅 当 这 一 分 解 为 调和 分 解 时 ，T: 的 树 支 电 
RRS ST WES RAE Ne ER, KR ET, 为 了 在 
SEA PBT ETRE Me MM A, RATT A H EAE A SE TT 
HARREN toS Bs Qc EHE, ERNEA ERARE, TAT 
于 所 有 的 诱 和 分 解 来 说 其 混合 铁 是 祖 等 的 。 
3. 网 络 流 和 有 通信 风 
当 研 究 通 信 网 钙 ， 自 然 产生 如 何 确 定 在 一 个 受 边 容量 限制 的 网 络 中 ， 从 一 点 到 另 一 点 的 
最 大 稳 态 流 的 问题 。 这 里 网 络 是 由 节点 集合 Y 与 达 华 BE 所 组 成 的 有 向 图 G(F ,BE)，F 是 中 的 元 
XUCBHOSIR CD KAGH 之 集 含 的 子 集 。 另 外 ,G 的 每 一 条 边 对 应 车 一 个 非 负 实 数 
cG,D BAWLD 的 容量 。 它 可 以 设想 汰 在 单位 时 间 兴 从 i 传输 到 j 的 最 大 信息 重 。 从 E 映 射 
到 非 负 实数 的 函数 c 称 为 容量 西数 。 
设 s 和 ! 是 G 的 两 个 不 同 的 节点 。 在 GOV ,E》 PY SB HE EAER B] 91 4E 4 3C 
的 一 个 函数 f， 它 满足 于 下 列 约 束 、 
SiG, DLG, D, KAWO, DEE (14) 
V, t=8 
Ea, D- SU, Da) 0, i#s,t ab) 
' -u, ist 
我 们 称 节点 s 为 源 (发 ) 点 ， 节 点 :为 汇 《 收 ) 点 ， 其 它 节点 为 中 继 点 。Ford 1 Fulkerson fl 
Elias, Feinstein 和 Shannont52) 首 先 指出 从 节点 :到 节点 1 的 最 大 流量 等 于 s 和 i 的 所 有 荐 的 最 
小 制 容量 。 这 一 结果 称 为 景 大 流 一 景 小 六 定理。 由 Ford 13 Fulkerson561) 给 出 的 证 明 是 最 简 
单 与 最 明显 的 ， 并 称 之 为 Ford-Putkerson 标 号 算法 [5D。 这 一 算 活 有 两 个 不 同 的 特 住 , 第 一 ， 
该 流 是 通过 从 源 点 到 汇 点 的 咯 径 来 逐步 增 广 的 。 第 二 ， 在 求解 过 程 中 ,除了 源 点 与 汇 点 之 外 ， 
流 总 是 守 桓 的 。 后 来 出 现 了 对 这 一 算法 的 几 种 改进 和 收 改 ， 篇 述 如 下 ， 
Edmonds 和 Karpct90 提 出 了 Ford-Fulkerson 标号 算法 的 一 种 变型 ， 它 在 每 次 适 代 时 产 符 
具有 最 大 可 能 流 增 重 的 增 广 路 径 。 他 们 指出 。 沪 增 广 路 径 的 不 适当 选择 会 导致 严重 的 计算 因 
难 。 为 了 避免 这 些 困难 ， 他 们 提出 了 选择 的 规则 并 且 指出 ， 怒 果 每 一 个 流 增 广 是 沿 着 具有 最 
小 边 煞 的 增 广 路 径 进行 的 话 ， 那 么 在 一 个 节点 的 网 络 中 ， 在 不 超过 OU AR E 
就 会 得 到 最 大 流 ， 如 果 每 一 次 流 的 变化 是 选取 能 产生 流量 的 最 大 增 量 的 话 。 那 委 只 要 容量 是 
XP, SHES + log CK, RAGA, kA eA, Meta 
的 最 大 边 粕 。ZadehteD 证 明了 ， 确 实 存在 利用 Edmonds-Karp55D 算 法 需要 OCm*) 次 增 广 的 流 
问题 。 他 给 出 了 攻 要 mw*/27 和 nn?/12 次 增 广 的 x 第 点 网 络 的 例子 ,他 还 把 由 Edmonds 和 Karpc63] 
所 导出 的 边界 改进 为 ， 
1 


min (ham ~ lm. ant) [4 a-i]m-ne2) a 


pm dpa HINC. HAART ART ERREA BR 
Ee HME RAWRECOAMT RE RERRE 6» 59 已 被 广泛 采用 。 但 是 ， 对 于 Ford- 
Fulkerson 竺 法 还 没有 一 般 明 靖 的 排序 方法 。 

Dinicce7) 提 出 了 一 个 不 同 的 改进 ， 它 把 标号 过 程 良 制 与 从 源 点 到 汇 点 的 所 有 最 短路 径 
所 形成 的 子 阅 阁 中 的 那些 节 吉 上 。 这 各 算法 对 于 一 个 “节点 和 了 条 边 的 网 络 需要 Olan 次 
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运算 。 对 于 整数 容量 的 情况 ， 这 种 算法 象 Forda-Fuikerson 算 法 一 样 ， 在 O(nm) 次 运算 内 给 
一 个 整数 钾 ， 如 果 边 的 容量 均 为 1 ， 象 在 许多 重要 的 应 用 中 ， 风 运算 次 数 泪 少 到 O(n 二 )。 
基于 这 一 算法 ，Nifenhuis 与 wire9 编 写 了 一 个 FORTRAN 程序 。 此 外 ， 几 种 其 它 的 使 标号 
算法 更 为 有 效 的 对 Ford-Fulkerson 算法 的 改进 和 修改 已 经 研究 出 来 。 它 们 包括 ，Johnson 的 
三 重 标号 算法 [48]，Srinivasan 和 Thompbson 的 前 斐 及 距离 标号 算法 Ce1， 以 及 Lin 和 Leona 
的 两 端 标号 算法 。 众 所 周知 ， 在 应 用 Ford-Fulkerson 算 法 时 ， 大 量 已 被 标号 的 节点 中 仅 有 一 
小 部 分 包括 在 增 广 路 径 中 。 为 了 减少 这 种 无 用 的 工作 ，Iin 和 LIeonc2 推 荐 了 一 种 两 端 标 号 
算法 ， 在 该 算法 中 扫 撒 是 大 源 点 和 汇 点 出 发 并 且 沿 着 两 个 方向 前 进 。 结 果 、 标 号 节点 的 集合 
从 单个 大 袜 简 化 为 两 个 较 小 的 树 ， 他 们 用 两 个 特殊 的 网 络 《一 个 网 络 有 49 个 节点 与 196 条 边 ， 
身 一 个 网 络 有 48 个 节点 与 72 蔡 边 ) 来 说 明 ,这 种 方法 出 起 惯用 的 单 端 标号 过 狂 , 有 较 好 的 性 能 。 

除了 经 典 的 Ford-Fulkerson 算 法 之 外 ， 有 一 种 新 的 有 意义 的 发 展 ， 典 理 的 是 Karzanov 算 
HUD, Karzanov 法 的 不 同 点 在 于 ， (D BARR CET RE) 来 增 大 的 ! D 
流 在 求解 过 程 中 可 能 是 不 守住 的 ， 但 是 由 于 流 的 相 消 而 达到 景 终 的 流 守恒 。Karzanov 算 法 
需要 O(n*》 送 算 。Kioariwala 和 Rao75 提 出 了 另 一 种 相似 于 Karzanov 的 方法 ,这 种 方法 是 基 
于 在 割 系列 的 局 部 分 域内 进行 流 的 转换 或 重新 分 配 。 这 种 转换 过 程 仅 通过 迫 踪 已 定位 的 有 了 向 
有 路径 使 流 局 部 地 重新 分 配 ， 而 且 能 沿 若干 条 从 源 点 到 汇 点 芍 路 径 来 详 广 流 。 

除了 上 述 方法 之 处 ， 这 些 方法 的 着 种 组 台 也 是 可 能 的 53H。Cheung57 人 “最 近 研 究 了 8 种 算 
法 上 的 比较 。 其 中 包括 了 深度 优先 搜索 法 、 广 上 度 优先 搜索 算法 、Edmonds~Karp 算 法 、Dinic 
算法 、Cheung 算 法 、Karzanov 算 法 、Dinic-Karzanov 算 法 以 及 Kinariwala-Rao 算 法 。 对 于 
含有 1500 个 节点 与 7960 条 边 的 网 络 进行 试验 。Cheung 的 结论 是 Dinic 算法 8 优 与 所 有 其 它 
算法 。 但 是 ， 对 于 最 多 25 个 节点 与 200 条 边 的 小 规模 网 络 来 说 ， 深 度 和 广度 优先 搜索 算法 的 
性 能 可 以 与 Dinic 算 法 想 比较 。Edmods-Karp 算法 是 最 差 的 ， 因 为 每 一 次 只 有 一 个 节点 被 标 
号 ,而且 要 搜索 遍 过 接 已 标号 点 到 未 标 导 点 的 所 有 边 。 但 是 ， 这 种 方法 在 应 用 路 径 增 广 法 的 
头 5 种 方法 中 需要 最 少量 的 济 增 广 。Kinariwala-Rao 的 算法 也 是 十 分 令 人 拓 望 的 。 他 们 的 方 
法 是 分 层 法 与 略 径 法 的 组 合 ， 流 的 增 广 是 通过 层 进行 的 ， 流 的 入 消 是 通过 噶 径 进行 的 。 在 流 
增 广 期 闻 ， 此 法 比 Karzanov 法 产生 更 多 不 平衡 的 节点 ， 在 流 的 相 消 期 间 ， 消 除 路 径 的 搜 索 
等 效 于 应 用 Ford-Fulkerson 算 法 在 多 源 点 与 多 汇 点 网 络 中 增 广 路 径 的 搜索 。 

4. 带 增 蔓 的 最 大 济 与 量 小 费用 流 

在 适 常 的 流 的 问题 中 ， 假 设 流 通过 网 络 G(V,E) 的 各 条 通道 时 是 守住 的 。 但 是 ， 在 许多 
实际 情况 下 ， 在 传输 过 程 中 流 可 以 是 不 守 全 的 ， 可 以 增 大 或 衰减 。 这 种 特性 可 以 用 一 个 非 负 
SURG, RRE, kG, D BAL Ci, 站 的 流 傍 数 。 此 外 ， 边 (i, 让 可 以 对 应 着 费用 sli, 站 、 
它 是 从 i 到 ;通过 一 个 单位 流 的 费用 。 于 是 DG, DIOD BRUNER, Haba RT 
有 的 GEE, 

带 增 益 的 网 络 G(V,E) 的 最 大 流 问 题 是 使 Y(9) 在 下 列 条 件 下 为 最 大 ， 即 

o(s), i-s 
$ fa,- ERU DFG, b=) 0, dest (3a) 
d — i-t 


oxfGa,psed,b, BESG,DEE (b> 
KAA, CRIM, BOVE) KERER. 
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无 谱 益 网 络 G(Y,E)》 的 最 小 费用 流 问题 是 使 D G, DO DTE FUR PETOR HUN ER 


ufer 
v, i=s 
EKL- FG, D=} wisst (4ay 
; ! 一 D i-f 
Sfat, WAG, DEE Cab) 
STIRS), RGD ERR, (0 式 具有 最 佳 的 整数 解 。 于 是 令 v= 1， 最 小 费用 
RED AR. RRC) RAO) 的 距离 。 可 以 利用 两 种 基本 类 
HUGE RH HERE. (D 构成 从 s 到 所 有 其 它 节点 之 最 短路 径 的 树 生长 算法 ，Q1) POR 
-HH RZ Rs AE, TATED ALAR SM, Dijkstra 芍 树 生长 算法 5 
A TFC TK LS HM SSEBPICICEDIN C EIL. HERI PRE ESP BES BGR, REER 
运算 或 者 是 数 欧 相 加 或 者 是 数 的 比较 ，n 是 GIV,E》 的 节点 数 。 当 sfj, 允许 为 不 导致 负 环 
ASA, SPER RRR AW MS AE. KERR 
He, SUVA RNR AAA. EERE EN. 
已 经 提 进 了 求解 最 小 费用 流 问题 的 算法 ，Busacker 和 Gowen 算 法 (t 以 及 Kiein 算 法 GD1 
两 种 算法 都 采用 最 答 路 径 算法 作为 一 个 子 算 法 。 
Busacker-Gowen 算法 是 由 求解 一 系列 最 短路 径 问 题 所 组 成 的 。 其 中 沿边 的 路 离 是 该 网 
络 中 现 有 流 的 务 数 。 最 初 所 有 的 流 都 设 为 零 , 流 是 先 人 队 s 到 1 的 最 短路 径 传 输 的 ,这 里 把 ati, 站 ) 
沿 各 条 边 的 蝶 离 。 视 据 该 网 络 中 目前 的 流 ， 站 的 修改 了 的 费用 a+(i,j》 可 如下 地 定义 ， 


s.p, fG, D<, j) 
a* (i,j) i eo, fa,D2edub C5) 
-ad,D,  fü.Do0 


利用 这 些 新 瞪 离 ， 使 最 大 的 流量 沿 着 一 条 最 短路 径 传 输 。 这 一 过 程 一 直 重 复 到 从 :到 ;的 流 ME 
这 到? 为止。 . 

对 于 Klein 算 法 ， 方法 有 点 相似 。 首先 不 管 费用 ， 应 用 已 知 的 性 何 筑 法 求 从 :到 :的 流 2。 
然后 ， 像 在 Busacker-Gowm 算 法 中 一 样 ， 按 照 上 面 定义 修改 的 费用 o*(?i 门 。 把 这 些 新 费用 骨 
条 为 中 离 ， 检 查 负 环 的 存在 ， 如 果 存 在 一 个 自 环 ， 下 给 它 加 上 一 个 环流 ,加 时 修改 的 费用 
Ci) 必须 重新 定义。 这 一 过 程 继 续 进 行 到 不 存在 负 环 为 耻 。 那 么 目前 的 流 就 是 所 希望 的 
最 佳 流 。 这 两 种 短 法 是 建立 在 以 下 定理 的 基础 上 的 。 

定理 4。 当 且 仅 当 无 负 的 自 环 时 ， 流 是 最 优化 的 。 

XH d deewell so qi Mintysgis 3c em, FF E. Hi Busacker 45 Saaty C08 Fi duxit 
STAR. RATT, AA NAAT RATA / ERE PAR AR. LA 
TS CRUS ST PMR EAR EA C 69 HR. 

NRBIS PS ACE RATS CEN See, mB EL, 最 小 费用 流 问题 (4) 也 
在 其 它 论文 53，75: 8, 和 ;，84，93 一 8909 中 娄 行 研究 。 多 年 来 对 这 两 种 问题 航 每 一 种 ， 剖 已 研究 出 
一 些 定理 与 算法 。Traemper 指 贞 ，(97 灾 两 个 问题 间 存 在 车 一 个 基本 关系 。 这 一 结果 统一 了 
该 理 谁 并 给 出 了 一 种 问题 的 算法 与 定理 变换 为 只 一 种 问题 的 算法 与 定理 的 变换 规则 。 对 于 各 
种 算法 及 定理 的 详细 比较 ,读者 可 参阅 Truemper 的 论文 9 中 7。 值得 注意 ，Onaga3D ,Mewhite 
EjRatüffG9, Malek-ZavarelEj Aggarwal *- h 86 3 9] x PERI ee, 
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5. 多 商品 流 

在 道 信 网 络 中 ， 很 可 能 许多 商品 要 在 多 对 源 点 与 汇 点 之 癌 同 时 进行 传输 。 每 一 个 流 有 它 
自己 的 源 虑 与 汇 点 ， 所 有 的 流 共用 一 个 边 容量 户 (ij， 这 意味 着 所 有 商品 六 (i, 站 之 和 不 能 超 
AbeG.D. RRR RR. RRS A A. ERA 
Bü. (D 使 流产 的 总 和 为 最 大 ，(ii) Wick Jg — e RU BUA TR LO RES JE AT (38. WEO 称 为 
SHARAD, MBG) 称 为 可 行 性 问题 。 

对 于 无 向 网 络 中 2- 商 品 流 的 这 一 情况 ， 昌 ,599 通过 征明 一 个 类 似 于 单 商品 的 最 类 流 、 景 
小 制定 理 的 定理 解决 了 这 个 问题 ， 并 且 提出 了 适用 于 构成 最 天 2- 商 品 流 的 标号 算法 。Rothsc 
hild 各 Whinstont1001 指 出 了 在 要 求 网 络 为 准 对 称 的 情况 下 ， 条 人 c(i, 站 = clj,i) A RB. 
如 果 一 个 网 络 ， 从 一 个 节点 射出 的 边 数 总 是 等 于 射 入 该 节点 的 过 数 ， 则 它 是 准 对称 的 ， 最 近 
Seymour C81 给 出 了 H, 氏 定理 的 篇 短 证 明 。 

Ford 与 Pulkersont162] 最 先 把 一 般 最 类 多 商品 流 河 题 描 述 成 一 个 线性 规划 问题 。 同 祥 的 
方法 可 以 亦 用 到 可 行 性 问题 上 。 从 那 时 候 起 ， 许 多 研究 者 已 经 寻求 了 可 行 性 问题 的 网 络 表 
duse, APT ERS GI ER. BG, Onagacier, 108) 得 出 了 多 商 ih 
流 的 图 论 解 。 他 的 解 是 非 构造 性 的 ， 并 且 和 用 广义 制 K 和 最 小 容量 消耗 R(K) 的 新 概念 把 他 的 
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更 加 特殊 地 ， 本 定理 叙述 了 在 一 个 具有 容量 函数 “ 的 网 络 G(Y,G) 中 ， 给 定 源 点 - 汇 点 
对 (si，t) 和 需求 r (i=1,2,…,&)， 当 且 仅 当 供 应 -消耗 不 等 式 
Nondum € oer, ws), {TV) EE (6) 


对 于 任意 非 负 整数 权 函 数 ( 从 E 到 非 负 整数 ) 都 满足 时 ,这 一 问题 是 可 行 的 ,此 处 di 是 指 从 GV， 
E) RAMMER, wi wow, VERO.) KER 
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的 检验 是 有 限 的 ,可 行 需 求 的 范围 是 一 个 有 限 的 晤 多 面体 。Even, Itai Shemir Cue gig T 4 
商品 整数 流 问 题 是 一 个 NP 完全 问题 ,即使 窗 品 数 限 册 为 2 也 如 此 。 这 一 点 无 论 对 于 有 向 网 络 或 
无 向 网 络 的 情况 都 是 正确 的 。 在 源 点 与 汇 点 均 位 在 无 界 网 孔 内 的 平面 无 向 网 络 的 情况 下 31D， 
对 于 无 向 前 和 偶 容 量 的 欧 拉 网 络 中 的 2- 商 品 流 0122 和 任意 的 具有 整数 边 容量 的 网 络 中 的 单 商 
[T TARAS HAM AK. 

虽然 在 电话 交换 与 VLSI 设计 中 有 许多 应 用 ， 但 对 一 般 网 络 的 整数 多 商品 流 的 实现 问 题 
相对 说 来 ， 尚 未 被 探索 。Tsujii 与 Kurosawatlla 在 道 信 网 络 的 布线 策略 方面 研究 过 该 问题 。 
他 们 的 方法 是 重复 一 系列 的 增 量 的 分 配 与 松弛 ， 然 而 他 们 肝 找 路 径 的 判 据 并 不 有 效 地 反映 多 
商品 流 分 配 的 干涉 机 理 。 景 近 ，Onaga，Marumato 和 Arimotof110 提 出 了 一 种 启发 式 算法 
它 在 每 一 步 ,为 了 路 径 的 连接 。 扒 索 在 源 点 与 汇 点 之 癌 以 最 少 的 交叉 数目 越过 源 - 汇 并 绒 的 最 
短路 径 。 在 HITACH-200 (与 TBM3031 等 价 ，10MIPS- 每 秒 执行 1000 万 条 指令 ，10 兆 比特》 
上 研制 出 一 个 FORTRAN 程 序 。 该 程序 能 构成 整数 多 商品 流 ， 以 满足 多 至 600 个 节点 、1800 条 : 
边 ， 以 及 100 源 - 汇 对 网 络 的 要 求 。 重 新 构成 原 定 的 连接 方法 进行 精度 试验 看 来 是 满意 的 , 精 庶 ， 
达到 大 于 96% 的 数量 级 。 

Rothfarb4 A C15—16 研究 了 一 种 特殊 类 型 的 网 络 ， 其 中 有 K 个 源 点 ,每 个 源 点 表示 一 个 
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不 同 商品 的 源 点 ,而 且 有 一 个 共同 的 汇 点 。 每 一 个 商品 对 应 有 一 个 非 增 函 数 ci(i= 1,2, 6-580, 
他 们 提出 了 一 种 算法 ， 读 算法 产生 这 样 一 个 流 ， 使 得 

z= X ecd: D 
为 最 厂 。 此 处 ?i 是 第 个 商品 的 流 什 。 人 ceYdr 项 可 解释 为 传输 商品 i 的 ei 个 单位 的 利润 。 总 
ARZE — o E PEE RC, À 

最 后 ， 我 们 要 担 到 把 多 商品 流 问 题 变换 为 草 高 品 沪 问题 的 可 能 性 。Soun 和 Tremperti17) 
建立 了 一 些 充 要 条 忻 , 在 这 些 条 件 下 多 商品 流 的 级 性 约束 可 以 变换 为 单 敲 品 网 络 的 线性 约束 。 
他 们 提出 了 检验 这 些 条 件 是 否 性 洲 足 的 方法 。 如 只 被 满足 , 接 善 就 鬼 造 出 等 价 的 单 高 品 网 络 。 
变换 裕 验 要 求 0Cm) 次 运算 《加 和 减 )， 此 处 m 是 原来 网 络 的 边 数 。 

与 多 商品 演 有 关 的 综合 问题 更 为 复杂 。 对 下 预 给 的 一 组 作为 时 间 函 数 的 流 需求 下 界 ， 该 
河 题 是 寻求 一 个 满足 半 有 技术 要 求 的 最 小 费用 网 络 ，Comory 和 Hucll8 提 出 了 两 个 应 用 单 形 
法 或 对 偶 单 形 法 解决 这 个 问题 的 算法 ， 但 是 在 这 一 领域 仍 需 做 很 多 的 工作 。 

6, 通信 网 中 的 多 端 流 

通信 网 是 一 种 网 络 ,其 中 每 一 对 节点 看 作 源 点 与 汇 点 ， 而 所 有 其 它 节点 则 作为 中 继 节 点 ， 
这 里 流 基 守恒 的 。 这 志 称 为 多 端 流 问 题 ， 它 不 同 于 多 商品 流 问 题 ， 在 多 高 品 流 中 不 同 种 类 的 
琉 可 在 该 网 络 中 同时 存在 。 关 于 通信 网 络 中 的 多 洋流 通常 提出 两 个 间 莉 (i》 确 定 所 有 节点 
对 的 最 大 流 ,(ii) 综合 一 个 表 信 和 网 ,使 其 清 足 所 有 景 大 流 信 的 规定 下 界 同时 总 网 络 容量 最 小 ， 

ARG) 等 价 于 构成 一 个 给 定 通信 网 GCV,E) 的 最 大 流 矩 阵 F (一 行 与 一 列 对 应 于 G 的 一 
AWA). MF, TR AMR AA. Msi, fp RMA RRA. PRX 
HEME, PASE OACH ARE, RTS t EO 
从 i 到 j 的 最 小 割 容量 。 显 然 ，F 或 T 可 通过 解 h(n - 1) 个 单个 景 大 流 问题 来 拘 成 ， 此 处 4 是 G 的 
WAR, Schnorr gt TEED BSH, He. 第 GH mindy, foo 的 矩 
阵 ， 可 以 通过 求解 miog2z 个 单一 最 大 流 问 题 来 完成 。 注 意 对 于 m, Meyedaume nr BT, 
可 以 构成 一 个 其 矩阵 T 中 具有 (4 1) (m+2)/2 个 不 同 数 忆 元 素 的 网 络 。 

在 无 向 网 络 或 对 称 网 络 的 情况 下 ， 即 c(i, 站 = oj, 让 所 有 1,jEV，Gomy 与 Hucl22; 指 
出 :Ch 一 1)/2 个 最大 流 管 fi 可 通过 解 4-1 个 最 大 流 问 题 来 求 得 ,如 果 感 兴趣 的 是 寻求 含有 4 个 
节点 的 子 集中 各 节点 间 的 最 大 流 信 ， 那 么 4-1 个 最 大 流 值 就 足以 确定 9007/2 个 最 大 流 值 。 
Guptacl25) 推 广 了 这 些 结果 ， 指 出 了 条 件 c(i,i) = c(j 间 可 由 于 妥 求 网 络 是 准 对 称 的 而 得 到 减 
弱 。 我 们 还 记得 一 个 网 络 ， 如 果 从 一 个 节点 射出 的 边 数 总 等 于 射 入 该 节点 的 边 数 的 话 ， 则 是 
AN. SR, BOR, MASE SRR EAS ORS 

Mayede C22 4 th BAR SHAS RSA, Gomory 和 Hu0199 给 出 了 一 
个 最 小 费用 的 实现 。 至 于 非 对 称 的 情况 ,Frisch 与 Senr126 给 出 了 综合 端点 容量 矩阵 的 一 般 算 
Heo 00 
, .最 后 ， RRS, AAMAS RP, Shileachnndp y 一 
Aomen) ER, BARR PEE DT AT AOS e UE On OD 24, Heb melt R 
该 三 给 中 的 进 数 。 Ho, MERE Gomory Mula, A BON? sae.) 的 计算 时 
PERSIE 00-2) /24- CK RE, RAE HE SSR 1 ELITR A 
的 最 大 数目 边 不 相 接 或 点 不 相交 的 路 径 问题 想 联系 , 耐 且 表示 许多 其 它 在 运输 、 电 路 及 布线 中 - 
RRA. : . uo g G 
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网 络 中 的 流 。 

前 部 分 讨论 的 意义 在 于 ， 不 同 子 其 他 许多 在 西方 研究 并 发 展 了 的 领域 ， 主 划分 的 诞生 和 
咸 冰 首先 是 在 日 本 。 事 实 上 ， 大 多 数 成 果 已 用 日 文 写 册 和 发 表 ， 用 英文 的 不 易 得 到 。 因 为 主 
划分 与 表征 和 求解 许多 网 络 的 基本 问题 密切 和 相关， 所 以 又 统 地 总 结 这 些 已 知 的 成 果 给 西方 学 
者 ， 对 这 一 晤 域 的 进展 已 经 产生 并 将 继续 产生 深远 影响 。 

尽管 在 网 络 流 方 面 已 做 了 大 基 工 作 ， 许 多 问题 相对 说 来 尚未 进行 探索 。 一 般 两 络 的 整数 
多 将 品 流 实 现 问 题 以 及 和 允 商 品 流 有 关 的 综合 问题 就 是 两 个 例子 。 它 们 的 解决 对 于 运输 、 布 


线 、 电 话 转换 和 YLSI 设 计 都 将 有 重要 影响 。 
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第 二 部 分 BAST 


十 九 、 量 网 分 析 


量 网 分 析 是 一 种 处 理 冯 配音 然 现 象 -- 圾 形式 方程 的 方法 。 它 提供 了 一 种 把 与 物理 现象 有 
关 的 变量 进行 合理 地 分 给 的 方法 ,以 形成 这 些 变量 的 无 量 纲 的 梁 积 ,因此 ， 描 述 物理 现象 的 方 
程 可 较 容 易 地 通过 试验 来 确定 而 不 失去 这 种 关系 的 一 般 性 。 它 指导 试验 考 选 择 能 够 得 到 足够 
信息 的 试验 卫 建 免 多 余 的 试验 (还 可 参看 试验 设计 )。 当 问 十 涉及 到 大 量 的 变量 时 。 这 各 方法 
SEMA. ERPS, RAT REGEN MBA, TURLA 
TERA, ARIS LAS hh eC Be BOO qon co, 

量 纲 分 析 的 方法 并 不 是 新 的 。 它 可 追 小 到 千 顿 ， 他 在 当时 把 力学 黄 基 为 科学 的 一 个 重要 
分 支 。 这 种 方法 的 正确 性 是 建立 在 正确 好 播 述 一 个 物 棵 现象 的 任何 方 骨 必须 是 量 纲 齐 次 的 这 
一 前 提 下 。 量 网 齐 次 性 的 原理 ， 它 说 的 是 不 同类 型 的 重 不 能 在 一 起 相 加 ， 这 是 量 纲 分 析 中 最 
重要 的 基础 ， 营 首先 出 付 至 呈 在 1822 年 出 版 的 经 典 著 作 * 天 的 理论 分 析 ? 一 文中 进行 过 阐述 。 
他 不 仅 提出 了 重 顷 齐 次 性 的 见解 后续 还 提出 了 今天 称 汶 最 纲 公式 的 概念 。1914 年 ， Buck- 
inghemCO 以 他 著名 的 x 定理 作出 了 重大 的 贡献， 此 定理 促使 Lord Raylecghr9] 在 以 后 观察 
I, “常常 胎 这 种 情况 ， 以 精心 设计 的 实验 而 得 到 “定律 ”形式 的 结 杂 ,作为 新 东西 而 提出 来 ， 
实际 上 上 却 已 经 被 仅 需 几 分 钟 的 思考 就 了 ”*。 不 用 说 ， 付 里 叶 与 Buckingham 的 著作 已 被 
许多 人 人 引用， 详细 描述 和 推广 。 对 这 方面 的 兴趣 反映 在 自 Higgin90~t1) , Sloan pl X Happ 
5 所 散 作 前 三 篇 综述 性 文献 目录 中 ， 其 中 引用 的 文献 级 有 600 多 篇 。 

1.48 GS 

FADIA B SSL Se a RESET RECURSO P E RE, RRR 
一 个 同类 至 的 值 相 比 较 而 产生 的 数字 。 如 果 要 使 该 数字 有 意义 ， 必 须 规定 在 进行 比较 中 所 采 
用 景 的 大 小 “一 辆 汽 李 的 长 次 是 em"， 这 一 叙述 意味 着 我 们 选取 了 一 个 命名 为 Im 的 长 度 ,并 
且 汽 车 的 长 谈 与 所 选 的 长 庆 的 比值 为 5。 选 取 的 大人 消 ， 诸 如 lm， 称 为 测量 单位 。 测 量 的 结果 
是 用 一 个 数 后 面 距 上 一 个 单 这 (测量 中 洁 采 用 的 ?的 务 字 来 表示 ( 见 单位 )。 一 个 诗 疝 的 页 积 为 
30m2: 的 说 法 指 贞 了 测 基 单位 是 1m:。 因 此 ， 对 于 每 一 种 物理 量 对 应 于 一 种 合适 的 单位 类 型 。 
诸如 长 谋 、 面 积 与 时 间 这 些 物理 概念 叫做 蝇 钢 ， 而 不 同 于 单位 。 一 辆 汽车 的 长 度 为 6m, 它 等 
19.73 ROG 5084, 
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质量 普 久 及 时 间 ! 作 为 某 本 的 、 首 要 的 或 者 参考 的 量 网 是 很 自然 的 。 但 是 这 种 方法 导致 了 量 纲 
的 混 清点 在 于 ， 两 个 互 不 相同 的 概念 都 拥有 关 相 何 的 量 纲 。 这 种 量 绢 拥 用 于 力学 相当 好 。 最 
显著 的 混 清 便 是 能 量 与 力矩 有 着 相 柯 的 量 网 。 伏 面 ， 在 电磁 学 市 情况 就 不 好 了 了。 经典 的 方案 

Ie 
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车 干 年 来 ， 物 理学 申 参考 量 岗 的 数目 从 原来 包含 的 3 个 扩展 到 4 个 .5 个 、 然 后 逐渐 减少 到 
绝对 必须 的 1 个 ， 以 后 ， 由 于 认识 到 员 然 仅仅 1 个 是 绝对 必要 的 ， 但 按照 所 研究 的 问题 而 采用 
Sh. IPRS BRR RRA, FREE OR REG eS One mm, 
Bridgman’) 强调 了 这 一 事实 ， 即 关于 参考 量 岗 的 数目 并 不 是 醒 圣 不 可 侵犯 的 东西 ， 并 且 强 
调 了 量 纳 分 析 只 不 过 是 可 尾 意 地 运算 的 一 种 人 为 的 工具 .虽然 有 人 仍然 断定 参考 量 纲 是 “真正 
的 量 岗 ", 但 是 参考 量 绿 的 自由 选取 的 原理 已 被 广泛 地 核 受 。 因 此 , 量 纲 分 析 关键 的 一 步 就 是 
用 以 下 的 方法 来 选取 参考 重 网 ， 即 其 它 量 纲 ( 亦 称 为 间接 量 网 或 时 出 量 况 ) 能 用 参考 量 细 来 表 
示 ， 参 考量 纲 与 导出 最 纲 的 关系 一 般 地 或 者 通过 甘 本 物理 定律 或 者 通过 支配 现象 的 方 程 或 者 
通过 定义 来 确定 。 当 长 度 、 质 量 与 时 间 取 作 参 考量 网 时 ， 例 如 速度 的 量 纲 就 是 长 度 的 量 纲 除 
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考量 纲 的 选取 市 ， 牛 否定 侍 的 常数 是 无 量 岗 的 。 但 是 如 果 力 、 质 量 、 长 度 与 时 间 选 为 参考 量 
顷 时 ， 该 常数 就 不 再 是 无 量 纲 的 重 了 ， 并 且 其 单位 一 般 移 到 使 之 在 数 信 上 等 于 标准 的 重力 加 
乏 庶 。 表 1 列 出 了 在 力学 中 一 些 常用 前 变量 分 别 在 绝对 量 纲 艇 ,重力 量 纳 制 以 及 工程 制 中 祝 对 
于 三 种 参考 量 纲 的 返 歌 时 的 量 网 指数 。 

为 了 消除 电学 与 大 学 两 个 学 科 中 的 混 清点 ， 把 电荷 加 到 传统 的 1、m 与 # 的 力学 量 纲 上 以 
形成 参考 量 纲 是 方便 的 。 在 许多 情况 下 用 介 电 常数 e 或 导 磁 系数 上 来 代 凌 电荷 。 对 于 热学 问 
题 ， 温 度 X 作 为 一 个 参考 量 纲 。 未 2 与 天? 列 出 了 在 电磁 学 与 热力 学 中 的 一 些 常 用 物理 量 的 量 
网 指数 。 

其 它 的 一 些 重 强制 已 经 安 展 到 用 于 特殊 场 侣 中， 它们 可 在 技术 文献 中 查 到 。 事 实 上 为 了 
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力矩 ， 慷 及 正 应 力 和 前 应 力 的 概念 上 的 混淆 点 :137。 

2. SHER STEARR 

一 组 适当 前 、 独 立 的 参考 量 网 可 以 这 样 选 取 ， 使 竺 包含 在 一 各 网 理 现象 中 前 每 一 个 变量 
WY BNP ee Be eR. OER ROR, Ae TT 
JE BERE Wy (HLA 3X — RAPP Eh dE HE RAR HOT ELT PS oe ERT 
EH—-TER, DAE-HEAT TSS ER. DAR TSA CRRRT MNP RI 
ARRORRELE, APD SS AMER. 着 为 一 个 让 例 。 St PRES 
律 ， 力 FP、 质量 M 与 加 速度 人 的 关系 式 : 


= 常数 ,MA (2) 
WRK, Him Sa eS RA, MRL BFL MAM MMAR Ra, 
变量 HHL 
F mi? 
M mites 
A mhi 
与 和 牛顿 运动 定律 对 应 的 最 网 矩阵 可 得 到 ; 
FM A 
m7 1 1 0 一 
《3) 
n-i 1 0 1 
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在 此 例 中 ， 在 变量 E 的 量 纲 公 式 中 ， 量 网 是 1、I、~ 2。 因 此 第 一 列 为 (1.1、- 2)。 同 祥 ， 加 
的 第 2 列 与 第 3 列 对 应 于 变量 M 与 4 的 量 纲 公 式 中 的 量 网 指数 。 

正如 前 面 已 指出 的 ， 量 册 分 析 方法 是 基于 这 样 的 前 据 ， 勾 任何 正确 地 错 述 一 个 易 理 现象 
前 方程 在 量 网 上 必须 是 齐 次 的 。 如 黑 一 个 方 释 的 每 一 项 都 具有 相同 的 量 纲 指 数 ， 岗 称 该 方程 
在 量 网 上 是 齐 次 的 。 当 然 这 种 方 竹 与 采用 的 单位 制 无 关 ， 此 单位 制 与 规定 的 单位 与 方程 的 量 
统一 致 。 用 一 个 列 僚 是 ( 也 乞 为 量 网 撩 量 ， 它 表示 了 量 纲 矩 阵 守 该 变量 所 对 应 的 列 ? 来 表示 一 
PERRY ER. ECE HFN RARE, 217, 3X — RARER 
HH. 

EASE PBR HAN ER, Qu, o, Ou MARKET HAD,, D, 
…， 到,。 这 一 现象 一 般 地 可 用 下 式 表示 ， 

FQ) Qs, O05 0 (4) 
4RUR ART RP RE, TERPS EER, IXÓ RRRREE. REAR 
FRPHH—-+RATISRGRWRESESHVERARARRA, KRARHER 
B. GR ELE BUX M CO AMARA 

fO, un =0, G) 
RF, FRAC y OARS Re SOR nF SUIS A GR 


m-QrOPeeQne. 《6 
ÇR, Ra, or R。 是 选取 的 一 级 参考 中 纲 。 那 么 变 明 0. 的 量 岗 公式 由 下 式 给 出 ， 
RES RE Rie 0) 
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UP ABE PET RA RE T 
Di = [qi du, vy dml 021,2, ICH 
对 于 56) 式 的 x;， 惠 用 17) 式 的 量 岗 公式 可 以 写 册 下 式 : 
(RSR, e Run i) CR R Ryde Pe (Rao Ryton ee Rude ere 
@ 
Fior REE Ra BRR RAB, AERP = 1,2,-, m) 的 指数 相 加 必须 
AF, ATEA: 


CNET ERE 


d, fi tdy tgi t 


a0 
dua madame duum = 0 
JB CO SEP HERR ERAGE, 10 式 可 写成 ， 
LB,, B, ©, DZX:=0, ic], 2, =, n ap 
Xm Xi = (ei, Xia c0, m3] (12) 
或 更 为 简洁 地 二 成 
DX=0 aas 


RH, Ma Xi 1,2,,--.n, BI ELCHE HG ERE TERCER CALME RE (13) 式 的 
JE B) 3E — BUE REL REE EA, RAS ORAE, ARERR CR DT BR 
HONBXGU A RA KOA RAR BMA Ob 221。 许多 作者 常常 也 使 用 "一 数 
目 这 一 术语 。 因 为 这 是 在 1914 年 由 Buckingham 普 先 提出 的 :人 H， 他 使 用 符号 < 作为 无 蝇 纲 的 胰 
积 (或 群 )。 事 实 上 ， 这 一 名 党 更 能 表示 出 他 对 量 岗 分 析 的 贡献 ， 并 称 为 Buckingham sEm, 
为 z 存 可 能 与 通用 常数 = 3.14159 相 混 活 ,所 以 用 他 名 字 的 字 头 如 来 代替 不 。 

办 下 面 的 例子 说 月 上 述 方法 。 

Bii. 此 问题 是 求 县 挂 于 真空 中 在 重力 影响 下 的 单 操 周 期 (p)。 为 了 写 出 启 期 的 方程 ,第 
一 步 是 研究 影响 周期 的 物理 量 。 基 于 这 一 点 ， 很 明显 症 摆 周期 决定 于 摆 狂 的 质量 M， AHR 
EMAKEEL, 4RAAAH MARS. MMM, MEn, KERNI eee Ht 
网， 亦 即 R=m、R。 = i 以 及 R, = t。 从 表 1 得 到 变量 灶 、I、P 与 8 的 车 岗 公式 , 并 与 它们 的 量 
纲 矢 量 一 起 表示 和 如 下 


变量 量 纲 公式 RARE 

Q,-M mitt Di -[1,0,0] 

Q,-L molit® B, =[0,1,0] 

Q,-P mt D; =[0,0,1] 

Q, =g mit Di-00,1,-2] 
因此 ，(6) 式 ;的 量 织 公式 可 以 表示 为 : 

(ni) Cm mm a (14) 
JUR AUDACES RETI GIO EUR 
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tia 1 D 1 = (15) 


tLe 0 1 sedi 
Lez] Lod 

Ee RBG ATA hy SA, Ais Rd RET, ta, saeur, TE 
BAR RDNB-RE, 

Xi-[0, —z,5 22,4 zal i=1,2,3, 4, ae 
式 中 ， eo Itiem dE HR, 

=M? La Pisas 1 gras (17) 

Bop AC, m 因此 仅仅 有 一 个 线性 独立 解 ,并 且 仅 有 一 个 
BR. ARAE, Xs = 1， 因 为 到 是 常数 
UDA SR PRs 


Po mate (18) 


这 一 常数 的 值 ， 人 们 知道 它 是 2r， 不 能 由 量 网 分 析 法 来 确定 ， 而 必须 用 试验 或 解析 法 求 出 。 

此 例 说 明 不 基 (5) 式 所 有 号 - 数 z, 都 是 线性 独立 的 。 恕 果 每 一 个 号 的 至 - 数 是 该 组 加 - 数 灾 
HRA, WREAK Bye. WTAE ENB RRA ARR, DUX 
SEE SEE CUD A PARE TR AA Je ARRE SE J SR» ELTE A PA ic 
科 性 (例如 Hohnf3D 与 Bclman5s27) has, METAR- 63: Bl 

定理 1. Noe EESLSCU ROB- BERS NRRORS TR or, LE 
BOA TWA, ERB, 

这 一 结论 首先 由 Buekingham 进 行 过 讨论 C9)， 并 且 由 Langhaar 叙 述 过 [?3]。 它 说 的 是 当 且 
仅 当 一 个 方程 可 篇 化 为 一 个 好- 数 完 音 集 的 一 种 关系 财 ， 则 该 方程 在 量 岗 上 是 齐 次 的 。Back- 
ingham $5 CO BOE GU Wh Jy E, 

ERL 一 个 方程 i(Q.,8,:…,Q,; = 0 在 量 纲 上 是 齐 次 的 ， 其 充 要 条 件 是 它 应 能 化 简 为 
EG, Tu, cn, T = 的 形式 。 式 中 各 个 r 是 各 个 变量 @ 的 召 - 娄 完备 集 。 

这 条 定理 虽然 不 能 从 给 定 的 一 组 变量 中 预计 到 大- 阁 的 完备 集中 的 乘积 是 多 少 , 然 而 它 说 
时 了 一 个 有 2 个 量 的 牺 理 更 篆 可 用 一 个 召 - 妆 的 完备 集 来 严格 而 精确 地 加 以 撒 述 。 在 一 个 号- 数 
完 兰 集中 的 霖 积 项 数 可 册 另 一 条 规则 来 确定 ， 它 与 定理 ! 等 价 。 这 条 规则 〈 即 定理 3 Hon 
Van Driest Wye, 

定理 3、 —tBRCER PRR NGM STREAM RARE 无 RARR 
变量 的 最 大 数目 。 

为 了 证 明定 理 1 与 定理 3 的 等 价 竹 ， 仅 需 说 明 不 形成 无 量 网 乘积 的 最 大 变量 数 等 于 量 急 矩 
EDM RAE. 

利用 线性 矢量 空间 的 表示 法 ，Buckingham 定 理 ( 即 定理 2》 简 单 说 明了 量 纲 矩阵 的 零 维基 
AM EMER, Aik Van Dricst 规 则 (定理 3 确定 了 量 网 给 阵 的 等 度 ( 维 )。 求 取 加 - 数 完 备 祭 
的 问题 就 等 价 于 计算 (13) 式 的 基础 解 系 ( 称 为 看 -矢量 的 完备 集 )。 为 简单 起 兄 ， BB 
di S ILI 8 Hon sc de IN A RE, 
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ETRAS HEB ERAS Bas] BH, 
BM. 若 参考 草 网 认为 是 独立 的 ， 并 且 这 些 参考 量 网 的 数目 是 不 变 的 。 则 与 一 个 物理 
现象 有 关 的 到- 数 相 对 于 参考 量 网 的 选取 症 不 变 的 。 
这 条 定理 的 重要 意义 在 于 。 在 计算 无 量 岗 滋 积 的 完备 集 或 在 计算 与 一 个 物理 现象 有 关 的 
天- 数 中 ,只 构 量 纲 的 集合 是 独立 的 且 其 数目 不 变 ， 则 选取 什么 样 汐 参 考量 网 是 无 关 紧 要 的 。 
在 全 1 中 , 单 摆 问 是 涉及 到 4 个 变量 。 量 网 短途 加 由 (15) 式 给 出 。 因 为 妨 的 秩 为 3， 祖 据 定 
理 1， 正 如 所 预计 到 的 ， 仅 有 #~r= 4- 3 = 1 个 独立 的 三 - 数 。 
现在 假设 将 力 、 长 度 ! 与 对 间 # 选 为 参考 量 纲 。 从 才 ; 知 ， 新 的 量 网 矩阵 加 " 变 为 ， 
M L P £ 
ff 1 0 o o1 
Bp'-i|-1 1 0 1 


th 2 0 d -2j| 
RD SENDER DEER. EEBESSEHEIEDUT Bor dRÍN m, 1, TARR, BRX 
KEI PBB, 


(19) 


mr 1.0 07] 
(20) 
Dp = 1 1 1 0 
ti -2 0 1j 
GAREE D-DD", RAD Uu POX -0 MORE, EAR 


Ri BER 
IA SURAT, RDI APRON, ERE LEE 
AAAS ORES AM ATANN, LMR HTS, PNA E 
MRR KERMAA NWAR OAL sR AE RD DLE ET M IR 
AT WARS MRE, TENS IM C RE SC Re A 
RARES. 
3.508 BERD R ALTE R 
DSS REE UIE TSR, PRT, 
UH FTIR EARL E 
4 DBR A TII ARREN RAER, IERI LHL, 
EER GMEMMA, KARE, TUBE, MIME 
LB’ Ej (21) 
EOUME, Rw RIS, Zk TARE Re. BEDNE 
那么 (21) 式 经 过 有 跟 次 的 初等 行 运算 ， TAR SEERE BELGES, 
[D. D. €4] 


LO o c..] ` 
ah, DLE BRERA LEAR, Dir, 6.5 C1, PME rx non Br rs 阶 及 
Cn- r) x nri i. 


(22) 
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定理 5。 C,.HHEC: ZONA ZEB, 

正如 Buckingham 所 指出 -中 ,此 定理 的 优点 在 于 如 果 每 个 非 独 立 变 量 或 者 可 调整 其 变量 仅 
在 一 个 无 量 细 骏 积 中 出 现 ， 就 可 以 最 容易 地 确定 出 这 些 无 量 纲 乘积 问 欧 函数 关系 ， 例 如 ， 划 
果 速 度 在 实验 中 是 很 容易 改变 的 ， 那 么 这 度 应 仅仅 是 一 个 独立 无 晤 纲 变 量 (的 乘积 中 出 现 )。 
换 句 请 说 ， 有 时 和 名望 某 些 特 定 的 变量 在 一 个 吾 -矢量 中 而 且 反 在 一 个 可 -矢量 中 出 现 。 另 外 ， 
对 于 一 个 完备 的 至 - 扼 阵 来 说 ， 怎 样 知道 是 否 还 有 另 一 个 具有 这 种 性 质 的 变量 存在 呢 ? 如 果 一 
个 需要 的 变量 确实 存在 ， 亏 么 如 何 能 得 到 它 而 不 必 穷 并 所 有 可 能 的 线性 组 合 ? 这 个 问题 的 解 
决 包含 在 下 列 的 定理 中 > 

定理 56、 令 十 ! 是 一 个 与 一 组 变量 有 关 的 给 定 的 完备 吾 - 乍 阵 ， 沼 且 仅 当 在 十 :中 (相应 于 
一 些 特 定 变 量 的 ) 各 行 是 线性 无 关 时 . 则 存在 一 个 这 种 特定 变量 组 成 的 完备 吾 矩 阵 三 : A 
ARCH ES RE HE BEDS ALL BELT TUB TETUR LS 

利用 下 列 例子 来 说 明 上 而 的 方法 。 

f. 一 个 投影 面积 为 性 的 光滑 球体 ， 以 违 度 * 通 过 一 个 密度 为 与 烙 洲 系数 为 4 的 流水 ， 
RACER BSN RH. DE, ma^ o. A. Somme. IRDABUSERR, RE 
Em, KESHA HISPER. ARI AREA: 


é vu A p E 


Qn 
D=: 1 1 2 -3 -1 
ti -2 -1 0 0 -1j 
Ó5hruWsGu&mOsM, PRET E 
La d. GO 
Ch Paw. 
F1 1-211009 6 0] 
0 1-119 1 B 9 9 
0 2 0 0 0 1 6 0 GS) 


1 -3 01000 1 0 
L1 -1 -1i10 0 0 0 t, 

目的 是 应 用 一 系列 初等 行 运算 : 见 HohnrsD)(25) 式 ， 使 其 成 为 (22) 式 的 形式 。 因 为 她 的 铁 是 
3, Wipk C. PCIE nr) xa=2x5。 下 面 一 系列 初等 行 运算 将 得 到 所 要 求 的 形式 ， 

新 的 第 4 行 = 第 4 行 ~ 第 1 行 三 ‘命名 为 )4' 行 } 

新 的 第 5 行 = 第 5 行 一 第 1 行 三 “命名 为 )5' 行 3 

新 的 第 3 行 = 第 3 行 - 2x 第 2 行 =3/ 行 ， 

新 的 第 4 行 = 第 47 行 +4x 第 2 行 =4” 行 ， 

新 的 第 5 行 = 第 5/ 行 +2x 第 2 行 三 5” 行 ， 

新 的 第 4 行 = 第 3/ 行 + 尾行 =427 行 ， 


新 的 第 5 行 = 第 5” 行 + Lope stt ig 
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M o 


pe 


E d 


HRE REAT UAHA R H F RA RRE S. 
[1 1-2) 1 9 9 0 oF 


0 1 9 1 00 0 
T5, €! 
0 0 0-2 1 0 ols (28) 
MEM - [L9 €. 
0 o -1 2 1 1 9| 
Lo 6 oi- 34 2 9 ij 
Att, D ERER BRR. 
6 o A p n 
(27) 


2 1 1 0] 
| 


€, 
L-1 aig 0 i] 

REEE, C HBR PEs BMA Pa ES EMR TEE 
LIT A CLER LEER DLIMCCHD E E REP MEI INE E! 
B3 ZAH- TRARA: 

f@Ap/ð, vpAsd) = 0, . (28) 
RH, x,-v'Ap/0, z,-vuAU?/0, 或 为 另 一 种 形式 ， 

vtAp/d=f (up A1/* /6) 

因为 6 出 现在 两 个 乘积 之 中 ,所 以 这 一 关系 并 不 是 计算 阻力 的 最 好 形式 。 因 此 必须 改变 两 

个 独立 的 着 - 数 ， 使 5 仪 在 一 个 如 - 数 中 出 现 。 为 达 此 目的 , 我 们 令 村 是 一 个 包含 有 对 应 于 6 行 
药 2 院 非 奇异 子 矩阵 人 is。 主 是 , 选取 Cs :的 第 1 行 及 第 5 行 (因为 6 在 第 1 行 , 风 第 1 行 必须 选取 ， 


而 另 一 行 是 任 选 的 )， 并 给 出 为 ， 


(29) 


fet -11 
Me | ， (30) 
L 0 ij 
其 伴随 从 隆 由 下 式 给 出 ( 见 HohncsD)， 
[1 1] 
Ar- | (31) 
Lo -1J 
那么 矩阵 乘积 
fei -11 $ [- 1 971 
2 1 | vi 2 i 
BUE! 11 ] 
CiM, = 1 oer) | =A | 1 m2 (32) 
(LO -il 
1 9| ?| 1 1 
Loo al pL o -1j 
JE—A-BESORIRIB-—EPIE, HERB- A: 0, = Aout /d,x, -v0A'*/n,. 8 8)— A BUR 
Xn 
9/Apu* =f, CopA!* /u) . (33) 
A «ad* /A,0, =z?vpd/2p。 无 量 织 乘积 vpd/4， 是 首先 册 Osborne 


令 d 是 该 球 的 直径 。 则 
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Reynolds 导 出 的 ， 即 为 熟知 的 雷诺 数 ， 记 作 Re。 现 在 (33) 式 可 表示 为 : 


6= (Apu? /2)f CRel (34) 
用 下 式 定 义 一 个 阻力 系数 ， 
6- C,CApv* 2) (35) 
我 们 有 
=fa(Rey (26) 


于 是 ， WIRE APR BATA AEROS t 与 Re 的 一 个 方程 。 从 实验 数据 可 作 
BLZ XCRCC :为 雷诺 数 的 函数 的 图 形 。 当 已 知 球 的 速度 时 ，(34} 式 加 上 组 力 系 激 , 是 日 前 直 
itg La LEE BT SO AO APT 

X—Ji, Y“RARRRREEN, GUOARRGOREAT BB. APE cod 
MERKER, ERRE RAPE BET PRR, WERE, e ME HE TH 
v—n Cs. WOT dr SET B TRU SERRCCLT RB CTE A 
WASTER), FF 


2 17 
M= 1 Gn 
L0 1] 
3E A PER (38) SUE SER AY I8 RR. 
f-1 -14 or 1 1] 
| 2 1 vl-2 0 
! T1 -131 ! 
-CuM.--| 1 12] | {=A | 一 工 0 (38) 
i Lo 2] | 
1 [] pj-1 1 | 
L oa ij BL 0 -24 
sim, Mg LMMERIAEEEIS DE, FBLA REOR In, = 0/Apo? Ix, = Op/s*, 并 得 到 : 
8/Apo* =F, (pe/p*) (39) 
从 (35) 式 很 容易 证 明 ， 
vpd /u = Re = (8p0/ C 0) "tp, ao 
并 且 (39} 式 可 表示 为 : 
€, = fs (P8/8>) (41) 
WDE MM RA RAR O/H. BIS — BELA EUR, (1035 CAD 
式 基 直接 确定 速度 的 合适 形式 。 


例 3。 被 一 个 晶体 点 阵 散射 的 电子 的 平 汐 自由 程 已 知 与 温度 9、 能 最 LUI ME 
HER, BKRESHRA. UBT ARM CSM Shockley(250)43 6, MMEEKRER 
PR — ee FB. 

EREKE MEn, ASE EETGRON 825 RA MAM REED, 


P, C E h k OM 
iri-1 2 2 2 0 04 
B-n|po 1 1 1 1 @ 1| (42) 
tlo -2 -2 ~1 -2 € | 
Tio 0 0 0 ~1 1 0 
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ATHAAMBEH, TTR, 


1D E. (43) 
VB PRAM: 
pio o 8000004 
-1 1 -2 (012090000 
2 1 -2 / 00910000 
2 1 -1 910001000 a) 
i 2 1 -2 -10990190 
0 6 0 100900010) 
Loo 1 0 00090001 
利用 一 系列 初等 运算 ， 可 以 将 其 排列 成 (23) 式 的 形式 ， 得 到 ， 
p29 9 0| 1 90 000 07 
91-2 0| 1 10 noo o0! 
05 | 2 01-200 1| 
00- -2 00 100-1] (45) 
00 | 2 00-210 1 
00 2 00-211 Li 
Loo o of s-10 200-14 


BIG ARCDLABEBIE E PE, DE PER UDR UD Ae 


GM pte 0 07 
(24) (91-2 0 
B., = (48) 
Uo dE oo-1 0 
diisfpLoo- 0-31 
Up 100 000 07] 
(第 2 行 )| 119 000 "| 
TES (47) 
déíatioj-2090 100-11 
GD- 200-210 14 
P, CE kkO M 
désir 2 01-200 1] 
€, = (第 5 行 ) 2 00-211 1| (48) 
G87 L-s~10 200-14 


Hit, €. REESE GRE. AHBRR PERRIER, PA DWRA, AEE 
16H, JESEROB REPAIRER, CHS- RAMEE CLUB 7 £1. 

很 定 问题 是 要 求 取 奋 的 1 个 想 - 和 矩阵 ， 使 变量 Pu，(C 上 与 BE 的 每 一 个 在 吾 - 矢 量 的 1 个 ( 仅 为 一 
M ESL, BDS CIO TASPEME (包含 了 对 应 于 变量 P。、C 以 及 的 头 3 行 )》 是 非 奇 异 的 ， 
RETA, FE TRAM BRR, CME, JU. 
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p 2 2-84 p^32 9 04 
| 0 0-1 | 9-2 0 
1 
. | i D OF 88-23 | 0 60-2 
€uM.-,-2-2 2 - - 2-6 9 (49) 
i ! -15 id | 
| 9 1 91, gz gt 171 8 9 
looa 0| l-i s 2 
Coa arid L-i1 3 o 


PAE (49) SCR: VLRE UAE GEO Sz d BR DES TAB PR RC HS LR PE 
Hs 


FOh3/PiAÓM, h*0^M*/C?h*, b:82/Ri) =) (50) 
MREP. CHE, H8 Ae DUE TE SESISIE BUD EL. A-RERA SR, 
P2 = (h2/ROM)f, CASOS MI /Cihs, £292 R3) (51) 


EGUASCUAPHBRRRTN EH RAD RAE, CHAM. HERE 
在 于 可 招 原 来 包含 有 7 TREATS MRM e NA FERRO 
程 ， 这 就 大 大 节省 了 为 支 妈 方程 而 扬 需 进行 的 试验 次 烙 。 

4。 完备 矩阵 的 最 优化 

前 面 已 经 指出 了 从 一 个 纵 定 的 量 风 矩阵 来 计算 一 个 完备 如- 抢 降 。 除 了 某 些 变量 中 的 每 一 
个 需要 仅 出 现在 一 个 无 量 岗 的 乘积 中 之 外 ， 完 备 亚 -矩阵 的 选取 完全 是 任意 的 .为 了 简化 与 一 
AUS BE HRA SOHO EE EA SCR, GER A B-REN, BP 
REB RASS LMM SRA PAIR, MR loe 
RAB Ey CC, HS apple C ft m T E IIT Ot Co n f Ud, (OETA B Je EH HE E 
£ tj) B SEATS Sh, BARLETE 55 — 1-730 9L UT 
闫 的 公式 形式 变 为 最 简单 ， 在 其 它 方面 这 些 公式 完全 是 生意 的 。 显 然 这 两 条 莽 优 化 准则 的 次 
序 古 重要 的 。 为 此 ， 企 设 准 则 (2) 在 准则 (1) 后 面 。 

因为 任 党 完备 器 - 滤 阵 的 务 列 是 量 网 拢 阵 移 零 维 空 间 的 基 ， 因 此 任意 两 个 如 -矩阵 是 通过 
SE AS Feat t d 3. -TEER EREDA TEE AP RPE DS TE SC s m 
ERES REUS SL HK EIE, Chen 22098 ih TAREHA B S RS R E 
不 打算 亲 说 明 这 种 算法 。 以 一 个 例子 来 说 明 其 结果 。 

例 4， 对 于 一 个 给 定 困 点 阵 , 利 用 下 列 变 所要 求 点 阵 的 电阻 系数 与 温度 系数 的 关系 :平均 
HREL, EPHREM, MAUEREN, BEO, PURER RRA ME, EE 
VERB ARe, HEEEL mim, HRA ACW RARTAASS MW. AA RH 


纲 矩阵 加 由 (52) 式 给 出 为 ， 
L M N Q k k 9 u p 
trio 0 -3 0 2 2 090 1 8 1 
"| oi 6 0 1 1 0 6€ 1 | 
B-:1i0 9 0 0 -L -2 9 -1 ~-i C52) 
g | 0 0.0 10 €6 9 0 -2 
Tlo 0 0 9 0 -11 0 € J 


FUB BIS BEBE BPE, WED —TRUT (22 RHE 
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1 0 9 9 B31 0 9 6 0 6 6 6 0) 
6 2 0 0 49/10 1 0020 09 9 o ol 
ig a 0 9 cs à 1 20 9 » o c sl 
| 9 0 0 16o 6 0 1.0 0 6 0 2| 
| © 09 -1 9 @ -2 ~1 6 0 1 90 6 0 aj GD 
29 0 0 0 0/2 © 0 -2 1 1 0 € 
| 0 00 9 1/0 0 0 9 © 0 ! 9 € 
[69 9 00 ii 017 0 0 -1 0 0 1 6 
4000 001-10 02 -10 0 0 1j 
BiU. —458fBEENITEEE F SA 
L M N Q k k B U D 
(第 3 行 Yf3 0 1 d © 0 0 0 0) 
c NC ID 2 1 0 9 +2 1 1 9 6 (54) 
UC OBS d 1.0 23 -1 0 0 1 9 
(第 6 行 ) 人 -1 © 0 2 -1 0 0 9 1 


ARMER, SI Chenfi WIR, HEPA MEE, BAENA S 


f f3 90 10 9 0 0 ao) 
| 
[1 1 0 0-10 € 1 o | 
[0 0 9 0 9 =i 9| 635 
L-1 0 0 2 -1 0 0 @ 1) 
Falk, FE PE LEE EE Gd Bee Ae BR 
KLEN, LMv/h, Mut/k0, G*tp/Lhy=0 (56) 


TARRAK OG EE X SECUS E TO ee RT 
TEREK. pii PEAR BSUS EERMR 4 个 值 。 为 了 试验 在 原始 方程 
中 所 有 全 的 组 合 需要 4* = 262144 试 验 。 作 为 (55) 式 的 结果 ,对 于 4 个 吾 - 数 中 的 每 一 个 取 主 个 
则 现在 只 需 和 进行 4 = 256 次 试验 。 


5. 名 词 术语 

4 ~ 一 加 速度 或 面积 N— Ii guine 
CFSE HB 了 一 一 展期 

C4, 一 一 阻力 系数 P,— E29 E HE 
DERN op Q—— iij 

E 一 一 能 量 a --- BIF 
fF—A Re — EHE 
8 一 一 重力 加 速度 @,T .—iü zt 
一 一 普 朗 克 常 数 t- 一 时 间 

k— RR BE He 6— HI 
L—— KERTH aE e—— inp i 3 
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v— RE 4 一 一 导 磁 系 数 或 粘性 系数 

1 一 一 长 度 ?一 一 流体 密度 或 电阻 系数 

m,M 一 一 质量 
“Dimensional Analysis" in ECT ist ed. Vol. 5; pp. 123-141; by D. Q. Kern, The Patterson 
Foundry & Machine Co.; "Dimensional Analysis ia ECT 2nd ed.j Vol. 7, pp. 176-190, by I. 


H.Silberberg, Texas Petroleum Research Committee and John J. MoKetta, The 
ol Texas. 
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二 十 、 量 纲 分 析 代 数理 论 


R * 

ANSPRT—PH AMARA MER TSE RUNS EE RGR DUREYE, PA 3E 
物理 现象 相关 的 变量 的 无 量 岗 乘积 。 该 算法 是 非 穷 举 的 且 很 适合 于 数字 计算 机 上 计算 。 还 给 
出 了 示例 。 

1, 35 

量 网 分 析 研 究 了 描述 自然 现象 竟 -“ 航 形式 的 方程 。 它 已 有 效 地 用 在 工程 造型 (建立 模型 ) 
中 。 近 来 在 工程 系统 造型 中 利用 量 网 分 析 的 浓厚 兴趣 反映 在 Higginc5'6 及 Sloan 及 Happ57? 的 
三 篇 综合 文献 目录 中 ， 他 们 引用 了 600 多 篇 文献 。 

从 工程 观点 看 量 纲 分 析 的 主要 目的 是 对 一 种 物理 关系 作 排 列 ， 在 不 失去 这 种 关系 的 一 般 
性 的 情 阅 下 ， 使 这 种 关系 更 容易 地 电 试 验 来 依 定 。 沿 变量 的 数目 很 大 时 ， 这 种 方法 特别 有 价 
值 。 因 此 ， 惠 用 此 方法 使 一 个 试验 的 复杂 性 与 试验 范围 大 为 简化 。 

把 景 岗 分 析 应 思 到 一 个 特定 的 物理 现象 时 ， 第 一 步 是 选取 一 组 合适 的 参考 《或 基本 ) d 
铅 。 多 年 米 ， 移 理学 中 的 参考 苹 网 数 日 从 原来 的 3 个 发 展 到 4 个 .5 个 ， 然 后 逐渐 下 降 到 绝对 必 
要 约 1 个 ， 以 后 ， 由 于 认识 到 最 然 仅仅 1 个 参考 量 岗 是 绝对 必要 的 ， 但 按照 研究 的 问题 采用 3 
个 、4 个 域 5 个 参考 量 岗 可 带 来 很 大 的 方便 ， 于 是 量 网 数 上 月 又 有 了 增加 。Bridgman 强 调 了 这 一 
一 一 即 参考 晤 网 的 数目 并 不 是 神圣 不 可 侵犯 的 ， 同 及 强调 了 量 岗 分 析 只 不 过 是 可 作 任 意 
运算 的 一 种 人 为 葛 工 具 c2?。 尽 管 有 人 仍 在 寻求 参考 的 “真实 苦 纲 "， 但 参考 荆 细 自由 选取 的 原 


理 已 被 广泛 采用 。 . 
H5 —BdÉGRWEBHRLA HERUNTER SREBUU— oce HE. MUS, REAR BUR BLUE 
T BESESCIELES E 


本 文章 旧 的 是 提出 项 网 分 析 的 某 些 基本 性 质 。 

2, HEBEXUR S BREITE E 

假设 我 们 已 选 定 了 一 组 合适 的 独 
变量 的 量 网 都 可 用 这 些 参考 量 网 米 表 示 。 为 了 把 代数 方法 用 于 量 纲 分 析 ， 用 一 个 矩阵 来 表示 
各 变量 的 量 纲 是 方便 的 。 这 一 矩 降 称 为 最 的 县 网 矩阵 ,并 用 符号 可 来 表示 。 可 的 每 一 列 
代表 所 研究 的 一 个 变量 ， 驯 的 每 一 行 代表 一 个 参考 二 网。 怒 的 第 证 个 元 素 表 示 在 是 网 直达 式 
HERE TA PRU AEE A ir T DIAS 6 80:525 EUR DEC, ioa A, DEE AD RF 
定律 ， 它 给 出 为 : 

H= (8°/15)(R404 /hes), a) 

DPA ARAM ALA MAE, RMA ABs 9 为 辐射 表面 的 温度 ;有 AEREN 
Bs CGM, WERKE), MEOD, HA OUR OBA 226 BR, WH aE 
En MAAR AAs 


SRA, (dbdr—4 0 XLSUD HERD E> 
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H k 6 h c 
L(-1 2 @ 2 1] 
B-M|: 1 @ 1 6! ET 
T|-2 -2 9 -1 -4 
elo -t 1 9 oj 


TERRPU B, SURE EMA AAR L MT-10-1, BLS OMAR AER 52,1, ~ 2， 
-I)o 
显然 ， 当 且 仅 当 一 组 变量 的 指数 赴 齐 次 方程 

PDX=0, (3) 
HEN XUECERUURSULOR NM, LENE RE SENI TRIER, HERE 
与 至 的 各 列 用 相同 的 次 序 排列 。 为 方便 起 见 ， 车 到 是 CO UN HR RMS 
BOE. P+ BRAMS SEN MERA BLO, BESET “7~ 
BO KORTE, (= 3.14159 的 出 现 ， 我 们 不 使 用 它 ， 例 如 行 矢量 [1, ~ 4, - 43,37 的 
转 四 起 (2) 式 的 一 个 恩 - 矢 量 ， 相 应 的 无 量 纲 乘积 

HR-7*0-*k36* (ep) 
是 (2) 式 的 一 个 器 - 数 。 显 然 , 一 个 物理 现象 的 号- 数 不 全 是 独 六 的 。 如 果 adt B 
一 个 集合 的 骂 数 冬 等 的 乘积 ， 则 狐 立 忠 - 数 的 这 个 集合 称 为 是 完备 的 or 定理 是 由 Buekingham 
SAE GEA Buckingham 7 定理 )C9， 冯 且 仪 当 一 个 方 雄 可 以 简化 为 一 个 完备 的 如 - 数 
集合 时， 由 它 在 量 网 上 是 齐 次 的 。 但 是 ， 他 林 能 正确 地 说 明 如 何 地 从 一 个 给 定 的 变量 集合 中 
WD MB RES AT RHE, Van Driest 叙述 了 一 条 可 以 严格 证 明 的 
下 列 帮 则 ， 一 个 完备 集 的 吾 - 煞 的 数目 等 于 变量 的 总 数 碱 去 不 能 形 EAS ETT 3 
的 最 大 数目 。 用 (3) 式 的 线性 无 关 的 可 -矢量 来 表示 后，Buekjng ham 定 悍 简单 地 叙述 为 4B 
阵 如 的 零 维 空间 具有 轿 定 的 维 数 ， 因 此 Van Driest 拢 别 确 定 了 可 的 零 宕 ， 即 它 为 允 的 变量 数 
城 去 其 秩 。 这 些 结论 用 丝 性 代数 来 表示 当然 是 众所周知 的 ， 但 是 它们 在 量 妇 分 析 中 是 极为 有 
用 而 且 是 重要 交 。 十 是 ， 求 下 一 个 完备 的 号- 激 集 的 问题 等 份 于 HAR GRRE 
ZAID 的 基础 解 系 。 为 简单 起 见 ， 由 加 的 完备 如 -矢量 集 而 形 成 的 矩阵 称 为 如 的 一 个 完备 
BER, 

HTRH—THAB SAHARA RL, Id, Bg no TENOR 
尖 利 的 ， 从 而 起 免 了 公式 中 分 指数 的 出 更。 下 面 我 们 将 假设 这 一 点 。 

在 中 中 ，Hape 用 一 个 有 代表 人 竹 的 例子 说 明了 参考 量 纲 的 选取 不 会 影响 吾 - 数 。 这 里 ， 我 
们 将 证 明 这 一 论断 一 般 说 来 也 是 成 立 的 。 

定理 1。 假若 认为 参考 量 网 是 独立 的 ， 月 这 些 参 考量 纺 的 数目 不 变 ， 则 与 一 个 物理 现象 
WS BME HN TSS BA ERR TEA. 

证 明 ， 令 一, 是 表示 对 应 于 (3) 式 中 可 的 各 行 变量 的 列 矢 量 。 令 吾 * 是 表示 对 应 于 新 选 的 
参考 量 岗 的 列 冬 重 。 那 么 与 在 如 , 中 的 这 些 变量 相关 的 量 纲 矩阵 至, 相对 于 OUI 
来 说 是 非 奇 异 的 。 如 果 不 是 ， 出 恒 , 中 的 各 变量 必然 是 不 独立 的 。 不 难看 昌 ， 抵 阵 DDE 
与 原 变量 集 相关 的 相对 子 显 :中 新 参考 量 纲 的 量 纲 矩 阵 ， 因 为 线性 齐 次 方程 组 

D.DX-O 及 DX-O, (5) 
是 等 价 的 ， 凯 到 立 即 得 到 本 定理 ， 
作为 示例 ， 我 们 仍 研 究 由 Hapa 阅 述 过 的 司 蒂 芬 定律 。 与 参考 量 网 长 度 (OD, KB 
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CM), BERT) EURIB HE CO ) Ry AS S] APS s A RESP, BSR 以 选 
WERE), CF), ECT) RCS) EN SBA EG, REST IS ay EE Ee og 
H k 6 k c 


L(-2 0 1 1 1] 
pe Flt 0 1 1 0 | e 
rio ® 0 1 cH 
sio 1 -1 0 
BD ERS ndis p.d rs. 
LF T S 
L(1 1 0 2] 
p,-^|h 1 0 ! fea) 
Tio -2 1 -2 
eo 0 0 一 > 


Ak, RNAD-B n*. AXP AFERA, NDX = OD X-O8 Stat, A 
此 它们 具有 相同 的 吾 - 数 集 。 

此 定理 的 重要 性 在 于 ， 在 计算 与 一 个 物理 现象 有 关 的 无 量 纲 桑 积 的 完备 乐 时， 只 要 参考 
Ret MGE, JEELSCE EUBIISEEORZE, MARHA EERTRUR AC S IESUS TE 
都 是 元 关 紧 要 的 。 

3, 完备 吾 - 和 矩阵 的 系统 化 的 计算 法 

在 本 节 中 ， 我 们 要 介绍 计算 GO 式 的 一 个 完备 如 -矩阵 的 系统 化 的 方法 。 这 一 方法 是 
Podoecl7 给 出 方法 的 一 种 简单 改进 ， 并 且 它 特别 适 会 我 们 的 场 含 。 最 近 Sloan 与 Happ 还 给 出 
了 一 种 非常 类 似 的 算法 0 。 

令 王 是 一 个 与 一 个 物理 现象 硼 关 的 变量 集 的 nox pz 阶 县 网 矩阵 ,此 处 p 是 参考 量 网 的 数目 ， 
2 是 该 入 的 变量 数 ， 不 失 一 般 钼 ， 我 们 恨 设 aa。 研 究 增 广 矩阵 

LY, rx, (8) 
AP-MEREANRE, Eme a. BU DERE MANS) 式 进行 有 
RKMMSHEH, BET RAMS ee 

(Bi, B; €) 


E (9) 
(e o cj 


RED, Xn GHW LEAP, Do, Cie, PELE rx (por Br, rx eer 
-n x OBER. 
定理 3 C,. HEC BR OANTEB- ER. 


EH: 令 
D="D,, Dy, DÀ ao 
以 及 
TCs] ap 
PME 


BAEC) OPM frm T Sir Ab AES AT E PTT, 
MTS 


[7 vul aa 


Wu, BPC, Pee NN 
+ Cie, te +0: =0 Go 
MBPS Mir, Ap- HRR AEE, BEES, RNT 
BC;,=0 (14) 
FAA (8) RL AA FEL, A By LIA ST Cost, BELT 
CLD) SBR ADT RR EP TIS, MEC LE ORE EE. ERER. 

正如 Buckingham 所 指出 (93， 如 果 使 每 个 相关 变量 ， 或 可 调整 变量 仅 在 一 AGER 
SUE SUC EB, DLSCPOXX AN FE NB A SS a. Mi, 
AURSEEOEL— ETA BO PE BL EE RE, EB EA ES PF SG RS A 
中 出 现 。 搞 和 句 话 谋 ， 有 时 希望 某 些 特定 前 变 旺 的 每 一 个 仅 在 一 个 召 - 秋 量 中 出 现 一 深 。 那 么 ， 
对 于 一 个 给 定 的 完备 层 - 定 阵 来 说 ， 我 们 如 柯 沼 道 还 存在 著 另 一 个 具有 此 性 质 的 如- 秆 次 呢 ? 
如 果 这 个 问题 的 回答 是 肯定 前 ， 那 么 我 们 便 不 必 穷 举世 有 的 可 能 性 。 如 何 能 从 一 个 给 定 的 完 
备 中 -矩阵 而 每 到 一 个 所 希望 的 完备 屋 - 定 隆 。 这 些 问 题 的 解决 包含 在 下 一 条 定理 中 。 同 时 该 
定理 的 证 明 还 纵 册 了 从 一 个 给 定 的 完备 吾 -~ 乔 阵 而 梅 成 一 个 所 希望 的 完备 县- 矩阵 的 算法 。 

定理 3。 令 久 , 是 一 个 给 定 的 与 一 个 变量 集 诏 对 应 的 完备 旺 - 惩 阵 。 当 且 仅 涩 对 应 于 AD 
中 的 一 些 特定 变量 的 各 行 是 线性 独立 时 ， 那 么 存在 一 个 (含有 ) 这 些 变 量 的 完备 矩阵 ALS dE 
ESSE EBEN AE Me DUE A MBE PEM, 

EH: SHA, HA, Ens. BR, nlm, WERDESDEDOMSUP Kum. FR 
一 艇 福 二 我 们 可 以 假设 特定 的 变 景 寻 应 于 是 ,与 得 :的 头 9 行 。 

DEE: BARERA TEA ETER, MUAA 9 行 必定 基线 性 独立 
f. OM, BHA, PRAA LITHO ESTEE. ED) AWK, SAS, R 
TLE MARR, PRR Bw. REM A ST, HH 
辩 是 .与 夸 , 的 各 列 是 各 变 景 的 量 绢 矩阵 姑 的 鹤 维 空间 的 基 。 由 此 可 知 存在 一 个 9 阶 非 奇异 子 
JE ME, ERA AM., AR, 我们 有 MMM, Dub, de M ec Mr 
(det M $20, 

SERE, FM LA, 1G AL MGHRIRTEH. Ei SS M KARER IER, 
COM SEM KERER TERN HERE, ARR BER, MDE 
A.M OPHSTREEENSTOSEN YT AIRA RERE P. MIERE. 

EARN, DAT AAR, EGRE ON ETRA f AD IO, 


P c E k k B M 
Lpi -1 2 2 2 90 0 
M|9 1 1 I1 1 0 if 

D= as 
T|0 -2 -2 -1 ~2 9 0 
elo o 0 9 -1 1 6d 


REP EGER, CoRR, EVE, LAUR REM, RRR HR, OO 
E, b, METH OR PE LAA. BIRT RE 
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ae 


971 


ea 


Gn 


利用 一 系列 初等 行 运算 它 可 写成 (9) RATER 


-il 


Lo 


其 中 


as 


a9) 


以 及 


(20) 


因此 ， 吧 :: 的 转 置 是 完备 至 -年 阵 。 候 定 我 们 希望 求 到 如 的 一 个 加 - 罕 阵 ， 使 得 变量 P，C 与 


和 的 


EB 的 每 一 个 在 一 个 而 且 仅 在 一 个 局 - 矢 基 中 出 现 。 因 为 包含 头 3 行 (对 应 于 P，C 与 B) 的 心 


子 抢 阵 枉 是 非 将 异 的 ， 所 以 存在 一 个 具有 所 希望 性 质 的 吕 - 抢 阵 。 令 枉 . 是 三 HELER, 


那么 


«749 * 


uml 


u 
r 
7 O9 o ww em 
r 
Hee wo ost 
moo 


BE 
EE 


Ak, GDSUE AWE PL BLU SE S BE, 

1 9t d B- Ie pe RL . 

EWE, ROC ENTA- TAERE Re BIER. DI 
AA 6s BBE DWE RS BI — 3E, iul u RE BE BRE hE 
奇异 的 变换 而 建立 联系 的 。 为 了 简化 与 一 个 完备 可 -矩阵 相对 应 的 公式 ， 同 时 为 了 提供 一 个 
建立 显 式 号 - 数 集合 的 方法 ， 丰 形成 完备 秦 - 抢 阵 由 ， 在 选取 这 些 吾 - 矢 量 时 加 上 一 些 附加 约 
东 是 必要 的 。Happr3) 提 出 了 使 如 -矩阵 最 优化 的 下 列 准 风 。 

OM Bep NES. 

ODENA RE B-E pI TE OAS, 

进取 这 些 准 则 是 使 与 一 个 物理 现象 相关 联 的 公式 是 其 "及 简单 "的 形式 。 除 此 之 外 ， 它 们 
则 完全 是 任意 的 。 显 然 ， 两 条 最 优 亿 准则 的 次 序 是 重要 的 。 汶 了 我 们 的 由 了 的， 假设 准则 :2) 
放 在 准则 (1》 之 后。 目前 利用 Happ 的 究 闪 法 使 问题 仅 得 到 部 分 解决 ;和 用 -个 完备 B- 
抢 阵 的 名 列 作为 一 个 基 ， 会 产生 许多 的 可 -和 矩 尝 后 将 它们 相互 比较 而 得 到 * 最 优化 ?的 吾 - 
SRE. BORE, FRASIER ORAL" BS BE SE UR ETE RE ik NASA CE ROC 
SHSRATD WEBS VESEPUBUT, ChB RINE W184 ESI 104 AMOS, 
TU. PATHE HL E BRU Se 48 RH FE (3 HE fe i A Db KE 5 Ap B EE 
Peu, —ARUBOSNGRIRA T ROE, OTERO Bae 
BSWRMB-SpE. HAST ie, TET RT ROR BOUE ek BE 
的 有 效 算法 。 

SAR PSE HIN x mo BME, An REAM EL m1 的 9xm BER. M 
SCA, EREA FEMA.. 的 所 有 子 矩 降 的 集合 。 注 意 在 Si 人 ?中 不 包括 axm 阶 但 秩 小 
Fm- IMAA PER. 

为 方便 起 见 ， 令 三 的 所 有 集合 S( Am PAAR, 4 BDUg 05 


SCA S( Agr), (22) 
BRABMABI<HT, qd, NPS Mom HG Ep Hos MERA BAM, 
Agm& ; =0, (23) 


式 中 XQGE—mdWTUESE, Rm ERR. CRANE (OO 数 为 1。 于是， 如果 
€, O3 XU PBB, EC RR CAMBER, JUphE SOR B. 4T 
提供 一 个 显 式 表达 式 与 唯一 解 的 方法 ， 我 们 选择 (17 等 于 包含 在 矢量 Mose, 中 所 有 整数 
的 最 大 可 能 公 因 数 (整数 )， 其 中 在 wm 是 从 忆 HEME EAL MTT SAR. A 
EER, CARRIE HKEE, GIO Ag RRR BERR AOC, FH Ma MH 
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WB XA. 

假若 集合 SCA GO RARELY, MRSS A HERE WE WF 
S Agm PM Alt Aan FELG AREAL! GAB, Bn 

Ain > Mn (24) 

系 指 4<-v， 且 i, 所 有 元 索 的 绝对 值 之 和 让 不 大 于 By MHRA, BR Bis 
,有 相 后 前 和 时 ， 所 排 的 次 序 不 是 吹 一 的 。 因 此 ， 可 以 考虑 “高 阶 效 记 "。 例 如 ， 为 了 确定 
插 阵 前 次 序 ， 可 以 比较 各 元 素 前 平方 和 或 各 元 素 的 立方 的 绝对 值 之 和 等 等 。 当 然 ， 这 些 不 足 
以 保证 第 阵 欧 菲 列 次 序 是 雄一 的 ， 但 它们 已 满足 了 我 们 的 意图 。 

作为 一 个 示例 ， 研 究 (21) 式 下 给 出 的 可 I, AL AL, SS IS PR EB 


SAd iA Aih Go 
式 中 
-2 0 074 po 2 -6 07 
o ~2 0] -1 s5 ?1 
Ai = LEM ME ! 
s | 20$ af? e5] -r s 2| 
L-i 3 od L -1 s oJ 


AL, FA, MRR] € RMA AE OE RET R A Ae fia 
Hh. BARRERA BY 


AX, -0 与 A,X, =0, (26) 
En 
FoT T-31 
d 505 ijai! QD 
Lil Loa 
式 中 大 ,和 到 -为 再 个 3 维 矢量 ， h ARAKERE. KARA. 与 pa LARREA A 
此 我 们 有 
ro) F-321 
l= |o | ets. -12] (28) 
11/24 MET 4 
Ai. RAL WRB EOS URUB ZO Hl PRA 
(29) 


(0,0, - 1,0,1,1,0]3[ — 2, — 1,1,0,0,0,01, 
短 为 可 ;中 所 有 的 元 素 的 绝对 值 之 和 小 于 可 3 的 所 有 元 素 的 绝对 值 之 和 ， 扩 以 SCALE 


Ek dn (25) Sq A 
定理 #4。 H^ si BENT EA An 的 集合 相关 联 的 BURG es 


Sete Ei TPE PO A VEDI Sr 
EM: SB RCA=1,2, OPMRAKHRARSTRRMARAM. BA 


LB, Bz, B= ALC, C, C] (30) 
由 此 得 到 
B'-c'A', (31) 
Cd. Ei 


3cp—d n -MÓBPEEBE, B-B., B,, 0, BO, €-UC, Ca, --, 
ds WEE USER, MC BRE, RA A eR VEO, 
WRC MERGER vp, WB WET ADRES TET i, HORE. 
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MS, 4ABQG-3,2, e, DEES Ag) PFA Ll EB REL, WEB, 
BRE ri, WA UAT BUE — P REL" BOS, 

BRAN ELEM Ey SCA uo BEER UL RAARARS CRABS, AEA 
接 结果 如 于 。 

推论 1。 出 现在 完备 葛 最 优化 再- 矩阵 让 最 大 的 零 放 数 为 ma, ,并 且 在 任意 的 完备 最 优化 
杏 - 矩 阵 ( 其 每 一 个 包含 有 9 个 零点 ) 中 ,恰好 有 r 个 含有 4 个 零点 的 列 ,此 处 "是 与 S( own? 的 子 
和 矩阵 对 应 的 线性 独立 矢量 的 数目 。 

推论 2:。 MR ES A, DMF MRE TBD CR 4 ER B- 
TMS dS sd. BE Bape, 

A, RCD RPE AMBRE, RIBI SAMa = SC AL f (OS RD T> 
BUS €i CHINA RIEU, ULE = 2， 同 时 任何 完 香 的 最 优化 三 -矩阵 必定 
AGED AM MNT BAAR BK 

定理 6。 对 于 一 个 4x me BER. ABD tm PREY YAR TERA unit] 
RRRE GS-1, 

EA, SM RAM TB — de ABER. KROME, RATT RE RAN 
Ae, RAM LAMA PABD MEE, BAM EAER Agni — 
个 子 矩 阵 。 研 究 线性 齐 次 方程 组 

M _ 至 ;=0 (32) 
j=l, 2, y, mno DHX mA, HAM pekim- WAM RAMP Ui 
XEUREC;, BGS) 

MC,-F; (32) 
APF LEP LEE — M ESTA, WHERKRAEH— em ERE, HATA 
是 方程 组 MX,=0 -AERLE WAF, Fu. oo, SPREE, WADE 
€, €, cs hCAUDAUE A EE E. EL BD Am ZB DA UP PA si 
联 矢量 。 此 定理 得 证 。 

推论 3。 dE— HH BLG GB I RU EP Em RES, 

TE, SC), €. BOEM ANT IR As sl RENERE. BRE 
备 如 -矩阵 


ALC, €, c, €. (34) 
Ha- 5 a Am- 1 个 零 值 . 因 此 ,一 个 最 优化 的 加 -矩阵 必须 有 严 - 1 个 零 值 。 玖 推论 得 证 。 
推论 4。 TE PSNR I BIB eri ED Amin - DAE 
定理 7。 WOR ESC hg) Pij Agee SCA S so PRPS Mel FIER EAS 025, 
HA, AgmGAgmNRRBREPA BEER SOIL ETE RR eB AS Nene 
TER, SB GB AWA my Ag RRB-RKR. HBR Memb ce 具有 
相同 的 关联 儿 量 。 于 是 可 ;= +B, MIE. 
结果 ， 在 计算 完备 的 最 优化 的 吾 - 和 矩阵 中 ,我 们 可 以 从 集合 SC 人 om) 删 去 全 部 只有 上 述 性 
质 前 子 和 矩阵 。 正 式 地 ， 我 们 采用 递归 定义 ， 在 i= 1，2，…， 财 
S'i Agm) = {Agm Agm ES Agm) pÝ AEG > ahd, ZESCA gsm) PIA Magen hh 


* RAGS, 
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E, HALLA Ani AFER} (35) 
BARNES CALO = 8CA, D It FAD AR IL BUM SEA BERL, RTI SES" CA.) 
$'CA, {Ain AL, A, Ads}, (36) 
EX 


BAn-S|-1 
L-1 5 24 t-1 
RT APA MIRA AES (= 1, 2, 9, OUT XAR 


E 


0 
2 
2 

He 


17 T3721 [5/23 p 
ci=| 0 |, c=] j 22 | | - 
L121 Lod Lod Ls 


AL WRARBREB'U=1, 2, 9, OBRINT. 
[-21 [-31 [- 
0 -1 - 


(37) 


1 
2 
0 1 
0 
1 


L- 14 L od L-tJ L- 

El, RADA TSR GR EAST A, DISA D REER TERRE I 

SADS CA.) (39) 
与 A> Ais } 

_ Ab, > Al, > Al, > At, 
IPSA) 7 502,0, SCA, EEO RAH, HAE BP AN 
与 吾 ? 中 所 有 整数 的 绝对 值 之 和 相等 ， 所 以 我 们 能 交换 人 1 与 大 3 的 次 序 。 但 是 如 果 考 虑 2 阶 
效应 的 话 ， 因 为 可 4 与 至: 元 素 的 平方 和 分 别 给 出 为 10 与 12， 所 以 胡 3* 必 须 排 在 硬 3s 之 后 。 于 
E, TEMA IE ORS SD 2 阶 效应 的 话 ， 下 列 的 如 -矩阵 是 一 个 与 晶体 做 射 电子 的 平均 
B HORE RSS A RL BOE, 


(40) 


[| 9 -3 21 
0 -1 0 
-1 1 -1 
0 0 2 (an 
1 0 9 
1 0 0 
L o 0 -1] 
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ED Hepp OAR PE MGR. BREA AAS, BA RRA 
ENER FAIRA S MN, BEAR AA BAL Bl BEB eB) BS AE tt Ae 
关系 可 以 得 出 ， 关 由 下 式 给 出 。 

f(k8/E, E/P*C,h* jP*EMY- 0 (42) 
X — COEUR BUUE HAO . SUB E REP. 

LRAT PRP CARE DAD Ae Be, KAR 们 能 证 明 
BMC BOR EE S Age) Bac TAREA cs SEXE IE UH, XL X35 I — 
最 地 是 成 立 的 。 下 面 我 们 将 证 明 其 正确 考 。 

ER FARRA B-E RES Aam) h RAE Anh EB-RE i 

WEB], AE Aen x my ste BE, BL PRE Rat. MEE 3 ST 
AB, B BPaS se - 1-2 RA RE RMS KAS dS Big a 行 ， 式 
Him- 1, 4 E, MB XE ALS Sad BTE e rh Eo RM ER Ber Jam — 1 
且 9<4,。 如 果 不 是 这 样 ， 相 关联 的 并 次 线性 方程 组 仅 有 一 个 平 见解， 同时 这 意 BBE 
AFRE. 

WRIS, Wir-m-iBE,JdES'CA, Pp, FERR RWE WE. WE a aS 
q,tir-m-1, WEES (A) Ts CALA SARE, WARR 124, Eram 
时 ， 我 们 将 指出 下 ,可 以 从 S' CALL. 的 子 矩 阵 险 关联 琶 - 矢 量 经 线性 组 合 而 得 到 。 西 此 它 不 
可 能 是 一 个 最 优 亿 的 器 -矢量 。 

令 吾 ,是 从 毛 别 去 其 头 4 行 而 得 到 的 一 个 (#4) xm eee. AA EL HRA, ME 
Eo HAm- Hee, SARS Bo 工 而 得 到 的 年 阵 ( 记 作 瑟 *) 是 埋 中 的 一 个 秩 为 
mT, PR MEERI h E RTE RIPER EA IE Rm ede 
dBRGOBEe. REL RIERA E PRR HARTER. BR, N0*,0 7291, 
q+2, , QAM- r) EES A, mor BER, nib q; cae mor-1, 6 C; 
BoGPBECTASÉRE CBDEGUEdRSOSEUS UA p, HAA 

E'CiF, (43) 
HSL JE— TER i 个 位 置 上 有 一 个 非 零 元 素 ， 其 余 所 有 元 素 为 零 的 一 个 (4, + DRE. 
其 理由 在 于 C.; 不 可 能 是 方程 组 避 * X" 0 的 一 个 非 平凡 解 。 此 处 不 * 是 一 个 m 维 矢量 。 令 


F Upo Fono, Fes 
€t'zDC Coit, mo Cetre-rd, j (44) 
B=( Bt. B's vo Blaine] 


因为 下 的 秩 为 m-r, HER B= AC H-+ TE, HAE AB'stkbgm-r. Bik 
器 * 的 各 列 是 线性 独立 的 ， 所 以 C* 的 各 列 也 是 线性 独立 的 。 下 商 我 们 研究 线性 Jp Uy iin 
EnA’ OWA. HAC 7 是 该 方程 组 的 四- r 个 线性 儿 立 解 ， 由 此 得 到 BK = ORES 
解 就 是 和 "至 ， 此 处 至 是 (mm - r) 维 矢量 。 因 为 入 是 一 个 完备 可 -矩阵 ， 则 存在 一 个 m 维 矢量 了 ， 
=0, 4B. = AY, .显然 ,于 ;也 是 否 w 到 "=0 的 一 个 解 。 因 此 ， 存 在 某 个 至 = 至 " 送 0， 伍 
fY,-C'Y",. HAB'= 胆 C*， 由 此 得 到 
B,-AY,- AC'Y*- B'Y’* (45) 

BE. BRI MERRdLIS E Ud, TESS. ROSES Baa; 
上 ，;i = 2。3。… 等 情况 ， 将 证 明 玲 一 的 可 能 性 是 = m- 1, WEB, BURSA) 的 某 个 
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VA AG xb Say, 


T 


— 


THEA, WARB-RE, CHAE. 

5- 最 优化 的 算法 

基于 前 面 所 作 的 评述 ， 现 在 我 们 可 以 提出 一 种 有 效 算 法 ， 用 于 产生 与 一 个 物 理 现象 有 关 
BRAE RAE GA B-E, OX PEE XE WI HEP ASTE RI E E de RUE BAR R 
集合 。 此 方法 的 步骤 如 下 : 

RB, XUP— TR EH PED. hi 3 节 中 靳 概 才 的 方法 来 计算 完 各 的 BER 
A, HopAREnxmib BH. 

第 二 步 ， 从 所 产生 集合 S A,n), SALW, cos PER AM 排列 它 人 的 次 序 ， 亦 即 
>a, > RRR FBP EGS CALO BS CALO OF RAT WEEE. 

REP, WERA CAL, SCA, HOCH ARR, 

FS, HARER S Ag), So And, HRB RES 

SED, WARAS Ag TRAC, IRBEALA AG AL LIES" (Ag) IR, IRE 
<u, MABLATS CRAM ZAR SATB, 的 所 有 元 素 的 绝对 和 之 和 。 此 处 器; 
与 可 :分别 是 是 go 与 旭 :ia 的 关联 可 -矢量 。 如 时 次 序 不 是 唯一 的 话 ， 可 以 考虑 “高 阶 效应 ”。 
但 是 它们 不 能 充分 保证 排列 沈 序 的 唯一 性 。 

BAL, ATAUGEBARARES (A, RICE XE RE, 

UBi, Bis es Bi. Bi, es Bly Bis 0s |] (46) 

How, WOR sss wl es MAMA ARE -Amx mB TEE, GEARS 
是 一 个 完备 的 最 优化 号 -矩阵 。 我 们 用 下 列 例子 来 说 明 上 述 方法 。 

Dii XET— SUE EE. STARR ER RAH DRAM EPMA, KEL, 
BRCM), MTER), BAO, AERA), RAR (A), MEO, EEV) 
DWE RRSP). WEER, MEAM), KEC ,电荷 ( 乡 ) 以 及 温床 (9) 3628 275 RA, 
WU ik i RERO RAERD h FAH 


LM NQ h k B v P 
L71 9 -3 9 2 2 4 1 3] 
Mio 1 0 0 1 1 9 a 1 
D=T|0 1 6 09 -1 -2 0 -1 -1 (47) 
Gio 0 9 1 0 0 0 0 -2 
e |o o o 0 9 -1 1 ü o] 
flde, AREG RIERA SHTRUF ORENT: 
[1 9 0 0 0 1 0 0 0 o 9 9 9 01 
0 1 0 0 0 e 1 0 0 9 0 0 0020 
09 009 3 0939 090 0 6 "| 
9 9 0 1 6 0 0 0 1 e 0 0 0 0 
9 6 -1 0 0-2 -1 9 0 10 000 
o 0 0 0 0 2 1 8 0-2 1 10 0 
9 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 
9 0 0 0 0 1 1.0 0-1 D 0 ài 9 
Le 0 0 9 9 -1 0 0 2 -10 00 1| 
(48) 


re 
a 
E 


Fil, mij—^455& BEE TRA H 


e 


[3 


(49) 
(50) 
(51) 


01 


Lo 


en 


Aly A), 


4 
545 


-11 
il 
he 


2 
54 


To 


e 


aa 


r3 


Lo 
S'CA,0 = {Ala 


S'CA 07 LÀ: 


BAe, VAPRR AS (A, DAIS As) 


BR 
AF 


An 


9 


id 


F3 
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Bis, AUHRKREC,, ALGUERUXEICIG-1, 2, 2,4, DBTAEAN, 


H [61 f e] ro] Foo] 
0 ile » [-1 ， 0 1 
ee QS 1 es] af ESj a pt E 
o] Lo Loo Lid Lo 
r 1] 717 
ci-| 5 | ure: T (52) 
L of L3d 
3p. DERERUEIEA SALW E RRB, FB), Vn run 
raq] Fa 97 (-1] 
oi 1 | 1 9 i 
H 0 0 0 f 
D 0 0 2] 
B= 100, Bi- -1 Bis olh Bi-l-1|, 
0 uU pol | 0 
0 0 -1 o 
0 1 | 2 | o | 
Le] Lool L 0s L il 
F 01 ro] Fr 01 
-1 -a | 0 
0 id 1 
0 o | m" 
Bi=| 0|, Big 3 URB =! j, ' (53) 
i 1 0 9 
1 0 a 
-2 | -3 } | q 
L ej L ej L sl] 
d od. BSBiGoi, 2, 3, 4, 5, 8) 的 所 有 元 素 绝对 昌之 各 分 别 给 出 为 4，5，5， 
5, 10, 13, FHM Al. AL SAL SAE RAR. THERESE RA PS Bt 效应 未 


GRBMAR. AHEBR, 4 


ALO ALS ALD ALD AL > AL, (54) 
BOP, BRAS (A, OHS CA OCUXTUXISUB RA FE RE, 
UB. BH; Bi, B Bi, Bi, Bi (55) 


第 7 步 ， BAR, Bi, BB EAS, Aa ee XS E 
最 优化 B- HE. REDENE TORE, AA REP EA E- 矩阵 


一 其 各 列 得 到 一 种 符号 与 编排 方式 。 
因此 晶 格 电导 率 与 温度 之 闻 的 一 般 关系 可 写成 如 下 形式 : 
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FCLON, LMV/h, MV*/RB, Q°P/Lh) =0 (56) 
因此 ， 独 立 变量 数 从 原先 0 不 简化 到 上 个。 这 在 设计 -- 个 实验 并 确定 所 要 求 的 落 数 时 是 一 个 
很 大 的 优点 。 

至 今 ， 我 们 仅仅 已 经 研究 了 一 个 先 备 的 最 优化 B- 矩阵 的 产生 问 题 。 不 难看 出 如 果 
5S" 二 ,7) 的 各 元 素 的 线性 独立 的 关联 加- 矢 其 狼 恰 好 是 m, 则 该 算 法 得 到 的 是 一 个 完 备 的 最 优 
BOB. MLS (的 各 元 素 的 排列 次 序 是 唯一 的 ， 那 么 让 最 优化 可 -~ 惩 阵 的 各 列 的 
列 呈 与 排 殉 方式 所 决定 的 完备 最 优化 的 吾 - 抢 阵 由 是 唯一 的 。 另 一 方面 ， 如 时 排列 次 序 不 是 
人 瞧 一 的 话 ， 对 于 每 一 种 排列 次 序 来 说 该 算法 会 得 到 一 个 完 务 的 最 优化 PE, MAR, GRE 
TERRAE BEE BOS Ss SHE WAL DER. 

Fi, RTGS CA, MT SEN eR BP, MES An), 
H S'CAL) REED Se SEIT A KHEMR. TRUOU. MSR RY ART FF 
EH, KERA- Zik EODD PERROS UC RU BR, WRT, Mat 
于 每 一 种 排列 次 序 该 算法 得 到 一 个 完备 的 最 优化 如 -矩阵 。 作 为 一 个 示例 ， 研 究 一 下 (54) X 
SCA, OMICS. AA, AL, 5 ATLRDB 6 种 不 同方 法 排列 ， 因 此 有 
6 种 完备 的 最 优化 号 -和 矩阵， 但 是 在 一 种 符号 与 排列 方式 时 没有 两 种 情况 出 现 ， 恩 此 有 一 个 
且 仅 有 一 个 加 的 完备 最 优化 如 -矩阵 。 


we 


E it 

已 经 给 出 了 重 网 分 析 的 基本 并 数 性 质 。 已 经 汪 明 了 与 一 个 物理 现象 有 关 的 变量 无 量 网 乘 
积 的 集 仿 相对 于 参考 量 纲 的 选取 是 不 变 的 。 因 此 ， 在 计算 一 个 完备 的 元 量 网 乘积 中 。 可 以 对 
现 有 问题 采取 任何 一 组 合适 的 量 绍 作 为 参考 量 网 。 

一 旦 选取 了 一 组 参考 量 网 ， 与 一 个 物理 现象 有 关 的 量 纲 矩 阵 可 以 很 容易 地 建立 起 来 。 产 
生 一 个 完备 的 无 量 网 乘积 等 价 于 从 一 个 量 网 矩阵 来 计算 一 个 党 备 的 三 - 邱 阵 。 为 此 目的， 已 
经 提出 了 一 种 简单 与 系统 化 的 方法 。 

一 般 说 来 ， 完 备 的 无 量 网 乘积 集合 不 是 唯 的， 可 以 加 上 一 些 附加 的 约束 。 为 了 简化 
与 元 量 绢 弱 积 有 关 的 公式 并 提供 建立 无 量 织 显 式 集合 的 方法 ， 定 义 了 最 优化 准则 。 利 用 这 些 
蕉 则 ， 讨 论 了 完备 的 最 优化 无 量 纲 矩 阵 的 代数 性 质 ， 基 于 这 些 性 质 ， 给 出 了 产生 与 一 个 物理 
现象 有 关 的 完备 最 优化 无 量 盎 集合 的 有 效 算 法 。 这 一 算法 还 可 以 用 浅 产 生 最 优化 无 量 网 乘积 
欧 所 有 完备 集 的 集合 ， 因 为 前 节 末尾 的 论断 一 般 说 来 也 是 成 立 的 。 

值得 提 到 的 基 我 们 已 经 将 我 们 的 优化 方法 运用 下 Happca'45] 记 研究 的 所 有 现象 中 。 我 们 
发 现 他 的 两 个 完备 “最 优化 "下 实 际 上 不 是 最 优化 的 ， 因 为 正如 我 们 早先 所 提 到 ， 他 的 结果 是 
利用 -- 定 的 整数 范围 的 穷 举 法 而 得 出 的 。 

基于 本 文 所 提出 的 算法 ,现在 有 一 个 量 岗 分 析 的 计算 机 程序 可 抠 使 用 , 它 可 以 从 乔治 亚 ， 
阿 进 斯 ， 秀 治 亚 大 学 COSMIC 检 索 编目 中 查 得 。 

Rw OO 
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第 三 部 分 “宽带 匹配 理论 和 
相 容 性 阻抗 问题 


二 十 一 、 设 计 传 输 型 功率 放大 器 的 显 式 公式 


E] 要 


本 文 给 出 设计 具有 任意 阶 的 巴特 沃 轧 和 邹 比 雪夫 人 毯 输 巧 率 增益 等 性 的 基 侍 传输 型 功率 放 
大 器 的 显 式 公式 。 把 这 些 放 大 器 的 设计 简化 为 简单 的 算术 运算 ， 县 用 数字 例子 说 月 了 这 些 方 
E. 7 

1.818 

WRECKERS, WME AORERE REWER, MARKER IT 
RAZR. —PRAAR GARD RRDA, TRAD, sS PCIE fa 
竺 器 和 一 个 - REOR BBP RAT, BPI ME Tay, PAL 
Bim, AAL pA RIS RRK 而 在 图 1( 纪 中 ,有 源 阻 抗 与 信号 源 并 联 。 这 些 配 置 
BRK BAAR EEF, CAME FM AR HA AR HE 180-3 089 ELE ELDER 
下 用 一 个 或 两 个 变压器 即 可 。 


(bl 


图 1 CON URBS UR EXC fe dez Dr ORC AER RE SEE 
(bA BI di d BHEGERUD ER DI AR 


许多 作者 [1 一 91 LST TE BAA EE HR ER SL IBURI 
Saw. NEW SESUMS HS TUB AS Ea RR, YoulafitSmilent 915g 
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HT SESERUR PE LAUR HT, ATT ASE ST AE BR I Es E ER 
精确 公式 。 在 2 阶 和 3 阶 巴 特 沃 思 增 益 响 应 的 情况 下 ,SardT 刀 已 详细 地 三 究 了 无 损耗 匹配 梯形 
网 络 元 件 信 的 显 式 公式 。 

本 文 的 此前 是 在 于 指 尺 ， 基 于 复数 归 一 化 散射 矩阵 的 原理 和 运用 Takahasi[101 和 
Grecn[11] 所 导 岂 的 低 通 实 形 网 络 显 式 公 式 ,可 以 得 到 具 右 任意 阶 巴 将 沃 轧 或 切 比 雪夫 传输 东 
率 -增益 特性 的 最 侍 传 输 型 功率 放大 器 的 元 件 信和 的 显 式 公式 ， 从 而 推广 和 扩展 了 5ard[4] 的 
结 困 。 这 一 公式 串 免 了 把 网 络 的 输入 阻 沉 下 示 为 两 个 多 项 式 之 比 ， 然 后 再 利用 辑 转 相 除 法 将 
其 展 成 连 分 式 的 繁杂 过 程 。 凤 而 ， 它 们 把 放大 器 的 设计 简化 为 简单 的 算术 运算 。 

2, 增 益 公 式 的 推导 

如 图 1 所 示 ， 有 两 种 可 能 的 有 源 网 络 的 结 愧 。 因 为 臣 配 网 络 基 互 易 的 显然, 对 于 一 种 结 
构 的 分 析 ， 用 必要 的 修正 可 等 价 地 应 用 到 另 一 种 结 铭 上 。 内 以 ， 我 们 详细 地 选 到 图 1(9) 的 结 
HUTA, WHR BSH. 

FEA Cops, TRE, HYAMS SPREE A he a — POR S NJ 电 
ARMAR TBO RAR) ERE, RANA: 


Bio -Tr (> 
其 中 

a- EE (2) 
PBEMSRMARTR:. ATRURBMME MAAN, $ 

S{s) = [Su] (835 
FEI — (EB PHA FOU LR APB Pons Go EEUU RE, 

NEM 
^0 = Ta ROSHI e 


决定 于 R 和 ,的 入 对 值 、~ aR 的 信 可 以 为 正 或 为 负 ， 其 每 一 种 情况 在 一 节 中 分 别 研究 。 


图 2 SORAR EAE AUR 


2.1 R > RAMEE Ss 
TEXEBHULT, HEREZ OMA GO RESE P JUR 


—2,(-5)= $s) C5) 
当 图 2 的 输出 端口 接 久 ~ zs(- 5) BY TR ON ER, EHR E A E 
Ro GEAR LI, ERMET, ARR (OM, ONERA: 

O= 58,1 (59815) S, 6)2, (0), CB) 


a.) = Laz ov = 2, (301, (8) =, CH DIO) C 


2615 


其 中 
Vitsys zC- I), TE 


1 
a.) ziva oR, T" 


Ra GYI C- O EREE o, (3? 的 准 埃 尔 来 特 部 分 .从 以 上 各 式 中 消去 变量 =.(s) 和 as GO GB), 


LGp2-- Ver (9521) ao 


E 
2RiR.C—3)8,,[8) 


其 中 , 
___(@R,)? 
hi ug CR an 
再 参 者 图 1(a) 所 示 的 放大 器 ， 传 输 功率 增益 定义 为 ， 
2) 4 1-1 Go] *R, 
Go?) = To A a2) 
FOP BE (SAT PKB, ORRA 
Bits) = =l, (s) — (Cs MR.) 
= ~ aly(s)/(aR,Cs—1) 03) 
把 这 些 公 式 代 入 (12) 式 得 到 所 要 求 的 传输 功率 消 益 : 
"T 1 
Gio") bei) a0 ao 


我 们 看 出 增益 公式 (14) Sj YoulagrSmilenBr Sj 1 Ay RIS Tal, ZEBRA EF FEA) rp n 
射 系数 是 归 一 化 到 2.(s) 上， 而 在 Yovla 和 Smilen 的 情况 下 它 是 归 一 化 到 负载 电阻 R, 上 。 

2.2 R ORS HRANE 

CAAT, aA SUE B 2,69) = 153) 是 一 个 严格 无 源 的 阻抗 ， 它 也 是 输出 端口 的 归 
一 化 阻抗 。 当 输出 端口 接 以 基准 阻抗 z, 45) 时 ， 从 熟悉 的 散射 参数 的 特 任 所 知 ， 在 输出 端 HI 
Ae. (OS. ERAT, ROA 


6, (8) = S, (830, 6s), as 
b.) Is = S)IV,(s)~ 2,0 ~ 53,0] = - PLC, ae 
其 中 
Vis) 5 — 2, (9)4, 65) a7 
把 这 些 结果 合并 且 连 同 (9) 式 一 起 便 得 出 ， 
LG) = Sons a) 
2Rik, (8) 


罚 为 在 且 前 的 情况 下 ，(12) 和 (13) 式 仍然 成 立 ， 这 就 导致 所 要 求 的 放大 器 的 传输 功率 增益 公 
RA 
Gto?) = [a] [$;, G9) |? = Jal C1 - [8; G2 |*1 ag) 
ERRATI CT Apis Sc SLE DUIS EN EY, BE ON SERES Go) WERE 
AL, XT EC NOCERE EH EUG BUR FESTE ROIG SHEER ELEERCACAR Bile 
FUCA IRUIS DICAT A ENR TS, Ca EAE TOS EU, HEELS. Ga | 和 18,0907 以 1 为 
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Jn XDRGORGHOACREEHUR EN A. RIES, ESM RMA, Costs 
Youla 和 和 Smilen[91 导 出 谣 公 式 相同 ， 差 别 仅 在 于 Ss ,7s) 的 妇 一 化 照 抗 。 

-正如 You 了 和 Smilen[9] 所 握 册 ， 在 目前 情况 下 可 利用 增 大 负载 电阻 来 增加 其 训 大 量 。 昌 
然 某 些 有 用 功率 耗 发 在 衬 热 电 组 器 上 ， 但 仍然 比 未 加 衬 禁 电阻 器 之 前 有 较 多 的 功率 传输 给 负 


载 。 为 了 实现 这 一 点 ， 抬 一 个 足够 大 的 电 耻 器 与 Rs: 申 联 ， 使 得 


R, + Ro= RR (20) 
定义 
at = Rok D 
JS nb CIC B Feb R AE: 
2y gf Re 1 
en ee geste t) e» 


AHECBGOSXBAMS RAM. II, EPH. RAVE ARB SR ATR Be 


3。 最 大 平坦 低 通 放大 器 的 显 式 公式 

研究 8 阶 低 通 巴特 沃 思 传 输 功率 增益 特性 
一 
J] 4 (0/0,Y?* 


sho E54 BUNC HB). ECHO SERA COR, RMLS..00)/*, HART 
得 到 ， 


Gio) = (23) 


^ Copy 
S0), 0 = Ki SOUS, Go 


其 中 、 
K,=1+K,/a, (25) 
Y= s/0e, Qo 
QD 


a= Kz'/**s/o, 


By, BOMABEE, RARAS: (8) OHHH AE RAR AMER, 252205) 
是 (24) 式 的 叭 一 的 最 小 相位 因 式 分 解 ， 且 此 表达 式 可 显 式 地 表示 为 ， 


ap 
SG = 一 Ki? Q8) 


PU) JEU HR e C 87^ = OU JE IEEE SUE AS ATG ROE RELA, KENA 


Xi. 
1H— 4t. Eg 89 BN AS, (O RE DE ROB £i o HR A AZ OM OR RR 


2 AG) Zu On 9) 
Su TY S CZ; Ghz.) e 


Wl, ADAQMIARA GO IDRIEZ, GO), BA 
Roi] ES. 65)7 Go 


Fa.) = SRG aS HI Ss 


或 等 从 为 
#2656 


aR, __ pans isto 
Za pty) - Ripiz) 
正如 Takahasi[40- 所 说 明 ，(311 式 震 边 的 第 一 项 可 以 显 式 地 表示 成 连 分 式 的 水 式 , 且 给 出 为 ， 


— &R,Cs (51) 


4 
p(y) + Rip -Cs i . an 
PY) Ripia) 
ba i 
[ES i 
^01 
un 
上 式 中 除了 最 司 一 个 是 实 常数 请 外 ， 所 有 的 系数 均 为 0, 和 上 ,的 形式 ， 其 中 ， 
2siny. 
e Gata? £33) 
ASIN? gx ,SIny gn 
aniba = Bp ys (34) 
— 48iny.u SSIBY aS, r 

Camiin = S BE T em 
matt, [Sn], orn perscrdomicem, n 

6-2 O4 Kfa)i/2n, (36) 

P. = fan (37) 
BSN AH BIE 32), Ss = 0 以 及 借助 于 p(0) = 1 的 这 一 事实 来 确定 ， 这 就 得 到 : 

a-(455) > (28) 
土 号 分 别 根据 rS HEEL BOR ICE, SOR TE FARA, 

= 2siny, ab ds 

C= Ohta” UAR ‘39) 

或 
_ 2sinp 。 
ETE "ARR (49) 


可 以 看 出 ， 因 为 96>1、 故 在 展开 式 (32) 中 所 有 的 系数 均 为 负 值 。 把 32) 式 代入 (31) 式 得 到 一 
小 连 分 式 的 展开 式 ， 除 了 有 一 项 - 如 ;~ 2RsC 外 ， 记 有 系数 均 是 正 实数 。 但 是 ， 系 数 K. 在 此 
仍 未 确定 。 从 (33) 和 (36) 式 ， 我 们 可 看 出 对 预 给 带宽 米 说 ， 必 ,是 书 , 的 函数 ,我们 的 目的 是 在 
下 列 约 束 下 

-Ó,-sR.CO aD 
使 直流 增益 瑟 为 最 大 ， 把 (33) 式 代入 (41) 式 连同 (36) 式 一 起 ， 且 解 得 K。 从 而 得 出 可 达 的 最 


大 值 


= 2sinz/2n 7 _ 
Kew =a[(1 * RC, 1} ， an 
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LR MST Bode fi Hh th BOB RRT INEA HE A HESS Youl Smilen-9] 导 出 的 结 果 一 致 。 
ANX-BEWK, (31) 式 可 以 看 成 是 终端 接 一 个 电 阳 器 的 无 损耗 梯形 两 络 。 人 参看 图 8， 图 1 
的 无 损耗 匹配 梯形 网 络 w 的 元 件 健 可 用 下 列 显 起 公式 进行 计算 : 


Co=C, (43) 
Cia sen i tu dep eT a ; mein 2 (44) 
Ce e) 
Ep m=, [i Hu 
€, "muc # 为 奇数 (46) 
PAS P BG SERE RETE BS AB IE rh ESOS RE 
D URS n] e» 


Lin 
Ed s E PEIuIguerigdopalgobxwesTM BK 2E 
902 和 5002 的 电阻 器 ， 预 给 REOR RE LOM TER Sai ESSE, 


pM 
[n ta t 
T Bant TI^ cr 
T 
1 D 
t 


"I 


国 3 JUÉBUSPURPIKISLRTULIE SERE HIT GERE OG UUE EIER, (any AR) Cono c 


JEXGEECRRUAME, RAAB IL HLESEIORGE AREE 
-R=~ 1430, C=7pF (49) 
从 上 述 技术 要 求 ， 我 们 有 ， 
-900, R, =50¢0, 
@, = 2,51328 x i9®rad/sec, (50) 
€-0.40056, 4R, = 200,28 


= 265° 


Ae ERR, AOR A EA BEES , 所 以 所 需 的 直流 增益 至 少 必须 是 39dB。 
令 #=5 且 从 (42) 式 我 们 计算 其 可 达 录 大 值 : 


K, =0.40088{ (1+ ; —2sin18* yee 
d [ S00 SRA EES SES CEST 1] 
=0.400580(2.75404)1°~1]=10,054 ak 40 dB (51) 
从 (36) 式 我 们 算得 
: 
Ô= (1 10,054/0, 4005692" = 2, 70494 (52) 


所 要 求 的 梯形 网 络 元 件 导 可 直接 利用 (43) 一 (47) 式 计算 如 下 ， 


Asin: a°sin34” 


L= — 
57831688 x 101 3 X 1X 1073? (1 — 5 50805C0s86° — 7.58474) 
= 0, 547816, (53) 
C,= 4sin5 4°sing0° 
” 054781 X10 © 6.31658 XD (1 = 5,5080500572" + 7.58474) 
=13.588pF, (54) 
Les 4sin90°sin1 26° 
$ Js. 588 X 1077? x 6, 31658 x 19? *(1— 5, 30805c05108" + 7.58474) 
=0.386524H, (55) 
C 4sini26°sin162° —— 
+ 0.36652 X 10" * X 6, 31858 X 10! * (1 — 5. 50805cos144* +7. 58474) 
=3,31231PF (56) 
3H AEE FE 9S B ER HORT FE CAD XE, 
LM if 90L(2.75404)° + 11 I I (52) 
A. V i200.28[(2.7540005— 13] 1.48 


作为 另 一 种 方法 ，C ,可 以 从 (46} 式 计算 ， 具 而 得 到 : 
Cn 2(158. 13503 + 1 )sin18^ 
* 200.28(158.43503— 12(2.75404-- 1)2,51828 x 10* 


=3.31223pF, (58) 
它 在 满意 的 计算 精度 之 内 。 
4. 低 通 竺 波 狂放 大 器 的 显 式 公式 
研究 * 阶 低 适 切 比 雪 夫 变换 器 之 功率 增益 特性 ; 
Gie?) ee， K,1, (59) 


Spec Umcuo»dmngp USA ok. RUMP, RAT 
Kp Aw) ， £50) 
145? Cii- D 


5,,G)8,.(- 8) = 


ELJ 

e= kre, (612 
vA, SCOMADR PAAR, WURR, S C0 E COO RW PERRO, BA 
显 式 地 表示 为 ， 

Sí 2- 20, (62) 
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Jebaan QD ERURIEREE UA, HADRAN HH), GÉGDAN AQ, H 
FNZ GO]. 


aR, aiy) +g 
= A-3127 aR 5 
Zi» [aoa r «es] (83) 


正如 Takahasi[I0- 所 指出 ， 在 (63) 式 括 导 中 第 一 项 可 以 显 式 地 展 成 韦 分 式 的 形式 ， 如 (32) 式 
的 左边 所 示 ， 其 系数 为， 


aes (50 
Cibus o Gif... (sinha sinhay > £68) 
NC to» 

mae. [le] 其 中 
a = Asin i. c67) 
a=teion 1, (68) 


/,(sinha, sinha) = sinh?a + sinh2a +sin*y,,,—2sinkasinkacosy,, — (69) 
象 巴特 沃 思 响 应 中 那样 ， 最 末 一 个 电抗 元 忻 值 可 由 下 式 确定 ， 


gsiny, 
n a Ginha esimbajg "为 奇数 (702 


* 


2 P, nay 7 
— @,(sinha + sinhé A ' "为 偶数 CD 


利用 在 过 分 式 中 s= 0, KREA TAME HAR RTH: 


.tsinhg — 1 7 
7 “asin + i wh aT en 
i 
在 = EU E ?为 偶数 (3) 
ecoshB — (1 n 
其 中 
woe . lanp- Í 2siny 
B-nsinh [sint sinh =) + ul (74) 


Aik, DUERMO, ADe HARTER, B. FRA. Bande 
BALES FA BT KAMER PRK, 


-6, -aR,C>0 (3) 
PCO RRACSR, HRS), (ID, (7), MODR- EBRR, MRIKA Is 
LET [ esintdosin a [si lygpi ie e — (76) 


EXHYoulaASmilen OF WARK, MBM ENE, (63) 式 可 看 成 是 一 个 终端 接 一 
个 电阻 品 的 无 损耗 实 形 网 络 。 参 看 图 $， 磁 形 网 络 尺 的 元 件 值 可 利用 下 列 显 式 公式 进行 计算 ， 
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[A ES Asiny sn- SSiny4,., 


- 1 
IT uH. Ginko, ainhay? "vb". (78) 


— _48iny ,siny,,, 1 
Cy ak En di Ameis y 
muet o], sina sinha) QE 2 nl (78) 
其 51,2,,0503; 5i 


Cri 2(esinhg + 1)siny, 
7-17 “aR, (esinhé — 13 (sinha *-sinbà o, ? nAaR am 


1 
ZaR,[ecoshB ~ (1 +27)" "siny, » 
(8 
a.fecoshB + (1+e*)2]isinha &sinha) ” APE D 
BA, POS ASAD TE A ERES T 
4, [Rein T a 
LA Jen] , "HRR (82) 


- l [Renee eH], SXAK aD 
aR, [ecosh8 -- (1 + 85? 
我 们 将 用 下 列 例子 来 说 明 上 述 结果 。 
p2. 
研究 与 例 1 相同 的 问题 ， 只 不 过 现在 我 们 要 求 效 得 一 个 传输 功率 特性 为 等 波纹 的 特性 。 
为 乔 寺 比较 ,我 们 选取 w=5, 且 令 带 通 容 差 存 34B 之 内 ， 它 相应 于 具有 波纹 因子 e ~ 0.9976, 
SACO GREEK, HR: 


Kus = 0.40056 [[o.a976*sinn={ sinh] sinh( sinh 51,002) 


Ly. 


2sin18? ] 
+ i n edt 
200.28x 73 10-5? X 2,581328 107 l 1 


= 134,613 xk 51, 29dB, (D 
AG, (61), (TRIB ) 式 我 们 得 到 : 

É, =1+134,513/0,40056= 336,063, (85) 

8 = 0.9976/(336,063)" = 0.C01721, (88) 

1 op 1 _ 

a= sink 1 OG = 0.1766, . (87) 

Llame t- =- 5 8 

a Binh! Sigg 1°4115 (88) 


BR ROR MI Fa AAG TE NT C77 — (79) CIE ECEE TEE RIEF 
L= 4sinl&^sinz4? 
177 8.81658 X 1015 x 7 x 10- 1? f ,Ginh0 1768, sinh. 4115) 


= 0.638088H, (89) 


4sin54°singp° 
8.31658 X 19°* x 0. 68808 x 10° */, (sinhd.1766,sinh1 4115) 


C= 
=18.059pF, {90> 
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L,- 4sing)°sini 26” 
6.31658 X 10/* x 18, 059 X 107! *f, (sinh0, 1766, sinh1. 4115) 


70. 88261pH, (1) 
i dsinT26°sin162° 
6.31658 x 10"* x 0.58261 x 107 * f {sinho.1766,sinh1.4115) 
=5,8404pF 92) 


作为 男 一 种 方法 ，C4 可 从 (80) 式 算得 为 : 


C= 2(G. 9976sinh7 . 963 + 1)sin18* 
200.2810, 057 sinh7. 063— 1) (sinho. 1786 + sinh} .4]15)2.51508 X 10° 
=5.841pE， (93) 
其 中 
= §sinh~ L sinh- 1 asinig® 3 
=§sinh~') sinh( — sinh"! 2d 
d [ (gu 0.8978 J+ 200:28x 2x10 TT x 2,51828 x10" d 
=7.083 (90 
理想 变迁 器 的 正比 由 (32? 式 确定 ， 且 为 ， 
Be ff 3050.9976sinp7 963 F1) J- 1 (95) 
9, V L200,28t0. 99755187 063 — D 1.49 
S. SEE SEES NIRE 


EMEX- JAN. AMAT ARAN ECAEGA. EMA, RIRE 
JR SERURBLUUS ARAM SH. CPT, RR, AM SS AE 
联 《如 图 1(6) 所 示 ) Bl, MANE MA A SAR 

正如 以 前 那样 ， 取 决 于 R, 和 R 的 相对 什 有 西 种 情况 。 对 于 R 二 R， 我 们 可 证 明 放 大 器 上 先 
天 性 地 不 具有 高 增益 , 民 此 ,我 们 可 采 玉 裕 垫 电 办 来 得 到 所 要 求 的 放大 时 。 故 假设 R,>>R ,在 这 
种 情况 下 ， 可 以 直接 证 明 所 有 前 两 节 中 所 导出 的 公式 仍然 适用 ， 只 要 我 们 分 别 把 RES 
S, GYRBIS OSEE ERED LBS DEG BE Es AS OR ICE ALITER. 


Z 论 


在 本 文中 ， 我 们 导出 了 任意 阶 具 有 最 大 平坦 和 等 波纹 传输 功率 增益 竺 性 的 最 佳 传 输 型 功 
BMA MTD EAE, MAE Sard HARRE SSE, PERAR 
的 设计 简化 为 算术 运算 ， 因 次， 我 们 已 证 明了 在 巴特 奖 思 或 切 比 雪 夫 殉 应 下 《 除 终 端 变 讨 器 
外 总 能 设计 出 一 个 LC 梯形 沿 络 来 作为 这 种 放大 器 所 需 的 无 损耗 区 配 爽 络 。 
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ITZ EE DE gs 
抗 匹配 网 络 的 设计 


摘 要 
ELER TERCERA RANEE EEES RZ A e e A RETT 
鸭 衡 时 ， 设 计 一 个 无 损耗 福 合 网 络 的 芭 佳 参数 的 实用 选 求 方法 。 用 十 分 一 般 的 方法 建立 了 基 
本 的 增益 -带宽 制约 关系 和 其 它 一 些 限 曙 。 
13S 
在 通信 系统 设计 中 的 一 个 基本 问题 
SERERE, RETE RO R A MA 
5 亚 配 网 络 或 均 侈 器 。 


称 为 盟 抗 匹配 或 阻抗 均衡 ， 且 所 得 到 的 网 络 称 为 
Bedec1 首 先 研 究 了 一 类 非常 有 用 的 问题 , 组 仅 展 于 负载 田 抗 是 由 一 个 电容 器 和 一 个 电 阴 


器 的 并 联 而 组 戌 的 情况 。 他 建立 了 此 类 狗 衔 距 的 基本 增 营 -带宽 的 制约 关 么 .但 是 也 并 未 进 
一 步 醋 究 对 无 损 东 均 衡器 前 附加 妃 制 。EFano- 推 广 了 Bode 的 工作 ,并 且 胃 十 分 善 多 的 方法 解 
决 了 在 一 个 息 意 无 源 负 裁 和 一 个 电 明 性 信和 号 源 之 河 的 妃 抗 匹配 何 题 。Fane 的 结果 可 以 表示 为 
HRS PL CREF ARID AAR. Hui, Yoan BP BH hw 
FETARE, ARMOR T Fano fE POE ROE. RA. 许多 作者 (一 10 对 
Fanofi Youla s] fk GREG T HP EDL AT EF E NER 

ARSC BRET GEHYouagy Hk, LEMMA MADRS Be ng 
实用 选取 法 ， 它 使 RE ARARA E E E S 28 MET A A IER ERE f s 
DRM RHE. TURE, Jas} — ATER Rae HD RC 关联 负载 所 施加 将 基本 增益 ~ 


带宽 制约 关系 。 


2, 基 本 约束 
RAASRARRWA, SHOT TREAT RR, CHA 


PIES — PEE De E.R PRE CY E 
BORRAS THR, MAIR, EME RRP RE” AEN, Mdh 


HHRMA 


在 一 个 给 定 的 信号 源 和 一 个 给 定 的 负载 之 间 设 计 
源 到 负载 能 传输 最 大 的 功率 。 我 们 把 这 种 功能 


2209 


Fl 4QURBRCHVAM, RRA MAS OR 
7b. 


R 


zG)- I RS a) 
BARA W REL PE fe RA, — EL bn D CORE D n BT 38 9 B a HE 

GO) = LET 0<H,<1, [en 
Hep, ayant, 

F,(@/o.) E ES s^! co/o. E) i, | Ga) 
在 ?为 偶数 时 ， 

F,(@/0,) = sn] K, + Msn cojos] (3b) 
其 中 

K,=K(k,), (4a) 

K=K(k) (4b) 


DERI SU DN TII BOS AS D ZR LM, Hod oy =S, k), 
Wes in^! QJ, IO oN LH ERERKEN RSME, kA 均 以 0 和 1I 为 界 , 它 
们 是 由 通 带 和 阻 带 内 所 允许 的 波纹 (以 分 贝 计 )， 截 止 带 宽 以 及 过 渡 带 的 宽度 等 技术 条 件 所 确 
定 的 。 三 个 量 n, 、k 和 hi 不 完全 独立 ， 且 由 下 列 方程 建立 联系 ; 


KK; =nk,K’, G) 
其 中 
Ki = K(ki), (62) 
K' = K(k’), 6b) 
Aleck, (7a) 
k= (02, (7b) 


hi WR FY HER AER 
参看 图 1， 在 输出 端口 以 电流 为 基 的 反射 系数 为 : 


1 22268) — 22( 58) 
Si.(5- Z,G)*nG) ^" (3) 


Za (SFE 4B A E ECAR MELE Str ol, AAT HS AEDS RU READ ROLL, e 


_S-1/RC 
AG) = FIRE (0) 
是 由 zs(-- SAUTE BO VILLAE ASE, HRAMI. 则 由 下 
列 关系 式 所 定义 的 函数 ， 
p(s) = ACGS)S1. (8) {10) 


是 有 界 实 函数 ， 卫 在 闭 右 半 复 频 平面 内 解析 。 因 为 双 口 网 络 是 无 损耗 的 ， 故 传输 功率 增益 可 
用 有 界 实 反射 系数 表示 为 下 列 关 系 : 
Ga?) =1- [pGo)]* aD 
把 (2) 式 代入 (11) 式 ， 且 引用 解析 延 拓 理论 得 到 
1182F:( iy) 
BGB ~8) = (1 BDT jy) an 
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其 中 = syav 以 及 
-ed H)? 


在 H,= 1 的 情况 下 ，(12) 式 化 简 为 > 
LEER 
BG - 8) = TREC yy Go 
《12) 式 的 分 子 和 分 母 可 用 函 数 1f e? FIC RO AE AAR BOREAM, @ = exe, 
令 p(3) 是 (12) 式 的 最 小 相位 因 式 分 解 ， 并 把 两 个 圭 处 维 欧 多 项 式 之 比 显 式 地 表示 成 ， 
Yr Gy tbe tit by 15) 
Pe CE HOY Ht Co? ‘ 


RPE ADA PAM, SURE GU AAD, ny awe, 


a» 


POOLE 


You= jn mK /n+ ja, k), mo 0.1, ilia-D, (16a) 
当 n 为 偶数 时 ， 
Yom = ISAT (Qm—1)K/n+ja,,k], m=- Iva, - itd (16b) 
其 中 
aa hi) uec) 
nik, ND 
MUERE A Ia dE OD, MAY SBOE OT O2). 式 的 通 解 为 . 
pis)s bMS Pls), a7) 
其 中 
(5) = Te Reh >0 C=1,2, 0), a8) 
A-+HRESEMK, APAA ARE HERRA REK o 
AT WAH KRHA, RIMAE T m 
ras LG) enC = as 
Fi e2rc)AG = 55. (20) 
URE (21) 


W(8)= Fa (5)/2, (8) = =e RE 


根据 Youlac? 的 理论 ， 负 载 Zs(S) 在 S= se = co 处 拥有 第 联 类 1 阶 传输 零点 。 为 了 应 用 这 一 还 
论 ， 我 们 必须 在 此 传输 零点 处 把 p(s)、4(s) 和 FCs) 展 开 成 罗 裔 级 数 。 这 些 函 数 在 无 穷 远 处 竟 


BOGOTA: 


A(S) = S Asc L 2/RCs + 2 RECS: pn, (22) 
zs 

Ees) = S Eso - 2/RC-s e A/RH Có enn, (23) 
A 

(24) 


hats) = Mp/st-k MU, TI8 mes en, 


2j. 


其 中 

m= -25 m (28) 
BAS MMA ASTU RE, MUYE IBIDE T (22)--(24) 式 各 系数 的 
基本 约束 为 ; 


Ao=Pos (262) 
(A; - o PD, (20b) 
BEPA,=1, A =- 2/RC, p, = +h, F,— - 2/RC'and 
Pi = EMG. -6 uen QD 
[Grane 236] 


But. WTR eR, Ri OAM OWRERA= DARES, LOA 


个 附加 的 不 等 式 : 


(28) 

> EMRIT: 
(29a) 
(295) 


HRH 

ELGGR MACS eo, 2H, MARI DASA WIE, E R 
Wl. CEREREA. Wh. RIED T GECHOSL. EMIOARR, Re, 
9, Ede ZUR, MELT Aba MeO Aa, efile BMRA, 


fe 


[ELIT D tas (302) 
A 
de-o 

Go md +2 X d, (30b) 


ten 


Pena, We 


— Yom mH. b jeu = ~ jin mK sat ja, k), (31a) 


= +j0_= ~ jsn(2mK/n + já 5), (31b) 
m=0. +1, £2, zio-D. 
as -jŠ snek), (32a) 
; 
e= iE seUpjao-H/e8,1 (32b) 
Ea . 


从 (524) 式 ， 我 们 看 到 在 选 定 一 组 参数 + uA. RELER, RAMEE, 这 等 价 于 

fC. :最 小 。 为 此 ， 我 们 分 两 神情 况 研 究 。 
RL, 217RCae>>c-.。 当 适当 地 选取 天 
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边 不 为 正 ， 从 而 使 H,= 1 始终 成 立 。 特 别 是 若 令 所 有 指 Xi= 0， 则 仍然 成 立 。 
2/RCo.«c,.,., BR, MERMER 0, CHECO GXDAGANEK. [GU 


dn. 
导致 到 的 减 小 。 令 (28) 式 中 所 有 和 ;= 0， 得 到 
Bat Ble ~ Rm G0 


当 取 等 号 时 ， 就 得 到 最 大 直流 增益 。 这 一 等 式 连同 (30) 一 (32) 式 一 起 ， 已 经 用 一 合计 算 宙 来 
计算 各 种 n、s 和 hk 时 的 最 大 H" 值 ， 在 各 种 不 同 的 奇 次 阶 数 4, 不 同 的 通 带 波纹 和 不 同 的 过 渡 带 中 
的 陡 度 1/8 时 ， 在 图 2 中 作 浊 了 最 佳 直流 增益 :以 归 一 化 的 带宽 RC 上 为 画 数 的 图 形 ， 革 中心 = 


anf, 
EREE, TERT OTE, TER ARE A ESR IN Ae PM AE a 


3E SEBCE AGS RS 


Bete a E Ket “e 


图 20 EAR UAR, CX 
SUR EH Cx TEC 
AGM. 0.1dB; GER. 
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Eb (b) (SRG 0.3dBy BELE: 1 


&-ksí 


m 
ere 


图 2c (c) 


KO. 0.5dB, BEDEL,01 


a . m 
请 Bt 项 更 Rete 


Bdge (O PRR, (LdB; PEEL. 1.08 


ep Bo Mg 


E] [z] Ba as on ne 


ue ° E 2.0 ^o LE ao EI 
加 一 化 加 来 Rote 


Æ2g (8) HMM, (.dB, BER 1.10 
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to 2e ERI 
ee we sete un me 


图 zh ch) FERR 0.3dB, Bee, 1.10 


4. 均衡 器 的 末端 MARRAZ Afi 
已 成 功 地 进行 了 前 面 的 分 折 ， 如 赂 1 所 示 ， 均 街 器 的 来 端 策动 点 阻抗 为 ， 


ZG) -|£ (e.- ane /T (GS -RCo, + By FRE en 2s], (34) 
其 中 c-1= &.:= 0。 这 一 阻抗 保证 是 正 实 函 数 。 事 实 上 ， 利 用 简单 的 除法 ， 它 可 进一步 地 展 
成 下 列 形式 ， 
(35) 


1/Z,,(8) = Cus YG 
其 中 


ca— RCC + EVER 

C= Rieni 3 

着 作 是 输出 端口 的 并 联 电容 。 知 着 了 这 个 并 联 电容 C 之后， 我 们 仅 需 要 把 正 实 导 纳 YO) X 

现 为 一 个 终端 接 1 欧 媚 电 阻 器 的 先 损耗 双 口 两 络 的 葵 入 导 纳 。 这 通常 可 利用 Darlington 的 方 
法 02 或 在 必 要 的 话 ， 可 利用 Youla 公 式 :13? 来 实现 成 终端 接 一 个 电阻 器 的 梯形 网 络 。 

E ie 

在 本 文中 ,借助 于 Youla LESEN, Bh] BRAT H-A AE A DAL B 

SEHZABRE. VOMORCODUR PUSUCRLEE HEPCSH EGER SHARE — pen OER 

Neo SURE, RAHAT ATA- ZAR ATARA NW Te TERT 

RRRA ASORI ALERT HE OS Beg TA Oh THESES ET HUE DLE FE RA 


dg fi Cun C180 BERC AKAM e D HO, VEJEXOSDRCRCN OARS. RTE 
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Ti HEIN RO A, EEA aT ae RAP ER RUTA BERN DI He 
TAHARI. CREME, TEE I E A eR R ae HE A, 
RIUEXGSL RDBRMOREMEOL RERTARAARTAT ARERR EN = 
FOLTA LIREI BE K B LR NO E GL 
Bw om 
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二 十 三 、 最 佳 非 互 易 负 阻抗 放大 器 的 
设计 理论 和 显 式 公式 


摘 X 

本 文 导出 了 采用 隧道 二 极 管 的 负 阻 放 大 器 设计 的 一 般 关 系 。 条 用 这 些 关 系 ， 文 章 给 出 了 
具有 任意 阶 班 特 沃 思 或 切 比 雪 天 传输 功率 增益 特 镍 的 最 佳 非 互 马 负 组 放大 器 的 元 件 值 的 显 式 
公式 。 在 导出 理论 和 公式 时 ， 我 们 多 许 含有 频 变 负载 跟 抗 的 情况 ， 也 可 包括 在 联 道 二 极 管 的 
等 效 电 路 中 所 用 到 的 串联 寄生 电感 。 这 样 ， 这 些 放大 器 前 设计 就 简化 为 简单 的 算术 运算 。 

1.38 

随 着 象 隧道 二 极 管 这 样 的 新 的 单口 有 源 器 件 的 研究 进展 ， 负 阻 放大 器 的 没 计 忆 县 有 实际 
的 意义 。 一 种 十 分 有 用 的 结构 称 为 非 互 易 放大 器 ， 它 多 匹配 网 络 是 由 一 个 理想 三 端口 环行 器 
和 两 个 双 口 网 络 所 组 成 。 环 行 器 提供 了 所 要 求 的 参数 之 间 的 隔离 ， 频 率 整 形 则 靠 河 转 器 和 有 
源 阻 抗 之 问 以 及 环行 器 和 人 负载 之 间 的 两 个 无 损耗 均衡 器 来 达到 。 

许多 文献 [1 一 6 已 经 研究 了 一 个 最 佳 非 所 易 放 大 器 的 最 大 可 这 增益 -带宽 乘积 及 其 综合 
方法 。Youla 和 Smilenr1 完 整 而 系统 地 阐明 了 非 互 易 放 大 器 的 增益 -带宽 的 制约 关系 以 及 获 
得 任意 可 实现 传输 功率 瑞 益 特性 的 设计 方法 ， 他 们 还 导出 了 任意 阶 巴 特 光电 和 切 比 雪夫 增益 
特性 的 精确 公式 。Sardr 2 详细 推导 了 2 By A ERRERA EF, SCRE BT De 
网 络 元 件 值 的 显 式 公式 。 然 耐 ， 他 们 的 工作 并 不 完全 令 人 满意 ， 因 为 它 荐 基于 隧道 江 极 管 的 
简化 等 效 电 路 模型 是 由 一 个 负电 阻 开 一 个 电容 器 的 并 联 而 组 成 ) ,然而 这 一 模型 只 有 在 低频 
B2. Chan 和 Kuhcti 发 展 了 基于 宽带 匹配 理论 的 更 为 一 般 的 理论 ， 它 是 Youla 的 工作 
性 的 , 然而 放大 器 实际 设计 和 实现 所 包含 的 计算 期 很 
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7 的 一 个 直接 推广 。 该 理论 基 完 全 普遍 
FRR MA, TAI EREN AREMA Takahasi 和 Greene? 的 显 式 公 
xk, WUT RR ede m 3p PH AC BRE AID RAN ROR ER UE ERRER E 
雪夫 传输 增益 特性 实现 了 普遍 化 和 推 玉 了 Sardc23 的 结果 。 各 Youla 和 Smilen tf — FE, RAN 
RRTMERLAVA GBOESOREDDUMMOL. RVR TRANS SR HUP BERI 
BOBO HAR. SEAS SR AY RE ET Re AC BE Be VERE 1 AE 

2?, 一 般 理论 

一 个 负 温 放 大 器 的 最 一 般 的 结构 是 把 一 个 单口 在 源 阻抗 隧 入 信号 源 和 负载 所 构成 的 双 口 
网 络 之 间 , 这 称 结 构 可 用 一 个 三 喘 吕 网 络 来 表示 ,其 端 只 1 终端 搂 一 个 严格 无 源 的 诅 抗 zi(3) 
Toa WO Rule, NE 2 终端 接 一 个 严格 的 元 源 负载 阻抗 xx()， 端 所 3 终端 接 一 个 有 
WAH), MA LPR. MORO MR RR, WAM, AT + 
无 损耗 的 三 端口 网 络 将 比 有 损耗 网 络 能 产生 一 个 较 高 的 可 实现 的 放大 器 增益 。 局 时 ， 为 简单 


起 见 ， 我 们 假设 用 下 式 
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Zs) = ~ 5) 《13 
所 定义 的 阻抗 是 严 烙 无 源 的 。 念 

S(s)=[5,,], (2a) 

Sí) = [Se] (25) 
HHA OREL AEN ALI RN ATP, SC)» JE [ESI Dre (8), 2,65) 和 
2455) 沁 及 坊 Cs) 是 归 一 化 到 z,(3) 和 z,(sy 上 。 由 散 著 参数 的 熟悉 的 性 质 可 知 ， 当 端口 8 实际 


KU 
zL] 
k 


) © 
| N © ud 
GU] 


[9] 
tT 


L 


Ne 


Bt ERK AER 

上 接 以 ~ zs:(~ 5) 时 ， 在 端口 3 处 的 归 一 化 反射 疲 5,(s) 恒 为 零 [6，10]。 在 此 条 件 下 ， 归 一 
LARTER S OT ASO HREM, 

S45) - 4L. [9:95 7 $585 8,,84,— 8,484. a 

Ssa bS, Sao SS S5, SS 

BPN IE, WOSGOXOEVSAERRDO, 1030 

SGS,G =U, a» 
RP SOS s), —BERORIBERUU TER, PHAM. AAR FREAR 
ZAKAZ, WKB PES. (SNCS RW 1469. 


5S, (5) = 288) [8:5 $54]. (5) 
S 058554 $3. 
其 中 Sijs = Sial) = Su(o 5。 这样 ， 放 大 器 的 传输 切 率 增益 为 ; 
Glia?) = |8, Ga) | t E t | t6) 
上 式 已 引用 了 关系 式 IderSco), 19 二 
[854002 | = 185503] , EE, SEHE REC: Ci o 
加 在 感 兴趣 的 频带 内 应 有 一 个 最 大 值 } 
15, , Go) I — EAM 52,000]. f -- . 
EBA ARATE F RA " | . 
3B. — 
5, ERAS dot - 
使 得 I5. , CoD RES G0) Lo Re je 
地 设计 的 一 种 简单 的 配置 方式 如 图 2 所 PEU 在 国 1 放 天 器 由 信用 的 一 个 特殊 
未 ， 图 中 三 端口 网 络 入 荐 一 个 得 想 三 端 三 端口 无 损耗 匹配 网 络 的 结构 
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只 环 行 器 NN. 和 两 个 双 口 网 络 N。. 和 Ns 的 相互 连接 而 组 成 。 环 行 器 提供 了 必要 的 隔离 ， 而 频率 
整形 是 由 两 个 双 口 网 络 而 获得 。 为 往昔 起 见 ， 本 文 的 其 余部 分 将 进一步 者 定 zi(s)= Ru B 
AE be. 
PERM TAR, PETER CH SOORORHHE AR ORS 
间 的 联系 。 令 
wl, (ray 
8,(8)=(8,;5] (Cb) 


分 别 为 归 一 (EERE RW, GO DLE RM ZADORRA AH N, 和 NRA EE, Hp 
及, 入, 为 任意 实 常数 。 采 用 适当 的 归 一 化 ， 理想 环行 器 NEE MER, RMR ti 
PHS. RAR UTE ks 

poro] 

s«n-|o 21; (8) 

Lro el 
DAORA RE (8 AE = RAENT EERDER y Za (O2 (ONS, 

[SS Sisa Sigs 


S(s)= [Ses Si; Sinus | 0» 
Lo Si 0 Sa. J 
将 (9》 ASBÉEDOXHXAQUO 式 ， 得 到 
Sao) = SEBS) [5i Sue] ao 
220 Sopk SL uu S ga 


Des II DELI E 


G(9*) = |S, Go * =| = ap 


HEY DT ese, BH -AREER ARRA RBSDISARDD TG] ES 
PERAN ANA. BPESA AN SORS THO e 20-9 及 
AE BRIE ROUGE. ELTE EH BUE AE IN. LSU ELE PB 
$,,. G9), NeR- ARRERA, CH-TEHR RRM SOR BLU GO I SER; 相 
匹配 ， 上 且 在 上 述 同 一 频带 范 团 内 获得 到 大 的 传输 功率 增益 。 为 了 便于 讨论 和 导出 显 式 公 式 ， 
我 们 将 考虑 具有 任意 阶 巴 特 沃 思 或 切 比 雪夫 传 答 功 率 增益 特 狂 的 隧道 二 级 管 放 大 器 的 设计 。 

[EB ree (dcr BS MESE 


R 
zi(S) = Ls— oR (12) 
c 


AOD A, 20S RAP UU: T = 
z.(s)m ~ 2 ms) = s+ ies ai 一 


Hi REI R EHS 
Fanott:) 和 Youlac jii, WTAE AI, HEAT ER 
数 SaO) 或 Sap O AM PP. PALE, PELE PE ie PY A DERE 
+2836 


AMS, PHRMA, AMBER TAR, 
4. 低 通 最 大 平坦 放大 器 的 显 式 公式 
ERG n PRE ELSEUCISL F6 HD CE E 
x, 
1+ 0/0,” 


XcbesgidBQLHedPRO. HU 式 代入 (11) A, HSA, BOTS. 


Gio?) = Kul, aao 


Sua o KS . 
Seae)Spue(— 8) 140-1 as 
式 中 8= s/@。。 将 (15) 式 右 端的 分 子 、 分 母 疝 除 也 E+ Co DYE RA EO os 
SiS 9 = gt ces ae) 
_ Ltt yy " 
Sioa GS CDS quer an 
它 可 进一步 简化 为 
Siaa ses ae 
Baa G8, (o) 50° - ase 
其 中 
= Ke, (202) 
z= s/00, = yjð a 
N WRK 


519) 式 的 分 子 和 分 母 可 以 用 1 + Co D" 5 0 RR ARREARS AR, Aras IPE 
BOBCE EISE ATE ERR HR. MOD 式 的 最 小 相位 吾 式 分 解 可 显 式 地 des 
As 


0m) ETE dD 2 
Suo Hee Loy M rar rr C2) 


其 中 ae =1, WEYES, 71, RIS) AMM 0 EAA BL REFUGE — PHIV 
RIGEMS A. ATMA, RHF FHAN RARR EH RS Ree BH 
级 数 展 开 式 。 其 结果 为 ， 


Als}= io 1+ 2/RCs 4 2/R1 C252 — 2/R* C583 + en | QN) 
T 
BA, ALS ALAS t ALAS ten, (22b) 


4(5) 汶 由 zs《 一 3) 的 开 右 半 复 频 平 面 级 点 EMS BGR. HRA RCH: 


F(s)=2r,(s) Als) = —2/RC?s? + 4/R8 C?s9 p e (232) 
=F, +P /s+F./st*+F,/st+--, (23b) 
式 中 rs(G3) 表 示 Za 55) 的 侦 部 ， 且 
EB,,,0) = S 4S, /9 ES, /57 S, + ee, (248) 
其 中 
土 So=1, (24b) 


£5, /o,= (1-84, 


sy (220) 
48, /02= (1-6?)a,-,-5(1~Maz_5, (2445 
XS,/0;-(0—701 0 +8 Åja, a -0?a2-, ~ 0(20 & 1)8,-,8,.,1 (226) 

对 于 一 个 第 IY 类 3 GE BE AR, MNP 229 —( 24) Re GEAR ZU SOROR D6. 73. 
A08. K-0,1,2, (25a) 
F/A- SDL (25b) 


Bit. ATWEA,=5,, RNSMERZDAPHED, TEZORPHAL e ATA 
BAKA =S, RITER: 
2 


~ RG”™ 7999, (26a) 
从 而 得 到 
2 
$-1* Kona > (23b) 
将 此 值 代入 (20a) 式 ， 即 符 放 大 器 的 直流 增益 ， 
25inr/2n yp" 
ge Rs] ; en 


在 上 式 中 我 们 用 了 等 式 9,- 1 = L/Ginz/20) 
现在 我 们 要 指 下， 利用 由 (265) 式 给 定 的 9 时 ， 第 3 个 约束 人 4, = 3: 总 是 满足 的 ， 
S$, fot =(1 一 他)a 一 51-G)a3-1 


= 去 (1-95a3-:= (28) 
上 面 我 们 用 到 了 (26a) 式 及 恒等式 
m (29) 
最 后 ， 还 有 一 个 约束 〈25b)。 为 了 满足 这 一 要 求 ， 我 位 定义 临界 电感 为 ， 
(30) 
其 中 
Fy=-2/RC* = 14 -Gia,_,@,/€, (31a) 
As= -2/R°C?= 4a- 084,108, (51b) 
1-6%)3,-, HOLL di Gaz. ~ (284 Da, sa 
= 1-805 + led dila n» 
将 (31) 式 代入 (30) 式 并 连同 下 列 关系 式 一 起 [6，3] 
a: = < 二 一， (82a) 
sinp, 
1 lai 
ae 《32b) 
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BOS? COSY, 01.0057, 


Hes Siny,sinv,simy, 一 2sinp, ^" (2c) 
EC 

Yn = mz/2n, [C3] 
HEF RL PUR eR 

L, = — tiny: sings EX GD 


Car (6: — 26C08ys +1) 
SCPE, BORE Mae a (27) AUR, ERRAT ATO, NICHIL BAER 3 BE RAAB RE 
SUE OC ET GEN, KERR ERIE e REENA R BR 
稳定 性 考虑 
一 步 推导 梯形 网 络 N。 元 驹 值 的 显 式 公式 之 前 ， 我 们 要 指出 ， 只 要 有 源 阻 抗 存在 衣 
必须 考虑 稳定 性 。 放 大 器 的 固有 频率 是 下 式 的 
Za) rz), (35) 
Zia sa GEN, BUS MT REEVE LR ht D nU E EUG de REL, 为 了 使 放大 器 稳定 ,我 们 
要 求 (35) 式 区 所 有 零点 限 铺 在 开 左 半 复 频 平面 内 。 因 为 
C5) 
5) 


Zane ais) +2105 
EPI DER 
spi oO SCERIAOGE EU, ELLOS COO NIU AGES RAINS, RATT COURIER LR 
NARZ 9 rz (OCA FARTS RUE 8... 0) WER, AC) EFA 
SRE RAMDAE AM. (-9 ERCZBAP RANE AHR. Bk, Dedit 
ABBE. S...00 MAE Pa AME th RC, 

六 :的 显 式 公式 

优 设 所 震 的 四 配 是 可 能 的 。 我 们 现在 来 说 明 无 损耗 的 双 口 网 络 N。 总 可 以 用 一 个 终端 接 电 
pus LO 梯形 网 络 来 实现 。 而 及， 我 们 导出 该 梯形 网 络 元 件 值 的 显 式 公式 ， 从 而 就 把 匹配 
哆 络 的 设计 简化 为 简单 的 算术 运算 。 

确定 了 最 小 相位 反射 系数 SS,: ,Cs) 后 ， 均 衡器 的 末端 阻抗 Zs (3) 就 可 由 (36) 式 直接 确 
定 。 科 用 (36) 式 连同 (12) 和 (13) 式 一 起 ， 可 得 

METALE GHEH 


Zi G)5 A Bitsy 


Sase (5) = (SACS) 23028... 0), (56) 


R- $s] L 
ROS ..G)- 1) +L + Saat] ‘ Gn 


YEGDXAVAQGUDSO Zi GIBSON. 


Za) E Gn 


qon 一 Ba 
正如 Takahasics) 所 指出，(38) 式 右 识 第 一 项 的 分 母 中 的 第 二 项 可 显 式 地 展 汗 成 一 个 连 分 式 ， 
县 为 : 
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Ve ERE SH city 


pw 


qUD ed qm) 0 1 
a- qu) " "Ug (39) 
Liy+-— 


Q1 
+ He 
其 中 
= 2sing 
eis (462) 
Chas Lig ems Cdrby 
dsiny,,-,Simp,, . Caney 


Chins Ea = 


1—26c0sp,,, +? 
mns [12] t [3e peser omen, om nt ams 
利用 4(0) =1 耐 直接 确定 。 其 结果 为 ， 


C41) 


ise 


1-6 
土 呈 分别 根 据 # 是 偶数 还 是 奇数 而 定 。 员 外， 最 来 的 一 个 吃 搞 元 件 值 可 由 下 列 公 式 项 定 ， 


ur [ 


" 25iny. 
C= TOAT AR BL (42a) 
” 2siny, 
Lis (1587 US TRUE (49b) 
注意 到 因为 6> 1 ,所 以 在 (39? 式 中 的 所 有 系数 均 为 负 。 把 (26b? 和 (32a) 与 (40a) 合 养 而 得 4 
Ci--RCo, (43) 
A, Bio Xm 3， 我 们 有 ， 
asiny sinyv, ho 
L = I drop 485 R GOD 
FECA AAAI, FER GU HIRCLO SUCRE LS AE AZ. 2 (OW RED Re 
Zia 4C) = (I4, L)s + (45) 
Cs + 一 一 — 
Lge-- loo 
ad 
H 
其 中 在 mm= 1,2, [Fe-v], a>, 
L-L, (462) 
= SSDP no STDP eet 
Comboni BPO pasosi FE)” 《46b) 
a BS SE yn clo. " 
[PES iG eop FO") , meg Dy Cate) 
IH 


WR 


aco" + p siny 

Cue UL tsi, — 

Re-peérpec UP (ar) 
RO — sin; 

Toye = EO SP iB (47b) 


CESECESITA 
MRR, REN GRRE, BL 


=L ERS) AI REP Per Eo a 


M 


fot 


图 4 AERO AEN LORE HEM. (a) wR, (0) nS 


pi. 

BREU-TREAD ANBAR, CATA PIG MORI. WOK ERE 
2000 人 负载 电阻 器 和 具有 508 内 阻 的 信号 滨 之 间 工作 。 过 带 增益 在 带宽 为 50/* MB zh USE 
少 等 于 30dB。 有 源 单口 网 络 采用 隧道 二 极 管 ， 其 其 有 的 参数 为 : 


-R-2-1009, C-z0pF, L-2nH CD 
从 上 述 技术 指标 ， 我 们 有 : 
R,=5G0, R,-2009, d,- 10'rad/s (G0 


对 于 r= 5 ATR ERE UGGUGWGE. HR 
Ky = (1 + 25in187):? = (2,2861)? 5 or 34.95dB (51) 


这 给 出 了 通 带 内 上 凤 需 的 增益 值 。 由 (203〉 式 ， 我 们 计算 : 
6= Kiv=2,2361 (52) 
LOB |i 35 Bj ARSE 3) LO A AE LRS): 
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Osasun  oBssaH 
Tl T 7 ELI 


ptt las 


2 è 


图 5 RASM CPR ea aE E BER ORC RENTRE 


= 48in18°sin54° -z o 
D= agio ers] SERON 1) 083984, (53a) 
4sing54?sin90* 
e -83. F, (535; 
27 -gaoi x 10 x10 1- 4.4722c0s72 48) OS 30784pE, (530) 
45ing0°sin126° H 

= = H 5 
83.48763x 10772 x 10101 4. 472208108 F5) OSPSATUH, (83 
C= dsin126° sin162° =19.79403pF 《53d7 


9.52827 x 10-5 x 10! 1— 4. 47220051447 + 5) 


作为 男 一 种 方法 ，C4 可 由 {47a) 式 进行 秆 算 , BERERA NL LR, HU 
AWE HHFA Hi 


R. gine 55:90170-1 _ ni 

RgQ-106 SE 90170 = -96.485170 (54) 
NEA AX 
因为 双 口 网 络 N* 是 无 损耗 的 ， 我 们 有 关系 式 

181.5 Go)]* «1— 18,4 G0). ?, (55) 

因 些 ， 异 助 于 解析 延 折 理论 和 (18) 式 ， 即 每 最 小 外 位 办 式 分 解 
zs 
Sint) + So Go 


(55) SCH — Ae | P oa Hs 
81,4) - 8G S a O2, (57> 
EO 为 一 实 正则 全 通 函 数 。 对 于 一 般 的 负载 也 抗 2,(s)、 匹 配 是 可 北 的 ， 其 充 要 条 等 是 所 有 
Youla RRA HE 0. RAMA, Hil uEd) (或 ) 并联 电 容 的 电阻 负 鸭 
SLE. RAAT CEO RN, AT LS os, HS BR a 
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式 而 进行 计算 。 
令 z2(5) =R,。 则 Ns 的 输入 汕 接 一 个 基 洪 电阻 E.M, SURAT REAR EL Sg. 


= 14820068) [CHR d 
Zeal) =R; EEAO R. Qn) 2” 


(G8) 


TUER, MIRA BAR RON SLE, 8) REL(39) RSG FA HIPH EL TE, 
它 就 能 展开 成 为 一 个 连 分 式 。 在 (56) 式 取 正 号 时 ， 我 们 有 


LATOLISCES (59) 
n 
H 
其 中 ma 
sin’ 
y= eee, (eta) 
(0b) 
LoCo APs ERP are (502 
m-nne, Heh E 
n BAREL, agii (61a) 
(615 


注意 ，(39) 式 是 对 变量 展开 的 ， 而 (59) 式 是 对 展开 的 ， 这 样 ， 工 述 公式 就 出 现 %2.。 该 5 是 
HOEL, ATERBE RAMARAO., FAGOR RAEE 


并 成 两 个 单一 的 方程 ; 
Lea = ERs sinna (622) 
Csn= XS. siny,s- i (62b) 


218,5 [4+]. BORE. (Coss UR d LC 梯形 网 络 ， 如 图 6 所 示 ， 其 终端 接 电 组 为 


m 
R:， 其 元 件 值 由 显 式 公式 (652? 给 出 。 
Neue, dede GUESS, SUD 


Yaiis(s5)21/Ziss(8) = Cyst (63) 
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其 中 


2 " 
Coi elgg, en (542) 
Lint Eo sine aay (E49) 


tol 


me SCM MAN, LCHUE RI RMS 2260) 22) ARR n A e 


] 


一 一 人 T ~- ] on L 


ES mes Res 
i 
i 


del 


WT FER DIESEN B9 LC RIC ANKA (CR # 为 奇数 (b) n 为 偶数 


menn [1e] 这 正 是 终 堪 按 电 图, 的 LC 梯形 网 络 ， 吉 区? 晰 示 。 
IESU ER AISLES, GORAS NRN EAR TE AP ECA SL CR doge 

万 归并 到 Ne He, GODRLEERLULG MERE a, DT ERIN He 
RIVE VAT RU XAR, 


2. 
研究 与 供 1 相 同 的 例题 。 刚 我 们 有 : 
R,=206@, e, = 10*7ad/s, (65a) 


-291 + 


5-2.28507, n=5 (66b; 
当 (56) 式 选取 正 呈 时， 我 们 利用 (621 式 ， 得 


L, =6.583uH, (852) 
C, =35,180pF, (66b) 
L,-21.789uH, €666) 
C, - 85. :80pF, (660) 
Ly = 0.55 80H; . (66e) 
间 样 ， 当 (56) 式 选 芭 负 号 有 时， 由 (64} 式 得 : 
C,=13.820pF, (67a) 
L,-21.447H, (670) 
C, —44, 721pF, (670) 
L,—1.4478H, (67d) 
C, =13.820pF (67e) 
相应 的 网 络 实现 由 图 5 给 出 。 


5. 低 通 等 波纹 放大 器 的 显 式 公式 
研究 x 阶 你 通 切 比 雪夫 传输 功率 增益 特性 


K, 
2> " 
Gro?) = 1-c€iCi(o/o) ” 


A e<, COW EE S REAA., ALM LARS, RTA. 
; "EN: _ 1 

SG Co m 1 tec) ten 

à! Lac: L ECE ~ Hy) 


(68) 


, 


S,,,()0S,,, (5 595 AISOHOBy* ce 
At, ARR, y=s/o., A 

eh =K,, (71a) 

écefa (Fb) 


W. WEBER 

各 (21) 式 一 样 ， 令 8... 0) TORRE RR, EIB om Do BI RU 
HRED RION IHE. 

Bawa (DD) rb th o tb y os 


PO) y ba wh h pa te by By 


Fiat, SND RRL LR ER RMEER, Mo > O5.» 00-0, 1, e n- D, 
将 (72) 式 大 对 于 传输 零点 ( 它 位 于 无 穷 远 浆 ) 展 开 成 罗 妆 级 数 ， 从 而 得 到 


(72) 


Basals) 98, 88, /5 S; /5* SaS? ton, (73) 
其 中 

So = 1， (74a) 

S/o = 0,1 — es, 《74b) 

S,/o? =b, — 8,22 > bi Bae = Be 1), (740) 

S/o =b,- — 5, LB sth smb bbs 


+B, Bag the (By: -5.0 (74d) 
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现在 我 们 进一步 新 究 由 更 抗 Za(5) 避 起 的 系数 (74) 式 所 加 给 系数 约束 (25 } 式 的 影响 。 为 


THEA =S., RIER 
ye By = = a (75) 


HEARRE, 99 


_ sinha _, Sinha 
"i Sinp Oe iro Ge 
UB 
acdsinnth, à E ES (77) 
RAC IRAE (71 EREK., SOTERA HERE 
K, - e!sinh? Iosinn-: sinh (sinh? 2) + Bene |} (78) 


RAR IAA MOREA, =S. SEHR. WT RRA, RIRA C 
RARAC, 91 


P , sink*acosy, 
[E d "simpy, * (79) 
从 而 得 到 
(20) 


20,-, = O3-; 十 3 


将 (80) 式 代入 (7d4e) 式 ， 连 辐 (75) 趟 一起， 并 注意 到 (80) 式 对 各 个 8 光 成 立 ， 于 是 我 们 得 到 所 


eH) eR 
. A, (D 


S, = Cba- - b, RC = 
RVELBF EBL, > 


RE, Xy DURER SD RE, MNR, 


= F, = 5 
fen get (5 
其 中 
LES xe =b,- 0, (888) 
Am ipe = ism baito, (83b) 
Safat = bros ~ Bara m (Dani = Dao) ra e Bt Day B ab, (o) 
由 (?5) 和 (79) 式 ， 我 们 有 
(84) 


2ra baa) = BE. ~ bi 
B80... b RD leno 
. Sinka /站 cos*y sing, sink*acosy, - 
^3 "siny, G sin», ) 25in?y,sin», ” (85) 


从 而 得 到 
LE 
bams = Broa = Byer bs) (Go SEBEL) 
3, 63. ,) SSY 
+i 83.) 2siny. E> 
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将 (83) 式 代入 (82) 式 ， 连 同 (76)、 《807 及 (84) — (85) 式 一 起 ,不 等 式 (82) 的 左 端 可 以 简化 为 。 


4siny 
L.= Hoe i ( 
Coisinha + sinh*& 4 sir. , en 


BREEN, SXUBTDBOEHIEN., MREARAE A RLA AT IARI, BD 
LSL>0 D 
页, 的 显 式 公式 
SOR RETR Mg CEE, AE RR HE dE I AY LCBUD fo oe SEN 
BRAR, EL<L, 
BRGOR, MMS HZ... GOSUDUS Re PER 


Z,.G)- 


(89) 


RO 
-RCs [OD t$ 
SB po) 


WEimTakahasicé, JMEN ALDO) + $y) 1/19) — 803 BARMERA te 


Cis goa) 
Che lhe : (905) 
Clg = aa sin 《90c) 


f,,<sinbe sinha) 
1 
RY, mat, 2, cn, [i]. E 
f,(sinha, sinhe)=sinh*a+sinh*a +sin*y,,—2sinhasinhacos?,, (91) 


如 前 那 祥 ， 最 未 一 个 电抗 元 忻 可 由 下 列 今 式 来 确定 ， 
2sinv, 


eS oc, Hj 922) 
e H” (sinha sinh) * "S ‘ 
或 
= 一 2siny 00. DT 2b) 
Lis -prainha riha? MAR (à 
在 连 分 式 展 开 中 置 s = 0 且 利 用 
be =2)*sinhna, nr. (98a) 
$,-22!-coshna, n En, . (83b) 
常数 "可 直接 由 下 列 公式 进行 许 算 ， 
wy Sinhra 一 sinbra he 
HY = -inana sisi? Un (un 
H'- coshna + coshaá PTT (945) 


coshna — coshné * 


HEBD E> oa， 故 (90)、!92) 和 { 94) RHE ERRIA HE. C90) & 1G), (76) RA 
并 而 得 ， 
Cr -RCo (95) 
RE, Bonam 1 过 辣 (87) 式 一 起 ， 我 们 有 
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Lis! 


(98) 


FDRU COSTS RR, ETRE ACRE AZ... GO WD opt dnc45) 


LIE E PE 
RARER. LED RTE, KEES A PIAS 

Ly =k, (872) 

o miia-D, (97b) 

(970) 

z (98a) 

oshua — coshna?siny, nA RA (99b) 

TEA 3 


AEM, Doc ROS R, 


例 3 


TEPER, RIVER = 


e siaha) (eoshna + eorhnaj ? 


= RK, WPS YR, = R/H", 


本 可 


BISLASDLSR IDEE UN, FURIDSDEBUITCH I — T- Heli zt ROB 27 SERES DUREE A 


我 们 首先 由 (78? 式 计算 常数 Ks， 得 到 
K, =0,¢a76°sinn*| 5sinh- (sinh (cath: 1L) 


2sinis?^ — jl 
* [pax Box 107 fot 


= 2356475 3X 43. 72dB 


由 (71) 和 (?7) 式 ,我们 得 到 


€=0.9976/153 50818 =9.0964987, 


le 

= sinh? —- = ` 
zsah og x 3.97682 
HE 

ats = 

a z inh T. TIST 1.14586 


Bi SER B E DUIS PE R2 HEHA CT) RIT HRANT. 
Dom ., isinig^sino4* 
! TS0X TOE 10757 , GMD, 17662, Snh1, 14586) 


z1.015625H, 
e. 4sinp4^singo? 
*5 7.01863 x 107 * x 191 5f , (Sinho 17662, 5Ính1, 14586? 


—114.64378pF, 
L, = 4sirg9°sin] 26° 
3 7 114:64875 x 1977? x 10157, (sinbo, 17662, sini 14586) 


20,913855H, 


5, HG esd BLY, MMRDA 2g 6 - 0.9976. 


(£9) 


(100a) 
(100b) 


(100€) 


(1012) 


(4015) 


(1010) 
295 * 


C= Asin 126°sin 152° 
* 7.91865 x 1075 x 10! * f, (sinhd 176862, sinh 1, 14586) 

= 39.85167pF (1014) 

fio 8 — ROM BRC MUT E (8a RA, 
2(sinh5x 1. 14586 +sinhs x 0. 1766205in18* 

100 x 10? (sinhQ 17862  sinh1, 14538) tsinh3 x 1, 14586 — sinhs x 0, 17662) 

=939.35167DF, (102) 
EUDE. HUVA, WAAR RED. 


C.= 


À, roo SMG LGB SASO TOR esi C08 
NES ELS SX 
由 (55) 及 (69) 式 ， 最 小 相 移 因 式 分 解 为 ， 
SO = Be, aon 
其 中 
n) -Pi606-45» (105) 


如 同 巴特 沃 思 响应 那样 ， 令 2,43) = Ry, ME N AARRE 贸 , 时 ， 从 输出 瑞 看 进去 的 

EHA: 
= ipy 
Zaal) SRi ry Epy 《106) 

注意 到 ， 不 考 典 常数 R, 和 人 插 号 ，(106? 式 正 是 (89) 式 对 应 项 Ep) + oy) T/C Pr) ~ $001 在 
goo 或 在 p(7) 中 的 a->0 时 章 级 限 情况 。 于 是 ， 和 根据 5104) 式 选取 正 号 或 负 号 ， 它 可 展 成 C59) 
或 (5633 式 所 示 的 连 分 式 。 

在 (104) 式 取 正 号 时 ， 可 用 终端 所 接 电 盟 民 的 CC 梯 形 殉 疝 来 实现 Ny， 如 图 6 所 示 。 其 元 
性 信和 由 下 列 公式 显 式 地 确定 : 


Ls 2R,siny, (107a) 
17 esinha ' 
ASIN am sD Pan) 075) 
Lra- Csa = iüsinhía SIn Vana?” 


Asiny so- SN geod (1076) 
Bane am= 9 (sinh? + sin? Yan) 


m=1,2% e [prh a 


= 28, siny (1082) 
La asin? LL 
_ g(coshná — 1)siny, ^ (1085) 
C= Ro. (coshnà + 1)sinha’ ARE 
BATES B i FAR Ais 
R,=R., wh BR (1092) 
aR, costing El ny C109b) 
= Re osna I :9 为 偶数 
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lida) 
G10b) 
Asiny,., Sin; 
c L,,,=— ema 
Ieabis nh + sin (110c) 
mulo, [ah x 
Qo Bin? aye 
"= Rosina’ PATR aia) 
~ 2R, (coshnd - siny, a Nas 
"^ ~o.(coshnd + Dsinhó "57 bd aub 
RQ-R, PAR (1122) 
ROD- i 为 偶数 (112b) 


Ut cosina #1” 
如 前 那 梓 ， 在 (104) 式 取 示 号 时 所 得 网 络 允 许 在 其 输 沁 端口 的 串联 电感 归并 到 N: 中 ， 在 
选取 负 号 和 时 则 产生 一 个 楼 形 网 络 ， 而 其 第 一 个 元 件 是 一 个 并 联 电容 。 
例 4 
SHEER QNS ER, Nds CUD A, HEMA N: 的 元 件 簿 由 下 式 计算 ， 在 
Gon ES NS. 
,= iare - =0.87441uH, (1225 
4sinia°sing4* 
0.8744 x 10-8 x 16-8 (sinh? 1, 14586 + sin?367) 


C,= 


=48.79454pF, . arab) 
Asinga sinag? 


Pa = I FAI rr p sinh. 1ia86 + Sin 7273 


-2,284:28H, 《ll3c) 
c= _ n126* 
‘ 2.28172 x 107? > h*1,14586 +3in*108") 
= 48. 79454pF, (1134) 
L= 4sín128^sín]62? 
7 18.79484 x 1071? x 10* *Csinh* |. 14586 + sim? 144^) 
-0,874414H (13e) 
在 (104) 式 取 负 号 时 为 ; 
C, -21.880pF, (114a) 
L, -1.8524H, (1140) 
C,=57.118pF, 《114c) 
L,-71.9524H, quad) 
148) 


C, = 21.8500F . 
FEL RBA, SDE WI ARR, -R.-2000. 
l 2297 ^ 


ge 


FLEA ER AHWA, HH TAR BEIC BUE RS TEIL AMR 
BI—ECECRGU, BAK RV ih Takahasizofg Greenfe go ihe LC RIE 
SX, SHUT SALEM ERE 
的 显 式 公式 ， xOIEScraco pu AUR 1-319) — : E 
See, STV i TRUE BU HR SAER HI R ARRES "ug. REZA 


BEEF EMA REIS SEV RE e I E TTA SES 
SEG OU) 


论 


R 者 Xx wR 
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二 十 四 、 最 佳 宽带 阻抗 匹配 网 络 
综合 的 显 式 公式 山 


E 

本 文 证 明了 最 实际 的 RLC 型 负载 在 一 个 有 

以 实现 任意 阶 的 巴特 沃 思 或 切 比 j 
方法 。 本 文 提出 了 最 佳 设计 这 种 匹配 只 
时 设计 齐 线 或 和解 非 线性 方程 。 这 些 公开 
明 性 的 例子 ， 阅 明了 公式 的 具体 应 用 。 


1.8]8 
ETER, WRAP, ARR RUSUS TE — a RU foi HEURE iE 


T SUR e EYE RE IP, HERE TES R RR a A SK Fr SR Si ARI AS A SEO JF 


Ko RATER ISI Be Th NEPRA BELT 阳 抗 均衡 。 
Bode[1] 首 先 研究 了 阻抗 匹配 了 一 类 非常 有 用 的 、 但 仅 限 于 RC 型 或 RL 型 负 


载 的 基本 增益 -带宽 市 约 关系 。Fanor21 淮 广 了 Bode 的 工作 , 并 以 十 分 普遍 的 方法 解决 了 在 一 
个 任意 无 源 负载 和 记 阻 性 信号 源 之 赣 的 阻抗 匹配 问题 。 基 于 复数 妇 一 化 原理 ，YoulaC3] 导 出 
了 一 种 新 理论 ， 它 避 开 了 Fano 工 作 中 所 遇 到 的 某 些 困难 。 最 近 ，ChienK4] 和 Satyanarayana 
[5 把 Yeula 芍 工作 推广 到 可 县 有 频 变 信号 涛 的 情况 。 

在 最 实际 的 情况 下 , 信 通常 可 以 表示 为 一 个 理想 的 电压 源 串 联 一 个 纯 噶 青 器 , 它 世 可 
以 是 另 一 个 其 它 网 络 的 戴 维 南 等 效 网 络 。 负 载 阻 抗 是 由 一 个 电阻 器 和 一 个 屯 容 器 的 并 联 组 合 
然后 再 与 一 个 电感 器 相 串 联 ， 如 图 1 所 示 。 这 一 负载 轩 抗 业 可 包括 了 一 个 实际 器 件 的 寄生 交 
应 。 问 题 是 在 一 个 频带 内 ， 以 一 定 的 容 荆 与 此 负载 咀 抗 相 匹 配 ， 它 常常 在 宽带 匹配 放大 器 的 
设计 中 出 现 。Fanof2] 萤 研究 了 这 个 问题 并 得 到 了 初步 解答 ， 他 指出 了 如 何 综 合 一 个 切 比 雪 


REBAR. 


AA, Josie Té ARAB 数 中 使 
义 在 了 把 设计 问题 简化 为 算术 运算 。 还 给 进 了 说 


Zaat 


图 1 E RARA ATI EARE FD CE E DSL BU 775 38 08] 
+2996 


Maithaei CO ERHET" T Fano 的 设 首 方法， 所 供 了 选择 流 佳 设计 参数 的 实用 方法 。 在 
Matrhaei 称 为 情况 1 的 一 类 特殊 情况 中 , Levy57] 兽 导 由 了 一 种 简单 理论 。 因 为 一 般 说 来 设计 
方程 是 非 线 性 的 ， 为 选择 最 内 参数 需要 利 月 图 解 结果 。 

本 文 的 目的 在 两 个 方面 。 首 先 ， 我 们 将 还 明示 于 图 1 的 任意 RLC 型 负载 可 在 有 限 的 频带 
内 与 电 阴 性 信号 洱 之 则 进行 最 佳 匹配 ， 以 实现 任意 阶 的 巴特 沃 思 或 十 比 雪夫 传输 功率 特性 ， 
证 实 与 推广 了 MatthaeiC6; 给 出 的 方法 。 第 二 ， 对 于 图 1 的 任意 RLC 型 负载 ， 我 们 将 导 加 设计 
最 佳 的 巴特 沃 思 各 切 比 雪夫 匹配 网 络 的 显 式 公 趟 ， 因 此 ， 避 免 了 在 选 到 最 佳 设计 参数 中 使 用 
曲线 和 解 非 线 福 方 程 。 因 而 ， 我 们 把 这 些 匹配 网 络 的 设计 简化 为 算术 运算 。 

2 PRESB RMR AAR 

参看 图 1， 我 们 的 上 且 的 是 使 RLC 型 负载 与 霸 也 从 信号 源 相 匹配 ， 且 实现 一 个 t 阶 巴特 深思 
HT RTE, 


Gat) = o, 0K, <1 o 


Iroja) 
FURAN ATA BMI AK, 00635 FH. 251, ORRA- AEE Hd RR Hz (5) 的 、 
PEASE PG DU RT Pd NP HB, 


zz. Tb (2) 
WERA, C9? 
Zanz o 


Bis) = 
ae Z, (5) +2065) 


2.1024 Ret, MO ee. E 
_ s-1/RE a 


Jide. C- s RUFF EEE DEB ME URS MG DE READERS, JURGETEL/RCAR, Wig 


下 列 关 系 式 [9 所 定义 的 函数 
p(s) = A(s)Si QD (5) 
BPR, EMER OES. BRON BAM, MOENIA 


增益 可 用 有 界 实 反射 系数 表示 为 以 下 关系 式 : 


BY 


Gto?) =1- |oGo)]* [2 
da CDOSUA A COSSRAB BT AGE ERABI 

paip os) e LECT (7) 
其 中 

ð=- Kyi (8) 

yes/o, (9 


在 K,= 1 的 情况 下 ，{7) 式 的 分 于 简化 为 (~ DN 
HRPM, SPOR EAM MM, LOTR RRR RRS AAS Ha 
pis) = on Auld» 
ay) 
a Htt DES 


Va P! + Oye 


tutmaya ao 
eR Nb 
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《7) 式 在 闭 右 半 复 闫 平面 内 解析 的 最 一 般 解 为 ; 
Dis) = XQ) ap 
FOP WS) — ERRENTEN. 
现在 我 们 来 证 明 一 阶 实 正则 全 通 栖 数 已 足够 实现 匹配 。 于 是 令 
s~o . aiy/d) 


e AU ` 
sto ay) an 


OCs) =o 

式 中 0 是 非 负 的 实数 。 

为 了 得 到 负载 施加 给 匹配 网 络 N 的 基本 约束 ， 我 们 求助 于 Youla 的 理论 [3)。 根 据 他 的 理 

论 ， 负 载 >:(3) 在 无 穷 远 处 拥有 一 个 第 IV 类 3 阶 零点 。 为 了 应 用 他 的 理论 ， 我 们 进一步 计算 所 
需 的 函 教 以 及 在 这 一 传输 零点 处 的 罗 朗 级 数 展开 式 。 其 结果 为 ， 


RCs- 
A= RE 
-1-2/RCs +2/R°C%s? = 2/R* C883 yee (32) 
=A, +A, /StA,/8* 4 Ag/S3 tee (136) 
F(s) 52r, (8) ALS) = ~ 2/RO?s* + A/R! C93 + see (ldap 
=F, +F, /s4F,/st +P, /s* + (14d) 
Hr, (RZ OA, H 
PCS) = 04 TP, /S t Di /S* + 02/8? +t 15> 
其 中 
Po = 工 (16a) 
0,/@.=(8-1)4,-;- 26 (16b) 
9,/01 —-(0* —i)a,-,- (0— )(a,-, c 20)a,-, 4 20* (166) 
Pajo: = (0 ~ 1)@,-2— (0*1) 
* (26 +6,-1)4, *^(-00,.,8,-, 
4 (8— 1)126 (0268, .26,.,- 26° O60 
Spe -o0/o, 
3,-, = 1/sin?, (17a) 
apaa = 1/ (281049) = dat. (17b) 
anaa NELLE rc) 
asin? 7, sinp, 2sin?, 
y,-2mr/2n, mol, 2, “7 (18) 
XPP—4IV3espp ESSE S, ANY GENE CIO — COLO RA BAY AE CS), 092, 
A=, R20, 1, 2 (198) 
F,GA - pL (9b) 
KERHA, = BE. ETS 01, RIER 
—2/RC -tf(- 120, — 2630. (20) 
从 而 得 到 


24~RCojsiny, 


1 
RCo. en 


ð=1- 


.301- 


将 其 代入 (8) 式 得 到 直流 增益 
2q -RCo)siny, 12" 
K=1-[1- a Ree. | (22) 
现在 我 们 来 说 明 ， 利 用 (21) 式 给 出 的 3， 第 二 个 约束 万, =p MEREN 
01/02 (05 —1)a,-,- (Om 1)(0 ZOO,- +267 


mj Das o IT = gre =A,/ot (23) 
AE, RIFARO. HTWER—BR, AMV 
=F: 
ae vere an 


TAGS, CLD ACEO RABE 4., PAs RACORERODAMCVR— dH, RA 
过 一 此 数学 运算 之 后 ， 电 感 , 可 得 到 简化 ， AEM, ROW. 
_ 4Rsiny siny, 

~ “(= ROG [RCoti(0* - 26cosy, + 1) + dosiny,siny, 1 


西 此 ， 亦 共有 522? 式 所 确定 的 KE。 时 ， 可 进行 匹配 的 充 要 条 件 是 串联 电感 ! 不 超过 Za。 为 了 证 


(25) 


WELL AE RERLCR HBO PRATER, RAL EEE o, EBLE 
DUO RBS BL 一 弄 大 ， 且 满足 (22) 式 的 约束 (0<:Ks< 1)。 为 了 实现 这 一 点 ， 令 5 
z-RCo. (26) ' 

3 

- (27> a 

利用 (28) 和 (27) 式 ，(21) 和 (25) 式 串 写 成 : E 
c/a, m (L- um (28) ' 

_ arRsiny, sinys | 
9. = wl dsin* >, (u - zsiny, 2? +2°sin*y, + 4(1— u)siny sinp] em t 
显然 ， 在 0<u<i 时 ， 上 式 为 正信 。 正 如 (287 式 所 要 求 。 从 (27) 式 我 们 有 B 
gusiny ‘ 
LL (30) 


u 


Hw, Qeucci, WF LQSERRETERILORNAH, 
iW. 

441. dac 1 代入 529) 式 ， 从 而 得 到 ， 
L0 (31) 


UR dede RS 
KODALLI. Xd. JD 
WAL ml2siny,. FUR, EAS 


Bas = Belam: ETIN 


一 siny, {2 -— 
ARSE, BARA TAR: 
TERI, Lhe, WORK, RPP 1, Am Ro om 


zines y GD 


PAn LoL, JELHA, RIOD RHSL = 工 ， 从 而 得 到 一 个 用 w 表 示 的 三 
次 方程 


gU) =cwitewe+cuto,=0 (33) 


€, =4sinty, (34a) 


€, = —4siny, (Qusin?y. +siny,) (34b) 
€, = dzisin* y, + xsin*y, + 4siny.sinv, (340) 
£, = — (4cRsiny siny, )/Lo, (340) 


RHERTIEARIDE), UIHA RRP ROA dd. Nb RIE 
Ho XH IO RAAB. Yeu = 0 时 ，&(z) = hi, deu c 1 时 ， HDn 的 真正 定义 ， 我 
们 有 stu 

S(ü)-6,t0, C, Hoye; Coo 401-2 (35) 
其 中 all 

C; = — (AzRsiny sinv,)/L, 1 Os (36) PIT 
BRE, COR SS REGENS: 

deg(u) 

du 
z 4(4 — ])tsiny,;sinv, -4( ~ 2usiny, )?sin?y, 
9 BD 
从 这 些 观 察 我 们 可 看 型 g(w) AME CU 
其 有 如 图 2 所 示 的 形式 。 这 条 曲线 与 # 轴 的 交点 给 
出 了 所 要 求 的 x 值 ， 当 将 其 代入 (30) 式 中 ， 将 得 到 m 并 9<w<1 的 范围 内 ， 三 次 方程 :93) 式 
如 (23) 式 所 示 的 最 大 可 达 的 直流 增益 KE, AERE SHE TED Vor E COT EIE E 

HERL z«25iny, ,从 (30) 式 可 明显 看 出 ,最 大 可 达 值 4 为 z/(2siny:)<1, 它 相应 于 8= 0, 
把 这 一 秆 代入 (29) 式 ， 得 到 ， 


LacLdeli- 


=30.U -20,u t0, v 


[ID V 


" gRsin*y siny, 
Ol). XO + sin?y SIRE sinp, Jos 人 Gn 
正 象 情况 1 一 样 ， 需 研究 丙种 子 请 况 。 
FWRI, LSL. WAKA, RNBRe=c/(2siny,), 从 而 得 到 9=0，K,=1 和 
c H E] 
arl t on 
地 情况 2。 工 > 工 os。 正 如 以 前 一 樟 ， 我 们 作出 9Kz) 以 xz 为 函数 的 贸 形 。 在 4= Okt, gu) 
=e Ew, fees u, =2/(2siny ORRIA: 
Gh Jae te muite nm, FC, 
Bob} toe] tes, 01-0 (40) 


其 中 


of = ~ CdeRsiny siny,) /L, 9s aD 

BURG AURA, MUJO Aulo CI EIE RUE RU EIZ RBA, ASD 
MER. 

Bü, RACE TAR RLC BP BUE A S — TUR HERO URGERE 
E, Dan SCRE AREE ERTEAN, 

3, 巴 特 沃 思 咱 应 的 显 式 公式 

在 本 节 中 ， 我 们 将 导出 设计 最 住 包 特 活 总 匹配 网 络 欧 如 式 公式 。 
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HD, GOSGRO GO AEM ODA- ERREZ), ABLE AR, 
ZG Ripts) - 15 


CRésR-eGH-DemES ~ 


(42) 


REYRE, GSREM-TPMRRA R, MZ, COREL EN, 
利用 (12) 式 连同 (10) 式 一 起 ，[L1+P(s)]7/C1- oI TU BRR RED RMI, 
1+p(s) _ sfaty) + @acy/d)] - eLaty) ~ dacu/0)] 
1-2)  slaip -Ó'qiu/0)] cotacy) +6°a(y/6)] 

1 


=Cis + TO (43) 
其 中 Z(3) 是 展开 式 的 余 项 ， 且 
E 2 ` 
1770782, ae en 
"a 8sin?v,siny 
Lis o alore (8: — josy, +1) + dosing SIT I (5 
其 中 我 们 在 导出 (45) 式 时 而 束 用 了 (21) 式 。 再 次 利用 该 式 ， 我 们 能 证 明 ; 
Ci-RC (46a) 
Lik, /R (46b) 
把 这 两 式 代 入 (42) 式 ， 风 末端 得 抗 可 表示 为 ， 
Zsls) = (L; ~L)s+RZ¢8) (47) 
其 中 
Zts) = 1-P(s) L.S (48) 


T-RCs+pis)(i+RCs) R 


为 了 便于 我 们 推导 显 式 公式 ， 必 须 区 分 四 种 情 帝 ， 每 一 种 情况 对 应 于 前 节 末 尾 扬 叙述 的 一 种 


情况 。 

IRI. resin FIL<L,,, EMAAR, =0 和 最 大 可 达 K: 由 (32) 式 给 出 。 在 0= 
0 时 ，(42) 式 简化 为 ， 

R 
221(8) = ~~~ Ls (49) 
au) + PIG 
~ ROS qan e Gq) 

正 象 TakahasiC10) 记 说 明 ， 在 (49) 式 右边 第 一 项 之 分 母 的 第 2 项 可 显 式 地 展 成 连 分 式 的 形式 ， 
Hahzo298 Hn. 


acy) + 68/0) Lors i 
十 (50) 
g(y) - GG.y/0) Liy+ 1 一 
Cip 
vod 
une 
其 中 
= 25107, Gla) 


*304 * 


rela a ASIBY qus 


Boe hen 1 2écos (51b) 
" ASIN gue SIP Lu, 
Cine Hn = T sy "m (510) 


meaty hos [35] 其 中 [3 rem AL a ER, eos ar poe c GO 
式 、 令 ?= 0 且 借助 于 4(0) = 1 来 确定 。 其 结果 为 。 


HY = rey" (52) 
Rp + Se DUROS Je o s, BURT ULE AT di FLA SR 

c Cur ， wae (53a) 

L= ie 7 为 偶数 (53b) 


把 (50) 式 代入 (49) 式 连同 (31) 和 (44) 一 (46) 式 一 起 ， 末 端 蛆 抗 可 表示 为 连 分 式 ， 


Zi4() = (La = bs & — (54) 
Cust 
其 中 
L, = 了 (552) 
4Siny,, Siny. 1 
Lonag bmi amet ain- 
Conban-t = BI Io sl) (56b) 
Loo dSiny, us :Sinp pee ele. 
Cambanet = ET 26008), +O)? ma) (55e) 
Xopmei, nos [Lon] oam 
2.20 *69)siny, ae 
Cm RG Naha VARR (562) 
BRO SOS, | ny (56b) 


i77 E800 9). 
这 表明 Zs,2(3) 可 实现 为 终端 接 一 个 电阻 器 的 LC 梯形 网 络 ， 如 图 3 所 示 。 梯 形 网 络 的 终端 阻抗 
可 从 (49) 式 、 令 5=04 而 得 到 ， 即 
(7) 


M2, easing, LL... (9330. 900 的 所 要 求 的 实 根 4s 可 利用 三 次 方程 的 标准 
公式 5111 而 进行 计算 。 在 此 处 我 们 的 目的 是 导出 该 根 的 显 式 公式 ， 将 其 代入 (28) 式 则 得 到 所 
要 求 的 5 值 。 

参看 (34) 式 ， 我 们 首先 计算 量 D= (Gee, - c3)/9ci， 在 进行 了 一 些 数学 运算 之 后 ， 它 可 
简化 且 可 表示 为 下 列 形 式 ， 
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e 


图 3 DURE fe SHULL GL IO — ESO tie Ha RA D LCRCO RU A 
(a) Nn 为 奇数 (b) wy 


= 3e,09—6$ _ (x-25iny,'siny, 


s 
B Set osiny, >90 (58) 
KHADR ERA Re, AU Io CER RAH. 
a Bxsin?y, +sinyy _ See & 
,= mae 2v psinh (59) 
其 中 
=sinh-? H 
$-si Wee (60) 
= Quar e pats asiny, siny sim, 
+ (2asinty, + sinys): ] ~ m pan (61) 
22. " 
把 (59) 式 代入 (28) 式 得 到 所 要 求 的 " 什 ; 
1 一 $ — Zzsin*y, +siny, 
U--RC E +2 psinh = "Pim, (7 ] (62) 


我 们 注意 到 在 推导 {59) 式 由 ， 已 经 引用 %m 为 非 负 值 这 一 事实 。 为 了 看 清 这 一 点 ， DB 
定 w 为 非 负 值 。 岗 根据 三 次 方程 理论 ,对 于 v 王 我 们 必须 选取 负 号 ， 这 裘 明 3 p sinhe RH 
d. EER 


ucl (€ )Siny. 
~2v psink tot (63) 
SOS SL n detis CIS a ESL BU FA, BAG RAE — AR EO ST 
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出 现 。 因 此 ，w 必 须 是 非 负 值 。 最 后 ， 利 用 (62) 式 ， 常 数 K, 可 由 (223 式 确定 。 
情况 3. z<2sin7 和 Labo. WARK, WUD EN usu. -c/Qsinpo, Xam 
PERO =0, Ky = 1 和 如 (39) 式 所 示 的 of 位。 
情况 4. zx<2siny; 和 了 > 工 ::。 因 为 在 此 情况 下 ，(58) 式 仍然 成 家 ,所 要 求 的 0 值 可 用 (62) 
式 计算 。 利 月 这 一 0 值 ， 直 流 增益 KX: 由 (22) 式 确定 。 
我 们 将 用 下 列 例 子 来 说 明 上 述 结果 。 
m. + 
R-1000 
C= 103pE 
L-0.54H 
n=5 
@,=1C*rad/s 
我 们 首先 计算 ， 
n= RCo, = 17-25in18* = 0.61803 (64) 
从 (31) 式 进一步 计算 
Loosing4° 
sinig [t= 51218? ^ +c0s*18°]10* 


因为 L<L,，， 适 用 于 情况 1， 教 匹配 网 络 N 可 实现 为 一 个 LC 梯形 阅 络 。 从 《32) 式 ， 最 大 可 这 


Lu 


71,8944380H (65) 


ERRAK A 
K,=1—-(1~281n18") 19 = 0,99993 (68) 
从 而 得 到 4= (1- K,) 77 20,8197, ARARE, WRLC RY BL A T. 


c= asing4”singo" _ 
271.89443* 1072-101 5(1 — 290, 38197c0872° +0, 14590) 


-187.74978pF (672) 
工 。 = AsinaG sin 126” 

37 187.74987-19- 2-191 G ~ 290. 381970081 08° + 0.14590) 

= 1.247210 (67b) 
[E —- 4sin)26^sinl62" LLL 
‘ 1.24721:]073-10 511 ~ 2*0, 48197c05144" 0.145305 


=45,45455pF (67c) 
最 未 一 个 电抗 元 件 C TIRA (560 RE, Pa RESI. 
21 +6.38197* sins” 


C= Fr 45455PF 
15 TOT AEST Ya Tro CTE TS | Sa (68) 
Ha, PRR A 这 确定 。 
1- 4,38 : 
RQQ-—1007—— ho 8,236900 
25 rg agr T 98-8869 (69) 


ble. 研究 与 例 1 相 同 的 问题 ， 只 不 过 现在 把 电 联 电感 从 0.54H 改 为 38 了 HH， 其 余 均 与 前 局 。 
因此 适用 于 情况 2 且 需 外 加 一 个 全 通 函数 ， 从 (58)、(E0) 和 (61) 式 ， 我 们 得 到 ， 
p-0,04244 (708) 
w= 0, 25990 (70) 


307 * 


$= 4.08545 (oe) 
JORMA RAC, GEER ITH 


9 = 0,67285-10* GI 
从 而 得 到 

$-1-2(1-0.67265)sin18" = 0.79768 (728) 

K,=1-8!°=0,89570 (2b) 


再 从 (12) 和 (17》 式 或 参考 文 
(y— 9.672683 5 


£93, Ci2288 8| 
—2.5813800* 


4e, fes) 
317195 + 2.657659? 41.310219 + 0.32297» 


DO 
(9 * D. 67265795 72. 2960TU* - 5.29B07U" —5.20B0TV* +3,23607y +1) 
(73) 
EARR, BUDE SGT EL. BOL. = SH, REMI P. 
BR, AUDAX, AUR AR IRR E 
-ray 43 30749 
ZaG)-I00ZG)- 1,08554p* +3, 01209y* + 3.480519 +1. 30749 
228) = 1002(5) = 100 S esit 2. BISTAUS 3. 7401477 +2, 389049 t 0. 85811 
CAD 


Est RiEA ERR. BEDA ECHO RAPS, RERCHD SUR ERRA Be 
HEL BE E. RADAR AT ISTE. FE. RIRE, 338 
业 即 需 爱 一 个 全 通通 数 》 中 的 各 种 方法 之 一 。 

从 (48) 式 综 易 验证 ，Z(3?) 的 个 部 在 ?= 9 AHA ERRER, Zes -2(-0), 这 
一 零 虑 机 用 一 个 如 图 4 启示 的 Darfing-on C- 型 节 ， 这 至 少量 致 Z(5) 减 少 2 阶 ，。 利 及 Youla 设 计 
RUS, MTNA BRR, ZCOO RUE SERZ! (ORR RMP, 


_ Zi +027 to} 


L, (75a) ren. 
» 2e _— 
"E 
LEGO-9Zu01 gory dt. 
L= giorria o 67 DR 
c 2 MEL nd Paul 
Lune due 
UUwEGO-eE | L ` 
MI 
M= Z6 02 to) (3d) T 


2g 4 


内 #4 Darlingzon C- 型 节 


Bis PSE RAK PA fk FEIREN ULMER NA 
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REM, BESRET APR MGA, MAR RRA ROE 
BARRA, ARE SSET PAL MAREN TDF LAR. MA 
络 的 任意 未 实现 部 分 的 阻抗 Z.(s) WIRE JH 1 UD ERREAK Ds — EGER R E 


图 器 的 LC 梯形 网 络 。 
H. 我 们 着 望 抒 阻抗 Zs :fs) 的 (74) 式 实现 为 一 个 终端 接 1 欧姆 良 阻 器 的 无 损耗 双 口 网 络 
的 输入 阻抗 。 
首先 我 们 校 焙 ZL3) = -Z 一 9)， 然 后 将 其 展 成 连 分 式 的 形式 ， 从 而 得 到 ， 
Za 109 (76) 
0.945909 + 一 一 一 一 二 一 一 一 
2.31185» 十 一 -一 一 一 一 
0.23168» + i» 
其 中 
了) = 1.993615 F an 


E EEZ. MWB EY = 0/0. =0.67265 处 拥有 一 个 零点 ， 这 是 必需 的 。 因 此 , ZO 
用 一 个 终端 接 电阻 器 的 Dariingron C-HEiqxEGEYÉ. AAR, XRIZQOO4HCHZOO, 我 们 
得 到 ， 
L,-1.44110H 了 =1.45634H (78a) 
M-1.44870H — C,>1.52563F (78b) 
ERRAK. PRRWERAANNAS 表示 ， 其 中 包含 了 一 个 全 蜀 合 变 压 
3k. ATER SRA -PRAREE, RIAA, 281659 + 1/Z CO REZ 
而 开始 全 通 循环 的 实现 。 开 这 种 方法 ， ARS 311 86CHALL AN SEM TS Bs 


于 器 ， 这 一 点 将 在 例 5 中 说 明 ， 此 处 不 作 重复 。 


4。 切 比 加 夫 的 基本 约束 
现在 ， 我 们 把 注意 旋转 向 切 比 雪夫 喀 应 ， 它 出 巴特 沃 思 响应 更 为 复杂 。 我 们 的 目标 是 使 


图 1 扬 示 的 RLC 型 负载 与 一 个 电阻 性 信和 号 源 相 匹配 ,从 而 实现 一 个 具有 最 大 可 达 增 益 K, 的 # 脏 
EEG GR AG SON aS H: 
Gie?) = 


, OSE St (79) 


K, 
1+ eC (o/a) 
其 中 Co) 是 第 I 类 的 ? 阶 切 比 雪夫 多 项 式 ，e<1。 人 护照 :7) 式 ， 我 们 有 ， 


MESI 


MOPS SUG EUST 


(80) 


HUB, Y=: c= e1-XJ a 
如 (10) 式 中 那样 ， 令 P(s) 是 (GO) GUSEDAGERLAMÉR, FUR RMR RN RR 


多 项 式 之 比 ; 


ated. pried, yey et bytb, 
OO IE a ee EH bY HBa D 
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TEHEECEREBCE S AB OTS C0 CR ROA, SER AER, Bh 
Sc AH BR RUBIA. Ak, + 


23-9 PO 
OS) =e VR (82) 
0 是 非 负 实数 。 


LOL E ELE d EP Ed SEE Ep m 


PCS) =Po  Dí/S Du /S] + Pg /8? toe (63) 
其 中 
m=i (84a) 
03/8, zb, 1 =b,- 26 (84b) 
palo? = B, s bis ua B (Dy, 20) E283 (846) 
paat 8.4 bis ~ (hb, s Breed 
e By b 20) b, Pent mL) 
+ (r-i b, 02 20b, + 207) - 20? (84d) 
其 中 6 =0/e., 
as i sinh=11/8 (85) 
(86a) 
ps s 
abt, (88b) 
2 
be = sinha 7 1, COS? y Siny, 
a-3 7 qo as C 
siny, *4 SINY 
inhacosy. 
sinh*acosy, (860) 


"9sin?y.Sinp; 
ys 在 (181 式 中 给 出 。 各 个 系数 下 可 简单 地 在 各 式 中 用 6 民营 2 而 得 到 。 
对 于 第 TY 类 传输 零点 ， 系 数 约束 由 (19; 式 给 出 。 纱 在 色 特 沃 思 响应 中 一 样 , 为 了 满足 约 


RA =Po RARR 
= 2/RC = (8,4 7B, 1) Be o 20 


从 而 得 到 
La eteinn?/ nonn D 201 一 RCa)siny， 14 
R1 €*sinh (sinh [sinha rc cj 


利用 (87) 式 ， 不 难 验证 也 满足 4。 = pz 的 约束 。 最 后 ， 为 了 满足 (19b) 式 的 要 求 ， 我 们 定义 电 
H 


(87) 


(88) 


i (89) 
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从 (3)，(14) 和 C848) 得 型 的 4,，F; 和 Pp; 代 入 (89) 式 连 同 (86) 式 和 《87 式 一 起 ， 在 
进行 了 一 些 数 学 运算 之 后， 可 简化 且 可 用 已 知 的 参数 来 显 式 地 表示 。 这 一 结果 出 于 意料 地 
简单 且 为 

pi dRsiny isinya 
Le (1- RC23-RCO,j , (sinha, sinha) + Acsiny,sinys ] an 


其 中 * 


frlSinha, sinhi) = sink*a +sinh?@+sin*y. 
—2sinhasimhücosy,,, mim], 2. 0° [22 ] (n 
2 


Wu. RUECHOGOBDHDGERUEC, THHRRMABRA ALTE, BERT 
EPA OR BL, BLT RAL FA, LR BOR SKSD. AMAA, 


像 (26) 式 那样 ， 令 z= RCo, H 
PEE. inha - sinha) (92 
2sinv, 
利用 (87) 式 连同 (88) 式 一 起 得 到 
v=1-RCo (93a) 
sind = sinha - 225107 (935) 
把 (93) 武 代入 (90) 式 ，L: 可 和 写 威 
ol, = AzRsiny,siny, 
oe p Asin p; (P - zsinhasiny, )* + zicosh*asin?y, + 4(1— v)siny,sinv, ] 
(94) 
显然 在 0<v<<1 时 ， 上 上 式 为 正 ， 正 如 (93a) 所 要 求 ， 它 表示 为 ， 
(95) 


=l G-r 
o= geo e) 


正 象 巴特 沃 思 吃 应 那样 ， 需 区 分 两 种 情况 来 研究 。 
情况 1。 zsiaho>2?sinyi。 在 这 一 情况 下 ， 最 大 可 能 的 " 昔 症 1。 把 " = 1 代入 (94) 式 ,从 而 


得 到 
aRsiny 
zh = n 
Lachda- sin? [C1 —zsinhasiny, )* +2*cosh*aces*y , Jo, 70 ($6) 


为 了 作 适 当 的 讨论 ， 又 分 两 种 子 情况 类 研究 。 
子 情 况 1、 LeL,Q DEKRA REAR = 1, 从 而 得 到 0 = 0 以 及 如 (88) 式 所 示 的 K-。 


子 情况 2 。 Lol, WEKARA EOD RPSL, = 工 ,从 而 导致 一 个 用 2 表示 的 三 次 方程 
htv}=div +d vt +0s0+d,=0 (97) 
其 中 d, - 4sin?y, (98a) 
d, = ~ 4sin?, (2esin*y sinha +siny,) (98b) 
d, = Az?sin?y  sinh?a 
^ xsin?y, +48in? sinp, (98e) 


o f.Ginko, sinimi BERES T PETEN 
ELS 


d,= —(drRsiny,siny, )/La, (98d) 
现在 我 们 必须 证 明 三 次 方程 (97) EIS EATS, hk, 我 们 作出 
AO) AUR, t= 6 时 ，9tv)=d,， 它 是 非 负 的 。 在 = lat, MAL WEY, dn 
GDA, RHEO S0, MWh WAR IER, 


dhivy 
du 


= 4(v~1)*sinp,siny, 


+ A(xsinha ~ gusiny, y?sin*y, 

*z"sinty,Q (99) 
AER, RTT PARC ARN, Ano oe), oR, 是 与 图 2 
Dem. — me SOR E ARDER Bo, RICHI (95) XQ ER 


GOA- E ES TK WE RR AK. 
情况 2。 csinha-O2siny,, BR, EMA ARBER se), BAW ROH, 


sinha 
au ^minp, 00) 
它 对 应 于 K,= 1。 把 这 v 秆 代入 (94) 式 得 到 ， 
= = 8Rsin*y siny, 
buacbbhc Sinha[ (sinha — siny, )* + (1+ dsiniy. jsiny sino, +a sin 7, Ja, 79 
(£01) 


MARIAM, RA RTH. 
FMRI. Lol, BDROMERGEK, BMH, KSci1H 


1 sinha 
zo)? (102) 


= 
@; 
子 情况 2， Lol. 如同 以 前 一 样 ， 我 们 能 证 明 R( 0 ) OARGO.)20. 因此 (99) 式 仍然 
A, Brblh opu Bo REC RU RBCS), vay Reel), wu, 后 再 一 次 具有 图 2 
所 示 的 形式 。 
耳 此 ， 我 们 已 经 证 明 ， 在 一 个 频带 内 ， 可 在 熙 1 中 的 插 澄 RLC 型 负载 与 电阻 性 信号 源 之 
MEGER, HEMER ATER EE. 
5, WIER AED EE UE Reo 
在 本 节 中 ， 我 们 导出 设计 最 圣 急 比 雪 夫 的 匹配 网 站 公式 。 
GRP 3 节 中 世 概 揪 的 适用 于 巴特 沃 思 响 应 的 方法 ， 我 们 研究 下 列 一 项 连 分 式 展开 式 : 


1+eis) | SIPCY) + + OTD) Bl 


1-80) sipini P. Fenty + YY 


=Cis¢ —— l. — 193 
nid Lis + is) cn 
其 中 
c awa 
ETE X———(095) 


{1 — ROE 4 "ma voi 村 ci -b Da RC@ bog — Énna) 


借助 于 (86) 条 (87) 式 ， 且 进行 一 些 数学 过 算 后 ， 上 式 可 简化 为 ， 
了 4sin2isinya 
* (1-RCo)LRCo? f Csinhaysinha) + 40siny siny] 


(106) 

从 而 得 到 
Ci=RC (107) 
Lp-LQR (198) 


SERRA (42) R HEL ARAL ,匹配 网 络 的 终端 阻抗 zs(3) 可 如 (47) 和 (48) RISER 
正 象 巴特 沃 轴 响 应 那样 ， 应 区 分 四 种 情况 ; 
情况 1。 z*3>sinhae>>2siny: 和 DT<Ts:。 在 此 情况 下 ，5 = 0 和 最 大 可 过 常数 K 为 ，; 


K- 1—etsinh[ nanh (sinha - BREE) | 05) 


在 c= 0 于 ，(103) 式 简化 为 


1p) _ PON FP) (110) 
ISPO ayy pq) 
正如 Takahasir10] 所 说 明 。(110) 式 可 展 成 如 (50) 式 右边 的 连 分 式 ， 连 分 式 的 系数 为 下 
列 形式 [ 见 (91) 起 ]: 
pa 2siny 1 
2 sinha - sinha (111a) 
3Sinpam 
sinha, sinha) onum 
p Lge AB an Siny ae 1 
Cho ii — ,.Ginha,sinhá) Ge) 
mon ono [le] 常数 项 He" 可 直接 从 (110) 式 令 s= o, FAND PALATE A: 
pC 0) =b, = 2" sinkna, ny Ap at (1122) 
=21-"eoshna，7 为 偶数 (112b) 
从 而 得 到 
_ sinhna ~ sinha m" 
Hts "Sinhna + sinhna’ ?为 奇数 aia) 
Josh costà ny ie (118) 


="coshna — coshná " 
景 末 一 个 电抗 元 件 信 可 由 下 式 确定 : 
" 2sinv DI (1142) 


* 7 (sinha xsinha)H" 


M EEDE aub 
Li = ranha sinh) H" " 7 为 偶数 


把 (50) 式 代入 (49) 式 ， 连 同 (107) 和 (108) 式 一 起 ， 未 端阳 抗 可 表示 为 如 (54) 式 右边 的 、 带 下 


列 系数 的 连 分 式 形式 : 
L, =L; (115a) 


.315» 


| 


= Asiny an- 1siny u- 1 
Cil m Gay sinha, oe marin 1) (115b) 


4siny,,.. ,sin 1 
CE = anc SiN? pars - 
imei erp cainha,sinhay? o 0 - D 186) 
Sipm-i o. [ie-»] n1, 
2tsinhra +sinhna)siny 
Ci = INISIN, — E 
! &Rísinha + sinha) (siahne —sinhna) " *# 为 奇数 (1188) 
In = 2R(coshna — coshna)sinp, _，n 为 偶数 (73b) 


~ &.(sinha + sinha) (coshna + coshna) 


因此 ，Za:(3) 可 实现 为 一 个 终端 接 1 欧 姆 电阻 器 的 LC 撞 形 网 络 ， 奶 图 3 所 示 ， 其 中 用 Z，, 代 赫 
上 1。 梯形 网 络 的 终端 电阻 在 4 为 奇数 时 ，R, ,= RH*， 在 nh 为 偶数 时 ，R，,, = R/H”。 
情况 2。 xsinhe>> 3siny MLOL,,, BAOD HRSA, 我 们 能 证 明 下 列 的 一 项 
pa Bods - di 
od? 
__(asinha - 2siny, ) 


4 32?sin 7, cos? y, 


>0 (117) 


9sin7, 
上 式 表明 (97) 式 所 要 求 的 实 根 "可 显 式 地 表示 为 ， 
2zsin?y,sinha +siny. n" b 
= 3siny, 2-2. sinh 3 (118) 
其 中 . 
$-sinh-! 5. (119) 
vR? 


t= 2zsin^y sinha Sy.) 
o4sin??, 
^[3(rsinba — 2sinv , j siny, siny 
$2,252?sin*y, + (2xsin?y,sinha +siny,)?] 
zRsin?, 


2 
COmFe sy, 22) 
把 (118) 式 代入 (95) 式 得 到 所 要 求 的 c 值 : 
1 spa 9 _ 2rsinty sinha +siny, | 
c= Rei *2v* sinh - dain, a ) e121) 


SABRE, ESCs, RÉIEEURT Ona, RER 
FEAT ARONA ME HR 
情况 3。 zsinha<2siny; ME<L,,, BIE, WERK RRO RPM, Bem = 


zi， 从 而 得 到 Ke= 1 和 从 (95) 式 得 到 . 
= ie (1 mes 122) 
Rol! 2siny, jo [d 


情况 4。 ssinhe<2siny, AIL... ACRE RAR, MET SOR MOR 
可 利用 (1213 式 进行 计算 。 利 四 这 一 0 值 ， 常 数 K, 可 由 (88) 式 确定 。 
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R= 1902 
€ =500pF 
Lz-0.5pH 
n=5 
0.50885(1 一 BP 被 纹 》 
以 及 à, = 10?red/s 
我 们 首先 计算 
zsinha = gsinhd 28569 = 1. 44747 
全 2sin18" = 0.62863 (22) 
其 中 a=0.28560。 从 (96) 式 我 们 进一步 计算 电感 ， 
Loa S-100:sinj4?. 
*17 ginig (CT ssinho , 28560sin 18° )* + 25co5h ^0 28580c0s* 18? ]10* 
20.527554H (124) 
BDSLCL,. ASU, MERRNI KRALEN, ADR, 最 大 的 可 
UK (LH: 


E= 


a= 1 =~ 0.50885?sinh"[5sinh" ' (sinh0. 28506 
— 0. 45in18^?21 7 0.77554 (125) 
只 而 得 到 =1.08373 和 6 =0.13514， 应 用 (115) 式 ， 得 出 所 要 求 的 LC 梯形 网 络 元 件 秆 如 下 
c= asing? singe? 
2^0 52755-10910 2f. sinbo, 28560,sinh0. 16514) 


=622.03127pF (1260) 
L _ (0, ssingo*sin126° - 
? 776.22081«10- 1 * 10? * f, (sinho 28560, sinh, 16514) 
7 0. 49760nH. (136b) 
Asin 126"sin 162° 


€. 7 3: 39783-10- 5-10: * f, Gino, 28560, sink0, 16514) 


-376.97653pF (1286) 
作为 校 核 ， 最 未 一 个 电抗 元 件 C, 也 可 从 (116a) 确 定 ， 从 而 得 到 Ci= 375 .97653PF, LCH 
形 网 络 的 终端 电阻 可 得 到 为 : 


i ^. 560 ~ sinh3* 3 
Rog =RH? = 100 sinh5- 0, 28560 ~sinh5-0. 16314 


sinh54Q, 28960 ~ Snott, Dalt 
sinh5-0. 28869 +8int5+0.16514 
= 36.09755 Q 27) 


5. 4 
R=100n 
C=100pF 
L=1, 50H 
n-4 
€- 0. 50885(1-dB AX) 
6, 2 ig?rad/s 
335 


我 们 首先 计算 
zsinha = 0 .36463<2sin22.5 76537 
其 中 2—0,356909] Re=1, ACCORR PES RR 
2 = (8° 100sin? 22.5°sing7 .5°)10"* /E=2,15189nH (128a) 


其 中 
€= (sinh). 35699; [ (sinho 35699 — sin67 5°)? +sin?45° 
+(1+ dsin*22,5")5in22,5?sin67 5°] 


=0.50079 (1285) 
BUBLcL,. BATH, HARK, = 7:， 所 要 求 的 o 值 可 从 (122) 式 直接 确定 ,从 而 每 到 
a= (1— BIO 35699 Jigs 0.52359.109 az) 


BB, MUNRAGOR, AL REL, ERAS, (SMTA. CE 
可 表示 成 : 
Z1,(5) =0.66139:20° 98 
+ 30) 
1.19468-10^ !?5 + — 


其 中 
SH 114394010" as) 


Z3(s)= 
708) =55.72136-—— $3 0.22956-[ü* 


FAREEZ ORARE REAR MEZ Con ee ae Be T BER I p Darlin- 
gon CROP RS. AACD MZ: (OREZ, RIBS, 
=4.73006hEH L,-83.48472uH (1822) 
Mz1.5950]uH —— C, = 223, 681pF (182b) 
其 中 Zs(0) =121.73877、Zi(0) = —88,49494-10^9,. m 82.35354uH AIL, 20.735006 0H JF 
RBS THRORNOUPRTIBDEHGE. RETA GR T ERG, 
倒 6. 研 究 与 例 5 中 相同 的 问题 ， 只 不 过 串联 电感 从 1.5kH 变 为 38H， 其 祭 均 相同 。 因 此 适 
用 于 情况 4， 为 实现 此 网 络 需 要 附加 全 通 男 数 。 从 (117)、(119) 和 (120) 式 ， 我 们 得 到 : 


k=0.57236 (1338) 

£- 0.40057 (133b) 

$-1.50801 (133€) 
PEERAA, ATASE RNs 

€ —0,70004-10* (134) 

2=1,77001 (135) 

K, =0.91735 (136) 


作为 校 核 ， 我 们 从 (106) 式 计算 Ls， 得 到 Li = 50H, GXIEJÉSDSURURUN. 最 后 我 们 从 (47) 和 
(48) 式 ， 用 疡 代 埠 来 计算 末端 阳 抗 2 2(s)。 这 一 阻抗 可 用 一 个 连 分 式 和 一 个 Darlington C 
-型 节 来 实现 。 如 例 3 和 例 5 中 所 说 明 。 但 是 ， 为 了 节省 篇 幅 ， 细 节 从 覆 ， ATRL 
最 而 易 见 的 。 

+3166 


sen 


EE 


> AmrY 
dc 


Fo AEFUMIDROtÉOE, EMT ARTS etis NY di 
结 论 

在 通信 系 统 的 设计 中 ， 一 个 基本 问题 是 在 一 个 给 定 的 信号 源 和 一 个 给 定 的 负载 之 间 ， 设 
计 一 个 无 损耗 的 不 合 网 络 ， 以 使 得 从 供 号 源 到 负载 让 有 限 的 频带 内 所 传 输 的 功率 为 景 天 。 在 
大 多 数 实 际 情况 下 ， 这 一 负载 是 由 一 个 电 国 器 和 一 个 电容 器 相 并 联 的 组 合 然后 再 训 详 一 个 电 
感 器 。 在 本 章 中 ， 我 们 证 明了 任意 的 RLC 弄 负载 可 在 一 个 有 限 的 肾 带 内 与 一 个 电阻 性 信号 源 
相 旺 配 ， 以 实现 任意 阶 的 最 大 平坦 或 等 波纹 传输 功率 增益 特 狂 ， 证 实 和 扒 广 了 参考 文献 中 的 
方法 。 我 们 还 时 出 了 设计 这 些 地 佳 匹配 网 络 的 显 式 公式 。 因 此 如 锡 了 在 设计 中 使 用 设计 曲线 
和 选择 参数 时 解 非 级 性 方程 。 因 而 ， 我 们 把 这 种 匹配 网 络 的 设计 简化 为 算术 运算 。 

用 类 似 的 方法 ， 我 们 能 证 明 一 个 电 取 器 和 一 个 电感 加 并 联 再 出 联 一 个 电容 器 的 任意 负载 
与 一 个 电阻 性 信和 号 源 之 间 利 用 宇多 一 个 1 阶 全 通 隐 数 ， 在 一 个 有 限 的 频带 内 进行 匹配 ， 实 现 
任意 阶 的 级 大 平坦 或 等 波纹 传 竹 功 率 增益 特性 。 量 式 公 式 是 对 个 地 导出 的 ， 正 如 C18J 和 5197 
中 所 示 。 
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二 十 五 、 最 佳 宽带 阻抗 匹配 网 络 
综合 的 显 式 公 式 D 


摘 要 

在 一 个 任意 的 RLC 泡 负载 和 一 个 电阻 性 信号 源 之 闻 ， 用 一 个 无 损耗 的 正本 网 络 在 一 个 有 
限 的 闫 带 内 进行 均衡 ， 以 实现 一 个 任意 阶 的 最 大 平坦 或 等 波纹 功率 增益 特性 ， 本 文 给 出 了 设 
计 这 一 匹配 网 络 的 元 件 值 的 显 式 公式 。 这 些 公式 是 参考 文献 中 所 给 公式 的 推广 ， 它 们 在 均衡 
器 的 末端 反射 系数 中 采用 一 个 正则 全 通 函 数 。 因 此 ， 我 们 把 这 些 实际 匹配 网 络 的 设计 简化 为 
简单 的 算术 运算 。 为 了 说 明 这 些 公式 的 应 用 ， 还 给 出 了 说 明 性 的 例子 。 

1.518 

在 电子 电路 、 滤 波 器 和 级 间 网 络 的 设计 中 ,一 个 实际 问题 是 在 如 图 1 所 示 的 负载 与 电阻 性 
信号 源 〈 它 也 可 以 是 其 它 网 络 的 戴 维 南 等 效 电路 ) ,在 感 兴趣 的 频带 内 ， 以 一 定 的 容 差 使 得 从 
信号 源 到 负载 所 传输 的 功率 为 最 大 。 这 个 问题 的 初步 解 是 由 FanorI 进 行 过 研究 ,他 指出 了 如 
何 综合 一 个 切 比 雪夫 匹配 网 络 。Matthaei[2] 改 进 和 推广 了 Fano 的 设计 方法 , 且 提 供 了 选择 这 
些 最 佳 设计 参数 的 实际 方法 。 在 Matthaei 所 分 类 的 特殊 情况 〈 作 为 情况 1) 中 ，LevyC33 导 出 
了 一 种 简化 的 理论 。 因 为 一 般 说 来 ， 设 计 方 程 是 非 线 性 的 ， 所 以 为 选取 最 佳 的 设计 参数 需要 
利用 图 解 结果 。 

更 近 地 ，Chen [4] 说 明了 如 图 ! 所 示 的 任意 REC 型 负载 可 以 与 一 个 电阻 竹 信 号 源 进 行 匹 
配 、 从 而 在 有 限 的 顿 带 内 实现 任意 阶 的 巴特 添 因 或 切 比 需 夫 传输 功率 增益 特性 Gt%*)。 和 如果 
P(s) 是 在 输出 端口 的 反射 系数 ， 它 与 G( s RRRA 

o(s}e(~5)=1-GC~s*) 

RUC) RERA ERAT H p OT NIAE SOS 


o 


pG)- xn) pls) (2) 
pas) E—-MER RENATKA, AOEDD RAAE E HEN, 
这 个 一 般 解 不 一 定 是 必要 的 ， 因 为 用 一 个 1 跻 实 正则 全 通 函 数 足 以 实现 匹配 。 因 此 ,我 们 可 以 


Sk. 
(3) 


p(s) = SF p(s) 
式 中 是 一 个 非 负 的 实数 。 这 是 由 Matthaeir23 所 分 类 的 另 一 种 情况 〈 和 作为 情况 2)， 他 还 给 出 
了 在 给 定 的 切 比 雪夫 增益 攀 应 时 ， 为 选取 最 佳 参 数 的 图 解 结果 。 基 于 Youla 理 论 COD, C62, 
Chen5d4] 导 迁 了 计算 任意 阶 巴 特 沃 思 和 切 比 雪夫 增益 枕 应 的 最 佳 o 值 的 方法 。 由 计 所 确定 的 全 


BRA, HIE R e RRENA 
319e 


R 


ETON 
= RCs p- 
1-268) 


CRER-TERHM. AYBIEZ., (9) 的 偶 部 在 s= o 处 所有 一 个 正 实 零点 ， 即 Z。，(oy 
+Z ~ 中 = 0。 这 个 零点 可 以 用 一 个 Parlington C- 型 节 来 实现 ， 得 到 的 网 络 人 至少 出 Zs (s) 
FECT 

ERRI, Best, Z ORNAR 
Bom TR | BOR EM ELORE Y 


ZuG)- 


(4 


除法 和 倒置 展 虑 一 个 连 分 式 。. 该 展开 式 的 每 一 项 
VRE, ATAU NH, AB 
Hi, HARE MEH IL FETA BH, Chen) fiiia — DE E P oe RITE 
FHA XE B PLZREBEROR E RAL. MMT RINE RH 
EWER, BE— TAERE. FP, C4 AT RER N BA E SS LC 
PIER. AZ, GO 的 偶 部 在 ;= OT — EREA, WHER PDarlington C- 


ty. 无 损耗 
5 双 口 网 络 UT M 
v ® 


Zazi 


+ WA PHIL e 


zl 


[i2] 
H2 ee Darlington C-SU PU LCHOEEENVUENDABIDSERE 《0)n 为 奇数 (day MH 
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潭 节 。 入 应 于 该 节 的 会 通 环 的 运算 可 在 Zts) 的 连 分 式 的 作 意 一 节 开 始 。 为 了 进行 定义 和 在 
我 们 的 场合 下 ， 我 们 假设 这 一 全 通 环 是 在 其 末端 开始 壕 行 运 算 的 。 因 雌 ， 疡 要求 的 展开 式 可 
REAVER 
Za (= G4 - Ds 
i G 


Bi 
CWS EW) EWS + Wy) 


SOP, Cen MY, Baim Coi, HEM BRA, Bo, = Lai JR bro ERRENTE E 
FMB HI Be, AEZ GO WI PLB — PRB A ACA PER Be A 


搞 ， 如 图 2 所 示 。 
本 文 的 目的 是 导出 疾 2 的 亚 配 网 络 的 元 件 值 用 给 定 的 负载 来 表 赤 前 显 式 公式 。 


2, ESSI ER AL DEBE I E 


mAn BRRR ERIEN E 
2n K, 5 
CW) = Lus USES [CH] 
JUbodiiz BR€. de 2cEBCTNOHICO'E LESER RE 25 AERRIRDEOR DEBEXCBOEON. 
ags 22, gO) 
pa) = nm giy) e 
其 中 
ycs/o, d=1-K, (8a) 
ux 
GYD e Y ea, Yt! 0, 4557? 4 FOV 1 (8b) 
其 中 
5 IT cae , REL, tml (2 
和 
Pa= mx/2n, m=1,2 (00 
焉 如 54] 所 指出 ， 报 大 的 直流 3 
201~RCojsinp, 715" 
»=1-[1- ae | an 
局 时 我 们 有 不 等 式 
L&L, 
4Rsiny sinp, an 


(i -RCo)LRC@?(8* ~ 20cosp; +1) +dosiny,siny, J 


利用 (7) 式 连同 (8) ~ CLR, +s) - Ps) 可 显 式 地 展 成 下 列 连 分 式 ， 
Lsp(s} _ Lacy) + ('q2y/23 1s & a0) ~ "gty/6) lo 
l-Bis) [En -gs HEEK + Og y/o 


321 * 


a3» 


3th, Hand. B= C+， 当 n 为 个 数 时 ，B， 


E 20,-siny 
= Pl = RCO, 
(1 = 4)e, + 203iny, Co ao 


和 
L= 279.01 - d) + 20781 178i Cza) 
UO) oO Zdcosp, €) 3016: (0 7 0) +2asinyp, Jsiny,] ^7 
do.siny. siny , 
= gi hie a asb) 
(1 -RCP (RCo? (8? 一 2Bcosyy +1) + dcsiny. sinp, 1 
— RCo)” RCw? (d* - 26cosy; — 1) + 4oSiny siny, ]*siny, 
cee SL RCo ! Ts 
3 D (16a) 
其 中 
Di = RCo.( 8? -26cosys +1) 
*£o2(07? — 2dcosy, + L)siny, 
ro(RCol:d*—2ócosy, +1) 
+ 4osiny sinp, sinye] eb) 
m Ne 
pre Ni 
4 Di (722 
其 中 


Nf‘ = 4RCa,(d? — 2acosp, +1) « 102(d* — 2dcosy, 十 13Siny 
+o[RCa?( dé) — 28cosp, +1) + 19Siny siny, }siny, 1^ siny, (17b) 
DT =(1~RCe)(8? - 26c0s), +1) 
*ERCO2(Ó* ~ adcosy, +1) + dcsiny. sinp, I 
+[@2{RCw2(d? ~ Zdcosy; +1) + dosiny sinp, }+(d* — 2dcosy, +1) 
+ dom? ié? -2 人 cosy。 — )Sinz siny, 
+40? (RC? (8? — 20c057, +1) 
+dosiny siny, }siny,siny, "siny, ave) 
PELE A AES ES RR Be ee RE RUE, Da TE AT CR 
的 结果 。 它 们 的 正确 狂 可 用 任意 数值 的 例子 来 进行 验证 。 
为 了 继续 进行 我 们 的 显 式 公式 的 推导 ， 我 们 研究 乘积 CILS，T2CY 和 和 25， 在 进行 了 若 
干 代数 运算 之 后 ， 它 们 可 以 写成 下 列 形 式 ， 


wpe, 45iny siny, , 14 HQ/H. : 
eu "d'-gécosy, +1 1*H,/H, Ga) 


其 中 
A, = 20siny, (18b) 
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H,=@f1-¢) (186) 


H, = 20 @.{1~ €)  258iny , ]siny, (18d) 
H,-o02(0! —26cos (18e) 
(198) 
其 中 
*2a[a.C1- $5 + 208iny, Jsinp, JSinye (19b) 
Hy = OO 20008y, + Ua (1 ~ d) “20siny, ] (86 
Ci = (20a) 
其 中 
H,=20{@7<6? ~2dcosy, +1) 
"[9,£1 7 9) + 2csiny.] - 20tsiny, ) 
*[o?(3* — 2dcosp, +1)  22(sin.) 
[oQ — 0) e 2esiny , 1) }siny, (205) 
H, =@2(6¢ — 2dc0sp, + 1 )[@2(d? - 20cosy, +4) 
T20[&.i(1 — 0) 4 Qesiny, jsin7;] (20c) 
从 上 述 各 方程 中 ， 我 们 得 到 各 个 HH 之 闻 的 递 妈 关系 为 ， 
Hiasi 2 20H gat tA ye SNF aris MEA, l, 2, (21a) 


H,.-01(05—20c089,,-, HINH am-so + Ham ads mo2,8,-,» — (Ib) 
其 中 ,= 1， 和 五-。= 0， 适用 于 根据 定义 的 4>>4。 因 此，(18a)、{194) 和 (20a) 可 以 推广 为 ， 
在 而 =1，2，…，[R/2J 时 ，[%/2] 表 东 不 大 于 nj/2 的 最 大 整数 ， 


2, 
L Asim SIN. | Lt Maes Hass. y a 
= ray ao fae? L (22a) 


Cisibi. 


fEm-1, 2, =, GR—-1)/20Bf, 
y  ASmP.,- SMV snes. 1+H,n Mae b 
各 (22b) 
把 (13) 式 代入 (和 ) 式 ,县 引 果 CY= RCoJE- FUR, WS) RA HZ. 2 GO WE AA A 
的 系数 可 利用 下 列 递归 关系 来 计算 ， 
Fema, B, e Cin- 19/23, n 2 时 ， 
4Rsiny siny, 
l= (1—RCei(RCa? (d? — 260cosy, +1) + dosiny .sinys e) 
L BSiBy,s-.SImYau.s 
Comba = 02 (6* = 26c0sy,,+1) 
14+ Hane Han 23b 
xL m id 
femal, zs [2]-n cn. 
Asiny,, 


ER 


Ds 


EET 
COS gma, HL) 


CynLsnt = 


1323 * 


tH yee fH gues 
I-Hag Hs. 
TUAH, YSowSe, ERASE AWA R AARC, Darlington C- 
EHE DOS RR TR RL. Hi OREN IEC AD} BRAN ELBE 
Darlington C-A P ARRAR 
为 了 导 骨 如 图 ?所 示 的 Darlington CWT RL, Le MRICH CAS, RAN 
详细 地 进行 计算 低 阶 情况 下 的 余部 ， 然 后 导出 最 兰 的 结果 。 
BEIDA, + 
Wey) = ive wt eo 


why Ww. 
PAB, MEERA, WIGOIb— PEALE, ASR Be, WE IG)3b— AR 
SUERTE San a2, SEMBEROWIGHNT. 
prc [Can C10)0 +64) +901 ~ do /siny, 1y 1 0(1— 035 
Wi) = [Go - Ego (1 — 02) +01 4 0)/siny. Ty +001 +6") (sa) 
ito. — Lig) — 69) c o(1 - 6°) /siny Jy t o(1 € d?» 
Co (C e Cj +O ol ~ 64h /sinp, Jy + o(1 - 89) 
(28b) 
voy ELM ~ OCCT COO CL +04) +061 ~ 39) sine y» -e(1 dt) " 
WI) = Trg —oZaL5id-é0relrd0/sneQg»esuké0 — 


从 这 些 关 系 式 ， 我 们 能 导出 W3(Y) 的 - 艇 表达 式 刘 下 ; 


(23¢) 


Wi = 


FENN Sas 
(Ren rod -d Dysia, peaa 
wio) = 1 
[ie -9 Sut ja~ en cca ees bern eom 
(262) 
ded M, 
ec 
[leno E n)a-ee eem 4 /sinp, esa "m 
W#(y) = wore 


[lae X Che )a sen «cac eosam ren - m 
2 


(26b) 
BAM Rey Rt, WOO, WEAR, Wy) ATA. DLE RRR 
的 Darlington C- 型 节 的 输入 端 看 进去 的 限 抗 Z(s)， 它 可 用 (26) RRA 0D REA OD 
Ard PB, 
: Li) 709 +001 + 61) /la@siny,) pesas 
i 


人 1- ROD Can (1: 89 eot ~ 97 /Cosiny, 站 +0(1- 09 


=> 


zy LOTR 


Qn 


ET 


REC =C, C.-0, dendo PB, o0 1/2. ee BM = n/2。 注 意 在 推导 (27) 
式 中 我 们 已 经 利用 了 C4 = 及 Ca 的 这 一 结果 ， 以 及 
Cis-i-eRC.q-,, M=2, 3, ory COM 1/2] (288) 
Li Q—G,Q..Q/R, mo21,82,-,Dn/2] (28b) 
ENF Youlawiyt 2072, Bi2ügDarlington C- 型 世 的 元 件 值 可 显 式 她 确定 如 下 ， 


L= Z(g)40Z'(0) _ ¢,0,9% 4 2¢,e,0¢ + 0,0, 
"S = 一 


ac Bole, 5 +C)? (29a) 
L = [Z0 - 92^ (07? 
' o 20[Z(0) +oZ (o) 1 
= {C1C30* + 200,0 4 0,0,)? 
30(c,0,0* + 20,0,0  ,C, ) (C40 + 0,5? (29b) 
- 2 = 20,0 +c) 
e o[Z(s)-9Z/(0)]  Gic,c,05 + 20,¢,5 t 0.0.) ao 
M = ZCO) - 2? (3) , e,0,0* t 2e,0,0 + C,0, (294) 
2c 20( CaF 二 cu) 
其 中 Z (og MZ Es = CH NAEK J 
i 
e;z(R-o X L-.)1- 99 + ROCI + 8™1/(o,siny ) (30a) 
en 
Ca = Ro(1 +0") (30b) 
i 
cs=(1-Ro E Can )ü een eot - 6-1) (siny) (306) 
won 
9,-0(1- 6") (36d) 


其 中 Gu =C, C.-0, EO PEG, A0 D/2, ferui Sis, & e n/2, 终端 记 接 电阻 可 
从 (27) 式 令 s =0 而 确定 ， 从 而 得 到 ， 
Ras = RO 00/(- 0") (31) 
说 明 性 的 例子 
9n. & 
R-500 Lz0,70H 
C-100pF &,—2-i0*rad/s 
m=5 {32) 
But, ARCOM SH MARAE, BPE: 
p-0.042441 
w-0.228730 
$23.957772 (33) 
从 而 得 到 
1.278703-10* 
=0,921265 
0.775562 Go 
从 (23a) 我 们 计算 


o= 
K, 
ð= 


2325 ° 


L, = 4:50sin18*sins4* 
(1—50-1071?0) 50-1071? -4-107*(0* — 20cos36? +1) + 4osin18^sin34^] 


-20,7uH (35) 
RIE LITT AY WH (23) hE OC AE BP EA F: 
e 4sin54°sin90° 1+H./H, 


CORO (0 — 2dc0872° +1) “14H, /H, 

=0, 72895819" 19 (36a) 
HH, = 2547406108, H, =1,366443- 107°, H; = 10021109 * 10? * EH, = 5.548328 
+1074, MTRS 


C. -104.1369pF (36b) 
因此 
CaL, =— 48ipg0"stnT26"。 | Hal He 
4:107* (03 —28c051087 +13 12 H;/H, 
=0,551028-10-'* (378) 
FORA, -232.085968:10* 4H , = 32,742522-10*?, 
从 而 得 到 
L, =0.5291374H (37b) 
AR 
CL. = Asinig6°sin1 62° QOUEHSHB, 
ahs T 1065042 —2óc08144^ * D — LE H,/H,q 
-0.134662« 107! * (582) 
HHH, 251.083238-10*^, Hi, = 177, 889011104", 
ATRA 
C, =25,4493pF (38b) 
RUBS (27) AB, HO. 
Bis) = £1802 _ 83.809T01s +8 + 554995 +10! (39 


c,8-c, 0. 7284748 +0. 916308+10° 
JA (29) R, Darlington C- 型 节 的 元 件 值 可 得 到 如 下 ， 
Ly = 0.246445 


04H 


0.53 aM 
IN a! 


asak 4 2 
t. 25 450F 


304 19F 100 9F T 


sog 


175.9 pF 


图 3 EAD DE OR I, EB SIP RN A CUDER IUIS TE 
©3266 


L,-0.850859uH. 
C,- 176.9225pF 


M 2 0,3484020H E» 
终端 所 接 的 电 胃 可 从 GD Res OS, ARE. 
R: = Z(0) =89. 00419 (41) 
它 也 与 〈31) 式 相 一 致 。 该 匹配 网 络 的 最 后 实现 示 于 图 3。 
po. 4 


Rz450 LzijgH 

C-100pF o,=10*rad/s 

nag (42) 
则 利用 [4 中 所 导出 的 公式 和 符号 ， 我 们 得 到 ， 

P= 0.001389 

w=0.208136 

$= 8.992594 (43) 
从 而 得 到 

9 —-1.681087-10* 

K,- 0.980883 

6 -0.719872 aD 
JA (23) SURAIEHIL, = 10H, DLE. (230) fO, BATA: 


4sing5°sin75° 1+H,/H, = 
C, ma AE rio uM A n895. E ‘ 
:CO39H(d3.34cs ri C T-HI/H, ™ 825-9825" 45) 


pH, =2.734710+ 101, H,—0.271361 * 10!*, He = 9.762373 * 10* * DLZZH , = 0.918341 
1075, W 


L- 4sin7°sin 105° _ bth He 
* 78.289328 + 10° (07 —26c05907 $1) 1* H,/H, 
= 1,019879uH (46) 
SORA, = 34.686180+10°° MIN, = 4.556386411077, ME 
inlDz*siniar* M 
e dsin105°sin135 L+H Hs = 209.9227PP (47) 


7.018879-1019(07 -20c05:200 +1) 1 +H a/Hy, 
HPH, = 93.312018+ 10+ PLA, = 25.901273 4:9? 


9 
L = 4sin135°sin165° MEO 
* "27099227 +105 (07 —20c0815070 +1) 1H / Hy 
-0,31880:0H (48) 


FRH, 210199925810 ATH, , = 108 529241210** 
祭 部 阻抗 函数 可 从 (27) 式 确定 ， 且 为 ; 
220,850, _ 49.0815265 85.176099 4 
28) = Te. 7 5.898917 71.412312 em 
把 各 个 C 值 代入 (29) 式 ， 从 而 得 到 Darlington CMH HL 
L,= 0, 16593 MIT 


. 327e 


L,-0,180960:H. 
€, 204.2114pF 
M -0.173283uH 


(50) 
终端 所 接 电阻 可 从 《31) RWE, ED. 
Ras = 45 LES 59.5497170 (51) 


"EAR ELEM (Aa) sk = 0 面相 一 致 。 该 匹配 网 络 的 最 后 实现 由 图 4 给 电 。 电 感 0.3188034H 
AL, = 01659310 HI SHEERS ARA ACCIPITE RR. RRA ENA EA 
FR o, MITE DES SE a Ae a EAEE r R, 的 理想 变压器 。 


OATRM — paaszuN » 
n 1022 
LXI DAB RH an | 
. 7T 208.9» 


Sa pr 


208.20F 


Ha REMMI, CIUS era SERIE 
s. UEPABRER RS 
RE, RILERARAOLEAMLAA, CHEPRBAMNTREAER. Ri 


d EL Gt RS uh HEB ER UELLE A SCAM ERAR, CHA n p 切 比 雪夫 功率 增益 特 
En 


=a 


K, 
tye " 
Go Tdi SES 52) 


AARAMBKALEBAK, LHC O)EK-RMALTKSMR, Hec. AAW 
ASR AEA P,P BN AEN 


200 (53) 
s+9 pn 
dtp, MANH, v=s/oUR 
PCY) =U bci! ebur! ee e by rb. (54) 
其 中 
B= 2, 1 (552) 


Eneu = D Co Dd a Gaon 
z 
[1/21 "EP 
- E (ee ahs (556) 


a= - Ind - Lsinh-: 工 (550) 
"n 6 
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Uke =1, E-1, GEREN, Hein, (oDOGMIB ARGUS P WR 


30) = Urs By yr e eum to Buy eb, (56) 
其 中 各 个 可 愉 (55? 式 ， 简 单 地 在 人 55o) 中 # 用 代替 a 而 进行 计算 ， 即 

@=-Ind= sinaat- Ke] (57) 
其 余 均 与 前 相同 。 

EAO AR R RATARA: 

K, = 1- estah*[w sink [ sinha- L7 0S ]] (58) 
DES Tex 

L<l, 


= 4Rsiny sin, 
(1- ROS)[RCo?f,(sinha, sinh à) + 4osiny, siny,] 


(59) 


其 中 
fa v) = Ev? e sin! p,,,— 240c057,5, 
mead, 2, oy DIn/27 (50 
利用 (53) 式 连同 (54) ~ (57) GL BL ET + eG) 3/ LL 008) ] 可 展开 成 如 (13) 式 那样 的 连 分 式 。 
PERF AB HL RB : 


2@.siny 
cre 208i?) Rca, 
I= Gnhacsinhaya, iosia, Cs (61a) 


40.siny /sinys 


Li = A1—ROGGUROUH. (sinka, sinha) 4 AGS SAPs] (815) 
把 (619) 式 的 RC 代入 (615) 式 ， 得 到 
Lis 2[a.(sinh a- sinha) + 20sinp, ]*sin, 
* (sink a— sinh 4)[o2/, (sinh a,sinh 4) +20 _@,(sinh a— sinha) +2osiny, "siny, ] 
(61e) 


正如 以 前 那样 ， 上 壕 基 系 式 的 代数 推导 是 极为 复杂 的 ， 为 了 节省 箱 幅 ， 此 处 只 给 出 最 后 
的 结果 。 为 了 继续 完成 我 们 的 推导 ， 我 们 形成 乘积 


asiny siny, Q1xHJH, 


CHAT qp sinhasinhd) “ 14H,/H, (62) 
其 中 
Af, =29siny, (63a) 
H, =@,(sinb a- sinh à) (63b) 
AT, = zela (sinha ~ sinha) +20 sin p, Tsin Py (63c) 
Hoi , (sinh a,sinh à) (83d) 
仿照 (21) 式 ， 我 们 得 到 下 列 各 个 让 之 闻 的 递归 关系 

Bane =20( onoi HH SMV er, 

m=0, 1, 2, =, 8 (64a) 
H,, 2f... (sinh a,sinh 4) (Huc, + Hu, 
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: moA $ o (64b) 
RPA, 21, Fso, hExu>o Hiks GORT ARR, 
Em=1, 2, e, DIw/2:Mj, 
Cia dd 


4siny,,- Sit?” 


Tam-i 


Gif... tsinha, sinhey 


+R 
led. A (55a) 
fem=1, 2, e, [e= /278, 


NES: TIPS USED 和 sd 


odis PME s, 
aH ON (65b) 
TUL MR ACOR AS MCL -RCo AR, MS) ROT ARM Z 2.8) 的 连 分 式 之 展开 
RARA a Be Pa SS SE FH 


Le 4Rsiny,siny, (682) 
17 7 (7 REG) RCo? f, (sinha,sinhà) = 4osiny ,siny, ] Ba 


fem=at, 2, ++, [(n—-1)/2], n228, 


CL = ASDP yn Siny .ot 
nl 7 oif. (sinha, sinha) 


AH ve 5 
. (60b) 
IX 
dem-1, 2, =, [n/2]- 1, no aap 


C. L ASINY gang SIBI ms 
m $2 f... 4 (Sinhc,sinhà) 


rH nD as 5 
EET uL HL, (650) 

如 同 巴特 沃 思 顺 应 的 情况 一 样 ， 当 令 o 为 零 时 ， 公 式 (66) 则 管 化 为 [4] 的 情况 1， 因 此 这 
些 结果 是 [4] 中 所 得 结果 的 推广 。 


Darlington € 3615 85 Est ast 
为 了 导出 如 图 2 所 示 的 Darlington CBW MTL, L, MEIC NW BAAR, RAH 
先 计算 (24) 式 中 定义 的 余部 阻 纳 三?(y)， 利 用 详细 计算 低 附 时 的 情况 ， 然 后 导出 最 后 的 纺 


Ro BERRI: 
Wily) = 


L(@e- 0€ 10b, +b.) +965, b Iy ote ba) (67a) 
LO 852), - 6,0 +90, +O, WY +O, EDD 
wry) = Efo- olg) (hy ba +o, +é. ytolb, +5.) 

Llo- oC * C2) (GF B.) tor- by odo — bo 
(67b) 


W2(s) = [pe.- 4079706, téa) ot, - 8, 100,75) 
Es <E.) $905, +6) ly +otb, BD 


(670) 
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PRB, RATE W a RS ICT, 
dE CER, 


[oo Xena e bo eot 80 retia - by) 
Wry) =— - — — 


[exu b, =b.) +o, +6) rou, +5) 
za 


(682), 
在 5 为 再 数 时 ， 
la-a D Lje Botal tS yros +8,) 
Wia) = 一 一 "一 - 


m 


[face Xeno) sso bh) Jetas) 
(68) 
WX Ae dE, Wo, MR a UW Me, ZEB 2M Darlington 
C -型 节 的 输入 端 看 进去 的 余部 阻 抗 ZCs) 为 : 


Z(s) 


[Q7 X te) ha 40, e Bof Teens o 
A 
R7 一 


[Ge Ss, Jebs eb) noto, ~ boas +0(b, ~ 6,) 


(69) 
其 中 Co=C，C。-0 以 及 在 ?为 奇数 时 ，4= (2- 1)/2， 而 在 "为 偶数 时 ，7 = 237/2， 
6, —2!7"sinh na, nj (70a) 
=2 -seosh na, 8 为 偶数 (70b) 
6, =2° "sinh na, i 为 奇数 (71a) 
=2'~*cosh ná, BAK (CI 


DEUM (55) RAE. 
图 2 中 的 Darlington C -型 节 的 元 性 值 可 至 次 地 由 《29) 式 ， 利 用 各 个 C 来 确定 如 下 ， 


e, e (Roe Shoes) (b= 6) e Roth, +, /0. (122) 

es =Ro(b, + bo) (72b) 

e» (17 Ro SC aq iby e rot Bi) /fo, (726) 

HEN (72d) 
最 后 ， 终 端 所 接 电阻 Ri 可 从 《69) 式 令 3 = oE, MTA 

Ris anette 


sinh na +sinh nå 
sinh na — sinh nå * 


?为 奇数 (73a) 
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cR So na teost nd, nA RE (730) 
说 明 性 的 例子 
鲍 3; > 
R=150% LL=1pH 
C = 100pF 0, =2710 rad/s 
， n=4 se=0.508347(1.0B 波 级 》 GA» 
AMMAR AHMAR S. RINGS, 
&=2,589609  6=0,491232 
§=2.13052) 


(75) 
战 而 得 到 
920.297048-10* — K,- 0.738086 
@= 0.994240 à = 0.221366 (76) 
Ha = 0.356994, gi (6627 我 们 算得 ， 
L = 4*1505in22 .5°sing7.5° 
UT 180-107 601180410777 4 107 sink a, sinh d) + to singe, 6*sine?, 571 
=1KH (77) 
RERAN, HAER EIS LM. 
E (66) 式 得 到 匹配 网 络 的 梯形 部分 的 元 件 值 如 下 ， 
C= Asin67.5°sin112.,5° 
2 Lig 10 ef, (Sinha, sinha) 
. ER. c S1. 000642 (82) 


HPs, (sinha, sinhé) 1.182760, Hs - 9.280060-10!*, 
H,—2.270706- 1017, Hy = 1.400047 2 102 LBA, — 2 4189884107; 
以 及 
Asinl12.5°sin157.5° 1-H.H, Lus 
by = eU EDI. + oo 5 -1.2831998H 78b) 
°C, 4-10 Ff, csinhe, sinha) (oH, ‘ 


其 中 fs(sinha, sinha) «0.797844, A, -0.867123-109?, PLA, = 8.140431*10?? 
A 55) 式 我 们 得 到 : 
b,-0,742819 $; =0.406051 (7a) 
余部 阻抗 Z(s) 可 从 《59) HME, By: 
CSte, _ 33.818061s + 20.180723*10* 
US) = erro, 0.197858: -0.028211-10* (80) 
A (29) SER (72) 式 一 起 ，Darlington C-H RH PAA, 
L,-3.8476001MH —— L,- 18. 5278770 
M-7.7294934H —— C, 146,8202pF (81) 
JUR. EOWSDEUREDRISWDA (78a) cU E, MER 


_1rncosh da +eoshdä _ 
Ris =150 nia  coshid =690.8560Q (82) 
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组 抗 匹 配 网 络 的 景 后 实现 在 图 5 中 示 出 ， 


ene 


sot 


% T" Spr i 


Ei REUEBEDURRIADUUSGR. AE AT E De UU FA ZI SORS 1E 
创 4. + 
R-1500 Lzl.5pH 
C= 120pF we = 10* rad/s 
n=5 — €-20.840211(0.5-d3t £t) (83) 
MACS BERE RURAL ED, 
0 -0.080421«10* K,=1 


é=%  d-0 (84) 
其 中 =0.354827。 从 566a) 我 们 算得 ， 
Le 4-150sin18°sing4° 
+ C= 150-1070) [150107 +10 */, (sinh a,0) + dosinig*sing dy 
72.1440814H (85) 
^ 其 中 f(sinha,0) 50.476787, 
BASHA (56》 得 到 阻抗 匹配 网 络 的 梯形 部 分 的 元 件 瘟 如 下 。 
.. dSinb4'sinpo" 14H. _., 
C: p pit f Ginba,0) IHE, = 125. 0972pF (86) 


#oPf (sinha, 0) 21.035784, 7, —2.053614-10!*,H , 20.476767 -101*, 
H2 0.085208-10** p E A, —0,426766-10**.. ME 
+ L= 4singg^sini26* | 1-H.H, 
C,-10i*f,.Ginha,0)  1-H,/H, 
其 中 fstsinha,0》 1.035784, 11,2 0.666683-10?*, WR, = 0.549360-10?35 以 及 
.. dsSin126"sin162” ， 1 A/a 
t E iy f sinha, 13H, f/f, 

其 中 Fe(sinha,0) «0.476787, H, =0.030617-10°°, MAA, e = 9.244140-10°%, 

从 (55) 式 我 们 得 到 
b1=0.752518 和 和 #, = 0.312500 (89) 
余部 阻抗 可 从 (69》 式 确定 ， 它 为 ， 

Zls) = £18 tes m 23.0399045 +2 .158980-10* 
CaS Fe,  0.1453408 +0, 014389-10* 


=2, 47471700 (87) 


—84.4487pF (88) 


(0 
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TER C93) 式 一 起 ， 给 出 DarlingtonC- 型 节 的 元 售 值 ， 

L,=12.6698002H L,-8.850045uH. 

M 210.2817494H C,71.502353nF. (31) 
终端 所 接 电阻 Rs 从 Cun) 式 计 算 ， 它 为 
sinh5a + sinh 
sinhsa.-sinhg ^ 50% (92) 
CEIA (90) R, $e- 0 而 容易 地 得 出 。 

该 网 络 的 最 启 实现 示 于 图 6。 


Ra, =150 


KEELI 


0.6468 
POO. 


ison 


13$. pF 


36.4 pF 
L n 108 
+ 
* T" nF 
| 


图 5 MLE RHR, CA SOTA TL Ae Ep EUN EE 


E iE 
在 本 文中 ， 我 们 提出 了 使 图 1 所 示 的 RLC ANR — 4 H0E B BRL EE SE A 
带 具 进 行 严 配 ， 而 给 出 无 损耗 均 竺 器 的 元 件 人 的 显 式 公式 ， 从 而 实现 任意 阶 航 最 天 平坦 或 等 
波纹 伟 输 功率 增益 竺 性。 这些 公 式 的 意义 在 于 避免 了 使 用 设计 贡 线 和 在 选 定 最 佳 参 数 财 求解 
非 线 性 方程 。 因 而 我 们 把 设 计 这 些 婚 本 网 比 简 化 为 简单 的 算 木 运算 。 


RF Ox & 
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二 十 六 、 最 佳 带 通 包 特 沃 思 和 切 比 雪夫 
骨 抗 四 让 网 络 综合 的 显 式 公式 


. 摘 ”要 

AM SMT ARROW judi, TLE CE Rh EL AT ee ARE, 在 
实现 带 通 阻抗 匹配 网 络 时 ， 计 算 其 REPRAN. I NEG SS E ES DEM 
RRP BS Ei li Ah c 9:8 Be RD CHUTE RESTE PIT TEE A HAE. RS NUDO EOS 
Jd E PRL. IG ETF RU See VUE ok RHET LOIR Ao Pd d, 
对 一 个 任意 的 REC 泡 负 载 网 络 ， 仅 需 一 个 : 阶 全 肖 证 数 即 可 实现 匹配 。 这 些 结果 的 意义 在 于 
我 们 把 这 些 带 通 阻抗 匹配 网 络 的 设计 简化 为 简单 的 算术 运算 。 

1, ae 

在 通信 系统 中 ， 一 个 实际 问 题 是 如 图 :所 未 ， 使 一 个 负 费 与 一 个 电 阳 性 依 叶 源 : 它 也 可 圾 
示 另 一 个 其 它 阿 络 的 等 效 网 络 ) LARTER, MAT EMEA, DD REGERE 
信号 小 到 负载 所 传输 的 功率 为 虹 大 。 这 一 问题 欧 初 步 解 短 是 由 Farer 所 纵 出 的， 他 指出 了 


工 
| 
Ry 1 元 损耗 pd 1 
p | Mone [<q FF E 


21 
1 RICH ARAN PER 2 0E 


BUS MRENE REEM Matheai 修改 和 推广 了 Fano 的 设计 方法 且 给 出 了 选 
取 最 颂 参 数 的 实际 方法 。 在 由 Mattheat 所 分 类 的 特殊 情况 《作为 情况 1) F, Levyt gru 
这 一 种 简化 理论 。 因 为 这 些 方法 是 非 缀 性 的 ， 在 选取 最 佳 设计 参数 财 需 用 图 解 浊 丝 。 

最近 ， 我 们 已 经 说 明了 -4 6， 如 图 1 所 示 的 RLC JUR EUST Ge ey RET 
最 能 匹配 。 许 一 个 有 限 的 频带 内 实现 一 个 任意 阶 的 低 通 巴特 沃 轧 和 物 比 雪夫 传输 功率 增益 特 
性 ， 同 时 导 圭 了 苞 配 两 络 的 元 件 秆 用 给 定货 载 表示 的 显 式 公式 。 此 处 出 现 的 一 个 问题 是 利用 
频率 变换 是 否 能 将 显 式 公式 推广 到 带 通 情 遍 下 ， 其 答案 是 否定 的 ， 因 为 通常 的 低 通 泽 带 通 变 
REARDAN ARH RRL, Jam PA T Re RAM BABAR. AME 
AES HUE IEL LUE Kl K UE Gr RU BAA, 

2. 初步 研究 

在 通常 的 娠 通 到 带 通 变换 中 ， 


4335» 


= 20 5 09 
fg (去 + (1) 
+ 
915919; (2) 
B-(0,—9,)/o0, «1/0 a 


Rho, flo, 2 SIX m RA FT RAL RR, gb, o. do Mo, ALATA, E 
BHO OMY, BEI ECEB, RAO. 
参看 图 1 中 的 网 络 ， 令 S: 。 (33 是 带 通 匹 瑟 网 络 W 归 一 化 到 下 列 阻抗 


2,(s)=Ls+R/(RCs+1) a» 
前 在 输出 端口 以 电流 为 基 的 反射 系数 。 
因此 ， 我 们 有 
(5) 
EEUU 
A(s)= Re (6) 


RAZ 5) 在 开 右 学 复 频 平面 的 极点 〈 它 位 于 1/RC 处 ) TERNS, WEST 
列 关 系 所 定义 的 函数 

pis) S Á(S)8, C5) (7) 
Xc—^ HE BUBOEM PRN SETA ARE, HARA N JE 无 损耗 的 ， 帮 传输 功率 增益 
Go ARS SEC HEROS UN 

G(a*) z1- |plia) |? (8) 

28 3 BH GBM GAC RANK, RAMEY YoulasBietel, ifii] BE 

ib. fin fs) 在 无 穷 远 处 所有 第 IV 类 3 阶 零 点 。 为 了 应 用 这 一 理论 ， 我 们 需要 进一步 计算 所 
需 的 系数 和 在 传输 零点 处 进行 罗 遍 级 数 的 殿 闻 。 其 结果 为: 
RCs-1 


ADT RESIT 


mÁÀ.TAJS TAS! Ag S pee 

-2]-2/RCs c2/R* C5? = 2/R* C?s? ee (9) 
F(s) «2r tA: 

=F, +F,/s+F,/s? +F,/s* ne 


= —2/RCts? +A/REC ËS? 3 (10) 
Spr, ORRORE, H 
DLS) = Dy tO) fs t D,/75* tPS? ne ap 
HFPA EMS A, HAT ARORA ACEI, C72: 
ELI k=O, 1,2 (12a) 
Pi/(Ag~ Patek azb) 


3, EUREN HEU ZA 
BRL ROR BOCA as BE MAN EOÓ LAR R3 Pe A 15 2E UM E 
1336 > 


K, » r 
Opm CE 03) 
其 中 ,是 3 分 贝 带宽 。 MARERE R SS 8 CL PLUR 9| FERT ES Lag Rr LU uS rdi 
RAA BETS us 


Grs?) = 


^ 
GA = 


K 
1T+¢- IP 
其 中 y= s/w。 是 归 一 化 的 复 频率 变量 。 从 (8) 式 我 们 得 到 
1+ (= (0Wq+ ye" 
1+ (= 11°04 oO/g) 7 


pear s PK ao 


BM - s) qi (15) 


其 中 
d= I~ Ky) 16) 
在 = 1 的 情况 下 ，(18》 SS He ( ~ 106g + d/y) 7, 
为 便于 我 们 的 讨论 ， 令 ps) 是 0D MRNA, CY RR RR EER 
SUAS: 
Pldy/q + 8/ya) 


Bi) = a Ho a7) 
其 中 
Pyl = yt tay ay Sr ny 18) 
是 1 +i- D = 0H FER S8CP [t BU SE AMERY RRA RS AK. 借助 于 众所周知 的 二 
项 式 展 开 ， 得 到 
y'a*PCdg/q dy = Fy?” + qu. Om lyr} 
4 (nO 4 asa) 
a[Or-122,-,07! e ga, -0 
ur MF ELA (68) 
yP dy e ó/y) = Ory? ca, estt 
+ (net 4 a, O0 yer? 
-[in-d)nQy0oRa 2603 ys 
pee ta Ot ty poe (20y 
《15) 式 的 最 一 般 解 出 下 式 给 出 ， 
p(s) = = 90s + daz /s) p(s) (21) 
"Exe Ho PESEE PI ARES ELWD NT. opm TE AERE 
ENAMA R. 


TO TTE HE Ab EE TUE URR PRI 2 Er Sc SE A 0S ERU INS E AE DOO DR 8 4. But 
Sq(s=G-O/G+ ORM IE RIAL PEE, Mies 
- p (22) 


Kpt foit Sci. 
#207) RRA CD RÆK, COMQDR—K, CODO BH ETH BARF 
RP BRE, wu 
po =i (23a) 
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pijos o LG - Dau, 20/8 . (22b) 
02/3 = Lg — 193,-. ~ (9— 1) (ani HIT, - 26?)/0* (23) 
4/0? = CU? — D2,-, — (gd? — (Gr FBO ay, 

AGH 1 i. 

+(d—-1)(a2_, +26a,., +26%)0,-,- 26% 


~6?[(q-1)4,-,~ 2073/6 (23d) 
Xem 
© sofa (240) 
y.smn/2R, mzd.3,.Ó (28) 
@,-1 c 1/siny, (262) 
2,2 7 MOGSin1y,) = aja (25b) 
cosy, 


a-a = oniy si 28€) 
? 7 gsinty,siny, (28€) 


从 (9) 式 和 (23a) 式 ，(]2a) 的 约束 4 = 0. BEEN, ATM EAA, =p, ROR 


-B/RCs[(a-1)&-,— 25 (273 
PE 

4-1 S An (28) 
EL OC NSURERCMES TEC Ft te Ab A 7d 

E 1 [- Boo esa | (29) 


RE, RANA, AAs Rk ed, PATARA ps: 总 是 如 下 地 满足 
p,/o; SE -1)a,-1- (9-13 

#20 1,4229 2788 

8-13, 261*/20 


=2/R°C'o; = Aw (30) 
Sek GRELAUCECO2ZU, XDTGSOBGX  XDR. RNR 
Ls (31) 


学 运算 之 后 ， 临 界 电感 岂可 以 简化 且 为 

L, = (4Raasiny sin}; )/D. (32a) 
其 中 

D, = (0- RCo)LRCoj(q* 一 39gcospas + 40 sinp,sinYs +1) 

+ g06siny sinyal] + 40R* C^o; n7,Siny, (32b) 
El, dERUCE I SUNL E EE URL GUBCRLRE— 280i S, PRE, 其 

充 要 条 件 是 审 联 电感 5 不 超过 临界 电感 L。。 为 了 便于 我 们 讨论 ， 令 

r= RCo, (33) 

wax(l-@/(asiny,) (34) 
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利用 这 些 备 代入 (28) 和 (32) 式 ， 得 到 
cms = (B-uyz (35) 
tm, Lo = (4eRO sine sias. )/Di (86) 
其 中 
Di-u[4( — zsiny ,)*sin? p, + rsin’ y, + 4(Ó — widsiny siny] 

+ 42° OO siny sine, (37) 
因为 "必须 是 非 负 的 ， 如 (353 式 所 见 ，r 限 制 在 0 二 *<6 的 范围 内 。 左 0<u<e6 时 ，(37) RAD 
LRA. Musoni, LRA SBA 

La maz = 1/ Ca; (38) 
BVH, FURUE— BIELSUEGROR, (URGE. su 时 ， 带 通 匹配 才 是 可 能 的 。 
这 一 点 与 钱 通 情况 正 相 反 ， 在 后 者 情况 下 我 们 证 昌 过 任意 给 定 的 RLC 型 负载 可 以 仅 月 … 个 1 
ERE Be BT ET VE HELD, 

ATRBRMNUNE, FRM RARE. AM, RAER, XP 
PHB EM LL, cae, HE TR TR ML, Bb he LARK, 且 满 
EQOA BRCCK <1), Ah, BAMA. 

WR, zx 之 20siny， AMP, AWM RO. Me = 6 代入 536) 式 连同 (37) 式 一 
起 得 到 


Ly = Lahus 


加 zRó*siny, 
“ EG ssiny.)? Hatto y, Ja,Sinp, +r O 0, siny; T9 (38) 


为 了 进行 适当 的 讨论 ， 又 要 耸 商 种 情况 辽 行 研究 。 

FERU LSL. WARK, Mantra IH 
小 的 6， 我 们 从 (35) 式 选取 w=6, 从 而 得 到 7= 0 和 

K, m= 1 (1— 2627 simp, 377 (40 

TRI FL, LSD, war = 1/00), AKA, R 


PEGORA E. MER -PIELER ES RA: 
BH) = CH Leet ERE GD 
其 中 
eo, = 4sin?y; (422) 
C= —4(2zsin? p, + ÖST? sin; (42b) 
e, = 4x'sin*y, c z'sin?y, + 4Ó'sinp,siny. (420) 加 2 IRIRA, =u 
c= -(- LCo;)(aRaé*siny,siny,)/Lo, (42d) Bey RETR AE 9t 


现在 我 们 必须 远 明 在 04 去 &< 6 的 范 央 内 。 在 ( 红 ; 式 中 拥有 一 个 & 的 实 报 。 为 业 ， 我 们 作出 

BE 为 4 以 函数 的 图 形 。 对 于 = 0, g(0 c, AAR BRL 1/092, fcu — Tr 3E PL 
Fust, URL. 的 定义 ， 我 们 有 

B02, 8 o Àr ted toed +2,0- E 0,0 e. =) (43) 
其 中 

€i 2 —-Gc- h, Cio (ARaCsiny,sinv; )/L,,0).<0 (44> 
BRL, oa) ee ee BU, 

73392 


dst à 
e = BCU? r2c,u + es 


= 4(u — d) siny siny, + 4(z — 2usiny, j siny, 0 (45) 
MALI, 900 EE RE BUB ISO ELMAR EUIS DE PSU IE. V PR D s A 
出 了 所 要 求 的 4 值 ， 当 该 4 值 代入 (35) 开 时， 将 得 到 o 的 最 佳 秆 。 利 用 这 一 0 值 ,我 们 可 由 (29) 
或 计算 最 大 可 达 频 带 中 心 的 增益 K, ax。 
Tr, e<2ésiny,, MCS RMI GH, RRIA Yesin <ð, 它 相 应 于 4 

=h RGX— HR ACC, ik Ko WS] 
L, =L bercera = Sia rr 

7 . ae désinv, > + {1 + zsinZy, :sin sinp, + aed! sin? p, sin? , e.c 


(46) 
如同 情况 1， 又 分 两 种 子 情 况 进 行 研 究 。 

FWRI, LxL. AKA, RIEU T z/Gsinvio, M4) GDMCDAL X 
4= 0， 我 们 得 到 ， e-[Ó-z/Gsin?, j1/RC 0 (47) 
Dy 

Ks 

WVARX2. LLL. .-1/coi. MUD, Rese nee RRMA YE 

wo, gO cU MEIN, DW Ree Le, sa! (2siny, < 时， 我 们 有 


BCR Se H] HCH}  C,U, +e, > CM] +C] + CH +c =0 C48) 
其 中 

els —(1 - L,, Coi M 4RaOsiny,siny, ML, es «20 (49) 
因为 (45) 式 仍然 有 效 ， 所 以 gw) —u IU FE TER Rot ROLE 2E ZR PTS E, AA TR TS BRS 
E 


A IESELEIKIUS ERU SES st 

在 本 节 中 ， 我 们 导出 设计 量 圣 的 带 通 巴特 沃 恩 匹 配 网 络 的 显 式 公式 。 

MORERA E, HA KAHI (OFERA 
Fis) 

Ars) Pts) 


= E: -Es (56) 
ROS EE 1+ pt EZ 
. T= ph 5) 
dhgYoulambc62. (71, BAW RAR RY. EAE BIEN AM. 
,从 (17) 一 (22) 式 ，-1+p(s)]AC1- O65) ef BAH ERRE FF ORR. PA 
1+ pis) _ (ds+doj/s)(PCdy +8 y + q'P a+ S/ay 1+ o Pity + 6/9) - ("P(dy/q +8743] 


1-—- pis) Ce Óni/spP. óprülyi—qPl Oy/ g + 8/33] + 3L P(Oy + /y) + q'PX $y/9 6/333] 


Z22.(9= >= 2.05) 


(51) 
Zs RRA RMR, H 
©3540 


ce NE oM x Bd 7 
OTM -ara +2610, (aa oD, 128 32) 


Li = 


z0)siny isinps 


(6- RCCILRC@ a" ~ ggcos7, + 40*siny Siny, 41) + dodsiny sinp, 1+ dox! siny,sinpy 


(53) 

APRNERSODAPCEAT GOA, HURTS, RATES 

C;-RC (542) 

Li2LR (840) 
SORR AR HRK HLT M 

Za = 1 e (55) 
其 中 

Fs = (56) 


Rr1-p955] 
CERABLPSAREAMEBRIN, MERRE AMS 
ATEFRANRTERARMES., KAMMERER, SARS PART RY 
a. 
AML, cS 2dsiny ,和 工 气 L,, 。 丰 这 种 清 况 下 ，0 = OM RA BTA Ho RK ea LOO 
给 册 。 应 用 (17) 一 22; 式 ， 归 一 化 的 阻 扩 RF,(1D 可 天 


Mk Agi A! . 
RF oy 2 A ne PTA - 
iO S (GT) 
其 中 
Anma (382) 
Ai. HOLE Dese, (58b) 
Abe = One +E] + ) a (886) 
Anes = (n D) 49) 0 a,- + CER d'a. (58d) 
Bis- =0 (1 da. (59a) 
Bin- = OH Gee (59b) 
Binas = D et tay — EF gag (890? 
TAME ARE. AS, PARR DE GRRR HE MERR”, MERA 
Fl)=Cs+ -——- l L2 — (89) 
List —— 
Cyst > 一 一 一 
st Ms) 
Mnh Erh, £o0-Co2o, BR 
(612) 
zRé'siny. 
- ER n LL (b) 


T.]o,sinyp, Fa 8 o, Siny, 


-34l 


当 " 为 奇数 时 ， 


W, (s) = Cyst T/Lais + 1 
L/C, +28 +- 1 
sst.— l 
+— 1 1 _ 
U/C sot Tipe Ry 
(82a) 
KARR SAM 
nen gu, 
Wis hs + 一 一 一 一 (62b) 
l/L;s — -一 
1/C,+.8+ -——-——--!- -= 


€—— 
L.a $ =~ 
Huit USER, 


RAR BE, AR RR SU. COR SEL Pe RR, LC 
形 网 络 ， 如 图 3 中 所 示 。 


S204 4 m 


[2] 
J jE 
Io) Fst 


His By RRR) OREL SUS — BA REO L CHOZ NER 
Cama te Drami 


TROR2. cS adsiny, fL, <L<1/Co?, MUDARAM. MARKS) = CH ee, up DL 
利用 解 三 次 方程 的 标准 公式 进行 计算 。 在 此 ， 我 们 的 目的 是 导出 读 根 的 显示 公式 ， 当 将 其 代 


入 (35) 式 便 得 到 所 要 求 的 9 值 。 
参看 (42) 式 ， 我 们 首先 计算 p= (30,0, c8)/9cf， 在 进行 了 若干 数 学 运算 之 后 ， 可 以 简 


化 且 写成 下 列 形 式 ， 
p= 3e,e,— e} _ (x 2dsiny. )'sinv, L0 (83) 
got gsinp, 


= 3426 


ERAMI EM GLO ey c Hinc WT BL 2 


2zsiniy, + dsiny, 
Wo 2 ERE 3 


sinh Ê , 
jain? 2 psinh > (64 

其 中 
¢@=sinh- 1 7 (55) 


" [88 gésiny, »*siny,;siny, 


+ (Ixsin?y, + ésinz, }*#] 
_ Rast ~ LCa si 


adir £68) 
把 (64) 式 代入 (35) 式 得 到 所 要 求 的 > 值 为 
co 起 [es sinh - ets ] (67) 


BR. HAGOR BOXE a EK LOU. 
TRIES. ce305in? FLCL.,, WAKER, RIDERE = g, =2/(2siav), Mma 
=6, K,- 1 和 
1 RCa, 
97 gc ge 
情况 4。z<25sinay 和 工 ,< Ts<17Coi。 困 为 在 此 情况 下 (83) 式 仍然 戌 立 ， 救 所 可 R 的 0 
值 可 由 (67) 式 确定 。 利 用 这 一 0 信 ， 最 庆 频 符 中 心 增 雁 Knox 扬 129) 式 确定 。 


Ca L4 (E; 2 
PME e 
7 Ee Cs 
ioe R 
d i 


il 


p» (68) 


zu 

Pla MARATE ANAR ROCHE 
SLATE BOM FA LS, SMAR ARA BZ a O RERA — PE — 
AR WLORBR H. AFIT A, ER RT. RUPEE, 
33 —4e SP ERRP CHL) BI RI 


Al y% - 、 
RFO) TB eii (69) 
其 中 
Aine, 2 1 《70a) 
Ais 41.00, 《70b》 
Aj.cfinai 
+O (C1 0006, 4 6(1 7 9-1] (700) 


Ale = AOL Hus, 


TOC LOO 50a, 4 + OC A ana] (70d) 


Bi SCLC- Dan; 26] (12) 
Bj-ó-[0-9)08,,.-692,,] (71b) 
Bin- = "OL -4)a,-, +205 
-60-72[(1-42)2,-., + (14-4? ano] (71e) 
我 们 用 下 列 例子 来 说 明 上 述 结果 。 
fill, 4 
R=1000 C=350pF L=0.2uH 
n-4 9, 7 10*/ 4/2 rad/s @,= / 2 x 10*rad/s 
从 (2) 式 和 (3) 式 我 们 得 到 
b= 2 0, =10*rad/s (72) 
因为 
w= RCo, =3.5>20siny, = 1.08239 (73) 
从 (39) 式 我 们 算出 
L, = 0.24277RH>- 开 Vo 


Aaa POEL, ECERAN ARRA 3b) MLC. 从 (40) 式 景 大 
HAR ORK, msz 可 得 到 为 ， 

K, wax 0.94818 (75) 
从 (16) 式 得 到 

q- 0.69075 (76) 
把 这 些 值 代入 (58) 和 (59) 式 给 出 归 一 化 的 导 纳 RF:(7)， 其 各 个 参数 为 ; 

43=8.00000 — B;-2.28572 

A;212.49688 — B, - 3.57038 

Ai-42.08646 BL = 9.33473 
5 BL=7.91312 

Ai = 69. 40036 《77) 
导 纳 Fi(s) 可 以 展 成 (60) 和 (62b) 式 的 形式 ， 生 C= C,-350pF, L-0.20H, DUE. 

L, = 0.24308 C,22.254nF L,-0.0334H 

Lg-0.0100H C,28,24InF. L,-0.0074H | 

] C,-227.23nF — R,,-0.9730 = R, (78) 

da EC 4 CA ERTE. He TERT, RAER AD ORIS, 
其 结果 为 : 


4R,,ReZ, , Jo) 


Gw?) = iR tZ 005] (79) 
et atyt eaten oa viaa vi palya! 
sep yon AE tent woo meu A em 
各 系数 为 : 
4;-0.2857]  @,=272.5621 
4,7 5.26080 77.8174 
a; 1.16684 (80 
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22 = 8.67506 @,=172,4569 
DRUPA BN PIE RT HS. 


tau + t . 
T qii EE LIISI] 
i fi f 
: 4 H 
: 1 r 
Bc- + 1 " 
: 1 1 
: t i 
i , 1 
"m 1 
seni : 
M 1 
M 1 
: 1 
Wü Saan l ] 
z ` 1 
E : 1 
M H 1 
M 者 本 + t 
5 1 1 
3 : i 
9 . 1 
: 3 
EE 1 
M ' 
Meses +, m 
T. i 
M 1 
m 


LAN ri 
At Ob regie 9 21305 4A 


[sa 


VLLL UL LO eere et 
Pasto? GQ$pE (To uae 


MCI 


(by 
图 5 (799K BL SEHR 07 HRNEK 
例 2， 禾 究 与 例 1 相 阁 的 问题 ， 只 不 过 纲 在 我 们 选取 %= 5, C= 200pE， 和 = 0- 454H, 其 

余 与 前 相同 。 风 我 们 有 

1/C91-0.5x]107* zi-RCe9.-2 

L,,-0.115828H Gay 

26siny, = 20sin; 8? = 0, 87303 
gum cde, BIEN -ALBAM 从 (63) 一 (65) 式 我 们 得 到 : 

p=0.36879  r-1.49500 $=2.59750 (83) 
FORA ASTI, INTER ERKO 


(82) 
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o= 0.47803 x 10* (84) 
有 从 (29) 和 (36) 式 给 出 ， 

Ks mx = 0.78272 9 = 0.85842 (853 

例 3. = 

R= 1000 

C= 50pF 

L=0,39uH 

n=5 

9, = 295/73 rad/s 

= 3 x1D*rad/s (85) 
因此 ， 我 们 有 

9, = 10*rad/s z-RÓS,-0.5 

L.,2-0.882904H — 6= VW 


2Ósinv, = 26sin18? = 0.87403 (87) 
则 适用 于 情况 3， 我 们 得 到 
Kum 0-1,21039 x 10* (88) 
fl. EOSLESBESTHIIÉSIRHEÉ, RPSL S96H3pS)ISAB, HRSA E 
同 。 因 此 我 们 有 ， 


L,;-0.882904H 
1/Coi-2x10-9 
z-RCO,-0,.5 
205iny, = 2,874023 (89) 
BATH. MACO32—(66 GR HE TTRERI, 
p20.64070 
r- 0.96850 
由 = 5.46360 (80) 
ATR 
o=2,58194x108 
K, ms = 0.80848 
q= 0.84766 (91) 
AAAMAT 22)3UPBE— Pes AA LZ, (Ss) RAE Be — et 
冉 接 电阻 器 的 LC 梯 形 网 络 。 故 应 遵照 [5] 康 讨论 的 类 亿 方 法 。 
s. WEE ARR EPA EE EE 
HE, WRUE SC EH Ics ARR TIR A PR ESEDEEE TRORLCTE AR 4 e FH 
URS GARDE, ASHRAF Sb 3305 33 EC 


K, 5 
[SORT jays ens SS an 
HF, An FÉ, y-s/o. Rl, Co ;是 第 一 类 的 r 阶 切 比 雪 夫 多 项 式 ， 仿 照 !15) 式 ， 我 


G(-si)s- 


ttt 


Lg "TRE -jó/w) 
们 有 : PP suo EoDITG. (93) 


-j4eADS 
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X Cee Ry, 
如 同 (17) 式 ， 令 P38) 是 (93) 式 的 最 小 相位 解 县 可 素 示 成 两 个 震 尔 维 茨 多项式 之 化 * 
f. fut fy y+ 


Bg 


Pet faa yen tt 


BG) : 
Gan + Gea Ue"! = gs cts)? Gan E Gan 
(94) 
其 中 
Iaa (35a) 
Gane = ON Dg (85b) 
Ja... =O" + dr b, €95c) 
Biss IL DUI, ILS 《05d) 
6,_, = (sing) 7 !sínha (96a) 
"A lee Osiny, 37 'sinhta- isla, (90b) 
inbe ; inh? 
sinh: (1 sinh °acosy (980) 
siny, 54 2sin*y,sinys 
loinp-1 1 
=4sinn-1 L o7 
asinh (97a) 
a= Lsinh-: (97) 
" 


1 
€ 


以 及 ?=mxj2w。 各 个 了 的 定义 和 各 个 9 的 定义 相同 ， 只 不 过 在 《96) Sup f Rao, 事实 


上 ，{p53 可 表示 成 闭合 形式 为 ; 
在 ”为 偶数 时 ， 
1202) ^ ^ ^ 
I] Ld eiredpéjess.20. + (20? HW? + sin yn) +2W CUCO ame 101] 


pls) e vi 
[E oly’ -oway tOn t (20: ew? esin^y, uu 0g? + 2wtégcosp,u., e 01] 


mao 


(988) 
EMAAR, n3, 
vin 


(Oy + WY rdi n [0*4 + 26wy*eosy,, + (202 + we Esin*y, Dy? 
"a + 20/gcosy, m + 07] 


Piss camo 一 
Qu wyt iy TT E9718 +2ewy*ecosy,,, + (20? + w? + Sin? y, UF 
+ 26wycosy,., + 3°] 


(98b) 


加- 


其 中 = sinhe 和 也 = sinha, 
{ 鸡 ) 式 在 闭 右 学 复 频 平面 中 解 研 的 县 一 般 解 可 直接 只 (1) 式 ,用 (21) 式 给 吉 的 相应 低 通 哨 
应 进行 转换 带 得 至 。 在 此 的 目的 是 研究 仅仅 条 用 一 个 2 阶 实 正 划 全 般 画 数 的 带 通 匹 配 网 络 。 
MI 


(sy = Somat? + fons wt tt fag toe + fant? thane thence 


Gans WI? + Gang TT! ERUIT n + gd + Gane iY Tonts 


(99) 
其 中 
fang = Or"? (1002) 
face, 1 ~ 0/05) (100b) 
fon= EDA £071, cob, ifo.) (1000) 
Fus cnini, ~ o/o ei Dag sob, /00) Coed) 
Isur = OE (1012) 
gioi = OCH, , 0/04) (01b) 
Gan = (R +1)O 1 4871 Cbn a E05, 70.) (ole) 
gan-1 CHO Cbn- +0/00) +Ò? Cbn a + ob [)0) (101d) 
S65 (8) RPM VA, FURXERTIS Rao, 
OCS) FE 7523 3 BO FS Ae A D 27 BH CREDAT RI SCA OLD SRT s 
571 (1022) 
Bi /8s = (B, , 7 b, 1 265/06 (102b) 
p,/ài-[b, ,—b, ,— (b, bni) tnni $26) € 20? ]/0* (1020) 


Pajo = [6, bna — Gu rbi +26) 
—b. SG, b, tb T b, (I, 205, , + 207) — 26% 
—6*(b, 1 ~ b, ~ 26) 1/88 (1024) 


JORG -o/0, o 
对 于 第 IV 类 传输 零点 ， 系 数 约束 由 (12) 式 给 出 。 如 同 巴特 沃 思 响 应 一 样 ， 第 一 个 约束 
A, = po 总 是 满足 的 。 为 了 满足 约束 4 = pi， 我 们 要 求 

-2/RC - [(5,. , ~ 5,.,)0, — 202/0 (103) 

K, =1-— sinh? (nsinh7 ! [sinha - 2(6— RCo) (RCa)^!siny, D) (104) 
利用 (103， 式 不 难 验 证 约束 4。 o WEE. Be, AT 2b) 式 的 要 求 , RITE 
义 电感 

Ls =F /4 一 ps) (108) 
把 从 (9)，(10) 和 (102d) 所 得 的 4s，F: 和 Ps 代入 (105) 式 ， 连 同 (96) 和 (103) 式 一 起 ， 在 进行 
若干 数学 运算 之 后 ，Lt 可 用 已 知 参数 显 式 地 表示 为 ; 

_ ,. 4Rd*siny siny, 
^ (6- RCO) [RCo?0 (sinha, sinha) + dodsiny siny, ] + 4oxtð siny, sinp, 
(106) 


L, 


Ep, MAUR, 2-RCoQUE 


Q(i,U0) = ü* c 0^ t sin^y; + 4ó^siny,siny, ~ 2üPcosy, (107) 
Ak, FURORE MWK ALAR — 720p AS RL, SES TE Bi SL TERI ITE 


ICH RIA AMT Le AETR, $ 
vxó-RCo (108) 


从 (103) 式 连同 (96) 式 一 起 ， 我 们 得 到 
+348» 


sinha = sinha — (2usiny,) /2 #109) 
把 (1487 和 (109) 式 代入 :106) 式 得 到 
] A4zRÓ*siny sinye 
?|4(v — zsinhasiny ,)*sin?p, + 2-cosh* asin*y, + 4:6 — v;Osiny sins, ] 
+ 4Ó?z?siny siny, 


Byles = 


£210} 
ER, Eicus, ERAM, DESC BPEDR. EER 
o= (d-v)/RC 《111》 
“AE ERR BURP Yo = ORE, AL AR 
Lg mx = 1/95 <112) 


对 于 我 们 的 讨论 ， 需 分 两 种 情况 研究 。 
情况 1，zsinha>>26sin»， 在 此 情况 下 ， 最 大 可 能 值 ? =9。 把 该 全 代入 《110) 式 ， 从 而 
得 出 ， 


2Rd*siny 
Lg. zb. » 


[X6 —zsinhasiny, )* 4 x/cosh' acos?v, Ja, sinp; +a Oto, Snp, 


《113) 
为 进行 适当 前 讨论 ， 又 要 研究 两 种 博 况 。 
FMR, LL. WAWEKEA, BNR -0, 从 而 得 到 = 0 和 最 大 的 频带 中 心 增 
REA, 


K, msx = 1 ~ essinhz[asinh ' (sinha — 227 'ésiny,)] Cio 
PHR: La mLel/Coi, AUER, 4 01) 起 的 Ls = 上 ， 即 导致 一 个 v 的 三 次 方 

EB: 

ho) 2d v? +d,v? +d utd, =0 《115a) 
其 中 d, = 4sin?y, (115b) 

d, © — A(2zsinhasin?», +dsiny, sinv, (1150) 

d, = 4z?sinh?asin?y, +75 2 + 4Ö SINF sin, (isd, 

d, = ~ ARz0* (1 — LCo) (sin ,sinys ) /LOo (115e) 


deo -0Bi, BOO) =d, S0 v= di, HAL WEN, RUHTUR LCD SR BE B 5:00 70, 
TRAC) RR ROGER, BI 


dhiw) 
dv 


- AG - Oy2siny siny, 


+4(xsinha— 2ssiny. ) *sin?y, +r sin? y, > (116) 
PGRS Sa, RT DUE EGO mo WEERA A 2 PG XX ERA TEIL GO e 4 
SRB gu) -uETRT. AA SHA RA TR, MBE RAC OAR, BB 
BA BOG dob GK, ware 
情况 2，xsiaha<26siny 。 从 (1047 和 (108) 式 很 显然 ， 最 大 可 达 的 z 为 

vav, = (zsinha)/t2siny,3«d ain 

CHEFS 了。 把 这 一 2 值 代入 {110) 式 得 到 
+349" 


__ §RO*sin*y sinp, 
zsinha — dsiny,)* + 2*(] + 4sin?y  )siny siny, x'sin?v, Jo,sinhe 
+826%o,sin*y siny, 


Ly, = |o-0,= 


(118) 
如 同情 况 L， 又 分 两 种 情况 进行 研究 。 
了 于 情况 1.L<<L4:。 为 使 K, 明 大， 我 们 选取 v =v,， 它 相应 于 K。= 1， 从 (108} 式 得 


o lfe 
piu ai» 


FRL. Ly <L<1/Co}, iI TE, RMANA «ORIGO. ) 0. WAAL 
WE 16) RRR, ivo ~ HRB R BAAR RA, gt REO RUR 用 
ho, vfo RAO), wu, BIT, RRA NERE 

6。 切 比 雷 夫 响应 葛 显 式 公式 

在 本 节 电 ， 我 们 将 导 组 设计 最 佳 的 切 比 雪夫 阻抗 抱 本 网络 前 显 式 公式 。 

遵照 第 4 闻 中 所 概括 的 巴特 沃 思 痪 应 的 方法 ， 我 们 斌 究 下 列 式 于 的 连 分 式 的 展开 式 : 

1 


; 
RPS = ea) -DAS a Cast Lis + ŽS) {120) 
其 中 
N,(s) = pert lgt p gnb, +B n. stt 
PE DOV AE N, +h tolni Da risit 
EIR t DOT ETI ba. eB, HE Cni bna) jots? 
Ob, +B, 0177 s EO RE (121a) 
Dets) = (5, ,- 5, 00, +20 5707€ 
OIE hua Ên ol Hb Hb oe 1878 + or 
+I (b g Bg On tidy, HO, WOES 
EI b 1 — be me +2010, "tt 412163 
— 2dsiny, 0. (122a) 
..1)0, +20] — (sinhc— sinhá)9, + 22siny, 
Lie . 4d?sin'^,sinz- 
"= 8- RCo RCo, Q isnie, sinhe) + 4960s n? siny, ] + 402*d4sin? SiR a 
(22b) 
B aos» O09 SUELE 
C;j-RC (123a) 
Lj =L,/R (23b) 


duda e A o0 s, HAMAR HZ Go 可 用 (55) 式 来 表示 。 Auf] LP ER SB Wg BE 
那样 ， 需 分 4 种 情况 研究 
Hews, ssinhaz26siny, 4üL«zL,., ÆA IT, o= OM MI LII» 
Kye = 1 ~ €isinh?pasinh^! (sinha — 2627 !siny,)] (124) 
Bits) 的 连 分 式 展开 式 的 形式 Ti60 式 右边 所 示 的 形式 ， 且 有 有 


= -一 = 1258) 
e. (sinhe — sinhá ; Rwa e ‘ 
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rad 


1 
5 


=L; >L 


MORI. wsinhe> 26siny ML; KLSL Coi BH (15) 式 和 仿照 《63) 式 ， 我 们 能 证 


HFAA 
k= (3d.d,—d3) jad? 
= (zsinha — 26siny 


; t 9z7Siny costy, ES 


ERA 15a USD EESEGR BO CARO s HT DES S em 
m axsin?y sinha +dsinys — 2v ksinh a 
3 


v 
à 
3sin?, 


其 中 


= sink 


(1263 


az, 


(128) 


v kë 
gai e 1 
Bon ta 
"on on o6 nr 
du qub 6 dd 
. is Cubo (ur ae 
mE H l H 
: H i 
: 1 1 
: t 
: + 1 
THEME 了 1 
` 1 à 
: i " 
Hp sens 1 1 
E M t ' 
X . H H 
bi M H 
+ epog- + ‘ i 
E LI ' t 
i : i t 
LJ . 1 
. L 上 
8SE-91 + H 
H H M 
. H 1 
H 1 H 
M 1 " 
Peor: + H 1 
M : u 
: H u 
: H i 
: x DT] 
$8 o renti ridere rntaonenets I 
oo BPM?  9457E Epy  de316 Q6 dég HE PATE CH ZME w 


omega - axis 


' . [D] 


| ANNI 


s | 
5 i 
H i 
; \ 
i. pete 
. uL ° 
e) 
fis SoA DER E PEE) RUE 


KE ELS 


_ _(2esinhasin*y, —ésiny,) 


e 54sin 
*[$ (asinhe— gésiny, ) ^sin? sinp, +2 25z2?5in*y, + (2esinhosin?y, +dsin yy) 2] 
.osRé'simy, , : 
ahe,sinp, |17 CWS) (123) 
dB (127) RRA O08 式 得 到 所 要 求 的 c 估 ， 
1; Sein, 8 00 2z8in?y,sinha + dsiny. 
A S427 inh -一 -一 一 一 上 一 
dE ECL aay, ) (139) 


=v, = Casinha) /(2siny,), 


TUR, csinha<2osiny SIL La, EK AA, 我 们 选取 
AHRS RSI BE 


和 1.Co3。 区 为 在 此 情况 了 (126) 式 仍然 成 立 ， 因 此 


TURA, csinka<2dsiny, ML, <b 
RREA C130) RHA AAR - cl, BARA as K suni C 


X. 


> AM 


RHE FF ORDRE EB ER 
Bis. 4 
R-1000 
L=0,274H 
C =300pF 
n=4 
9, =19ë/4/ 2 rad/s 
@,= v 2 x 10*rad/s 


FERRED SE, WRH 
0,-10'1ad/s B= 2 €= 02493 : (132) 


进一步 我 们 计算 
a 0.44353 
s2RCO,-3 
(133) 


Ly, =0.27055uH 
BÆ ssinha = 1,33060>2ésiny, = 1.08239 Æ Lols,, MATIN, A (2D 式 我 们 得 


3): 
K max = 0, 9806 G3 
ERES] 
€= 2,50648 
@=0,09727 
(138) 


sinha = 0.09742 
刹 用 (120) 式 连同 599) 式 一 起 ， 我 们 得 到 如 (57? 所 未 的 归 一 此 的 导 纳 RE:(， 其 各 系数 为 ; 


0B B; =2, 66637 
041088 36892 
374989 21426 
Ai-0.140007 .98232 


A, = 0.595107 (136) 
导 纳 PiC3) 可 以 展开 成 160) 和 (62b) 式 ， 且 C= Cu= 300pF, L=0,27H, BR 


L,=0.27¢55uH — Cy 1,7nF L, = 0, 05H 
Lg -9,01u0H C,— 10, 5nF L,-0,0C244H 
C, = 53nF 及 ss =0.0977@= R, (3237》 


带 通 丐 配 网 络 及 其 负载 一 起 示 于 图 4， 为 了 验证 我 们 的 没 计 ， 我 们 从 图 4 重新 计算 伟 输 蕊 率 增 
HCO), HART As, 
HS. PREPS RAB, RRR AP AH. 
n=5 Lao. fn C= 450pF 
其 余 与 前 相同 。 
国 为 sinha 26sinp， £L,,—L«1/Co;, WGEHPT HSL 2, 29 T 3X— DC RC Raa a — 
ASR. WO 02600—02: 式 我 们 得 到 ， 


R=6.27187 €= 8.37521 (1388) 

$-0,51072 v4.-0,71323 (138b) 
A G30 Al (104) 式 得 到 : 

o=0,15577.10% (159) 

Ke aoe 0,6424 (148) 


MMB, AAS BL RITER 
|" n-8 L-09.234H C=156pF 


因此 我 们 有 

s=RC@,=1.5 Li-0.532170H (141) 
BORAT RS, MEE Ksm=l, HA (131) xb 

ga=0.35655x 10° (142) 


Be. FRET, RAS ASK A RLANO 23uH FBO Seu, 其 余 与 前 
Hi, BARAT, RA 260—129 式 得 


k-20.71017 &-1,08678 @=1,34192 (143) 
A (180) 和 GOOD 式 得 到 
920,56493 x 103 长 onaz 一 .94238 GAD 
站 iE 


SERIO, Sgt D BE THREE BO (EET AK HAG IE DEPO sw S 
BUS Ro APEEF BU MALAR, HPC a YS ER PEE HL 
PR, RSE ER. Te; bep, RA et 
对 于 任意 芍 RLC 型 负载 仅仅 利用 一 个 1 阶 金 通 沙 数 便 可 实现 匹配 。 

本 文 之 显 式 公式 的 意义 在 于 当 在 选择 最 住 竟 设计 参数 中 ， 可 如 免 使 用 设计 曲线 和 解 非 线 C 
性 方程 。 因 而 ， 我 们 把 这 种 实际 的 阻 坑 匹 配 网 络 的 设计 简化 为 算术 运算 。 
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本 文 给 出 了 宽带 匹配 3 
AE TU et 
EAR OTR Ts SERERE 
TINI. 

Lae 

fe SARA En~- OS oe Bs OR Sa 
BAR, BEN 号 涛 到 负载 所 传输 的 功率 为 法 太 。 这 类 问题 总 
是 涉及 到 设计 一 个 由 合 网 络 ， 使 -个 给 定 抱负 载 盟 抗 痰 为 务 一 种 特定 的 负载 臣 抗 。 我 们 到 这 
种 网 络 汐 功 能 称 为 阻抗 四 配 或 虹 搞 均 和 锯 ， 沁 此 而 得 的 网 络 区 为 下 配 网 络 或 均 守 器 。 

Bodet1] 在 研究 了 一 类 很 有 用 的 得 汉 } 
成 的 不 合 网 络 时 、 首 先 提 出 了 号 配 问题 。 
Joe EBORE -DIAT EREA - 坚 附 奶 限制 。Fanoc2 推 广 了 Bode 的 工作 ， 
SE TAA ~ ARNT EMER T ZE- AUR BUR Er IEEE SPD PR, Fanok 
外 果 表 示 为 一 组 带 特有 的 加 权 函 至 的 整数 约束 CHI RL E E). PY Pano T. (3E RI E536 
键 思 存 计 于 用 Darlington 等 效 网 络 求 代 畦 负 我 但 抗 。 这 种 方法 的 主要 妃 点 是 在 把 某 种 负载 性 
质 转换 为 对 应 的 Darlington 等 雍 网 络 蚀 结构 特性 上 时， 往 其 变 得 复杂 化 了 。 并 且 这 种 方法 还 不 
能 推广 到 有 源 均 衡器 的 设计 中 。 为 了 如 开 这 一 困难 ，YoulaC3] 基 于 复数 归 一 化 原理 导出 了 一 
种 新 理论 。 不 用 说 ，Fano 和 Youla 的 方法 已 由 许多 研究 者 进行 了 挂 广 积 作 过 精辟 的 毅 述 :40。 

因为 Youla 的 方法 直接 涉及 到 负载 ， 所 以 它 可 推广 到 有 源 负 载 前 情况 ， 如同 Chan 和 Kuh 
552 所 做 的 工作 。 另 一 种 可 能 进行 的 推广 征 名 许 含有 疾 变 信号 源 的 铺 况 。 沿 着 这 一 琵 究 路 绕 ， 
早期 的 工作 是 由 Fielter-6) 所 做 的 ， 他 研究 了 一 类 秋 端 搂 一 个 电 朋 器 的 无 损耗 弱 形 网 络 。 这 
一 问题 的 一 般 解 是 由 Chienc7] 和 Satyanarayana[8] 给 出 的 .Chien 的 方法 是 利用 一 个 无 损耗 的 
NORAREN PER eS. ATURE RE I HE BG E peA BP BI AR C RP DE HR 
THR- -XERME RATA RR ET RR, EEE 
输 七 率 增益 特 狂 的 充 要 条 件 ， 使 得 在 这 种 抢 阵 中 至 少 有 -一 个 是 可 实现 的 。 所 要 求 的 匹配 网 络 
可 利用 任何 一 种 熟知 的 方法 通过 实现 散 莉 筑 阵 而 每 至。 当然 ， 在 这 一 点 就 其 本 身 来 说 ， 并 不 
是 一 性 简单 臣 事 情 。 另 一 方面 ，Satyanarayana 法 [8 包括 了 一 个 正 实惠 抗 实现 为 一 个 终端 接 
1 欧姆 的 电阻 器 的 元 损耗 双 吕 网 络 的 输入 阻抗 。 当 去 掉 这 个 1 欧姆 的 电 阳 器 之 后 ， 便 乱 到 所 要 
FR Se RPE A HR oo 

ASCE H RUE Ae BRUM Bf FM EDLER R 

2, 初 步 研 究 


在 一 个 统 定 的 信 


TEED LR RN, 4 


soy - [0 $409] 
PELS Sy) 


EH — 16 BET FUE SE E E AE PE 
zy =] ? ] 
=I 0 is) (2) 


Ap G2, GO ALPS BT AR E FET Foster 8 qo dte t es 


a 


EAT 无 损耗 
4 — x53 ns 
D " d. 
> [74 
2,18) uU 


图 1 BARR (ONES EME RAH 22 GO ZOOM 
Ezo G-1, DABS. 
ri(s) = Bvzits) = iz(s) +2,(- S) 
BENE Bk PE Hs (AAT — S728] 
nes =f 0 ] 
his) 
RIN, GI C 3 — T SOESI ACIES, HORE AOL Y zi GO BUT ZEE ESSE E TE 
KARRA AED SAAS RRR, Cte nt-o0 的 开 右 半 复 频 平面 内 极 点 
a,0-—1, 2, «c, v BERE SCIL SCIE MW ARE S 


A;ts) = [T S22, 


shes a 
NER, HA 


a) 


, t=1, 2 (5) 
peg FT 
5 — bin GO FE eS SS Bs}, BE 
hks) /hiC— 5) = Ai (85) B,G) (6) 


MRD FES Be (SG, Pu GO C 3) 在 实 频 轴 上 是 解析 的 ， 从 (3; 和 (6》 
式 得 : 


2hiCs) = 27 G) Ai(s) Bs (s) = F;G) BCs) «7) 
其 中 

Fi(s) =2ri(s)Ai(s), i=1, 2 (8) 
从 所 周知， 内 一 化 的 反射 系数 SI OO AT PRAM, 1:00: 

Suls) = B,(8)0,(8), i=1, 2 (9) 
其 中 


- Züts-2zt-5 
Pi(s) = 人 TAG 


2,60) 和 Zi; GOJETA Sl CRUS LR ELSE IAE fA, CURIE, GO IM, A REPE 
*356 ， 


a0) 


AMR. WES, TH AGRON ESC SF PUE AE EA 9. 
(OO 当 s 是 实数 时 ， 5(5) EKER MSS), diüb— ERRAR 
(D SOEH 2398 ELYERUS DEBEBIT RE PLAT o 
CD AVE EOP EAE ATS, RIRE U- 8*(s)S{s) 是 db MY, ei 
S* (5) RARAES (SHY SE MUST, 如 表示 一 个 2 阶 单位 年 隆 。 
(4) 在 图 1 的 网 络 中 从 北口 1 错 端 口 2 的 传输 功率 增益 等 性 全 (w0*) 为 ， 
Gv! y = 'S,, Ca) |? aD 
(5) WANE Ai. MSCS) EWE, PSs = 560, peib RETIE RERE Eo 
(6) WRN. MSk map, BE 
S{s)8(~s) =S= SS =U az 
ERE SOME PRUESGO B97 GPS PEAR BE, X5— Te EE dE E I E TER, 而 其 充 要 条 忻 是 
Bi WohlersCt138p28 hws, ELSE INIT. 
定理 1. 一 个 2x 2 阶 有 理 拭 阵 Sts) 吓 一 个 集 总 ， 无 源 双 口 网 络 寻 一 化 到 非 Foster 型 ， 正 实 
Efir COMIS, CO WRR PEU SE RE 
CO XP BIO, ZUROENGEREU — S* Ga So) AR RE RT 


IDE d:3 
2Y.G)zh^'(sy his)h ! (—s)—S(s3 h^! (8) a3) 
EI ERR ARTUR 
《3a APSR AES CP RUBE ATS, ceU- s- UYDA, MA 
(3b) 矩阵 


EU = (z(s) -UW)Y,(831(2¢8) +U) ao 
CER GL ES RA, TU Teo HR DX — ADIT PR I 
Nem de SUE PE 
JE fir Wohlerst 117852818 : 3p 8 4 Pz foo x n EG EEG ST As 2 2B PERS, RI E28 
定理 对 ?端口 网 络 仍然 成 立 。 
在 本 章 的 其 余部 分 ， 我 们 将 研究 下 列 问 题 , 在 给 定 揭 任 意 两 个 非 Foster 型 正 实 阻抗 z: C) 
和 :fs) 作 为 信号 源 的 嚼 抗 和 负 红 胃 抗 ， 以 及 对 于 所 有 的 实数 ,以 1 为 界 的 实 有 理 函 数 G(o5 
作为 传输 功率 增益 特性 ， 烟 果 存 在 一 个 无 报 耗 双 忆 网络 ， 当 在 两 个 阻抗?.(s) 和 2z:(s) 之 间 播 
入 此 匹配 网 络 时 ， 将 得 到 所 要 求 的 传 条 功率 增益 特性 ， 那 么 存在 此 网 络 的 充 要 条 性 是 什么 ? 
因为 我 们 仅 涉 及 到 无 损耗 的 网 络 ， 所 以 传输 功率 增益 特性 GCo7) 可 由 下 列 关 系 用 pdo) 
KEM: 
G) =1- |S,, Ga; ]* =1~ |S, Cay ft 
z1-dem*, i=1, 2 (15) 
因此 ， 为 了 研究 一 类 和 预 给 负载 阻抗 z;(s} 相 容 的 传输 功率 特性 ， 只 血 研 究 有 界 实 肥 射 系 数 
pals) 就 足够 。 有 时 ， 首 证 文中 为 了 利用 引入 因子 Bir ok n EER, ql 
将 发 现 采 用 Si:(s) = Bi(Cs)pi(5) 是 必要 的 。 


3, BARRA 
WE PER), BBS) /2 CO R E RAE E MPE PAS BK zi OD RS 


局 阶 传 输 霍 点 。 为 方便 起 见 ， 侍 输 零 太 可 分 为 下 列 4 种 互 不 根 容 的 情况 ， 令 soi= our + 1205, c 
则 根据 co: 和 ziMsoi) 的 不 同 ， 它 们 可 属于 如 下 的 各 类 情况 之 一 : 
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SUS, 40, EAT HAT GERMATE DEBE K: 

SUB, Cous OFZ: Go) = Oy 

PIR: ony = 0580 dz; G0, i) | «oo; 

SIVA, 96; = 0 和 12i(jo) = 20, 
RUA BON et Go FRE A RRR PUR T: BSG RCFE os CO BEA s ob BB 
级 数 展开 式 之 系数 来 叙述 ， 


AKD = Y Ags = 3): ` (16) 
a 

FAs) = $ Fales) a7) 

Pils) 5 D p.i (S 80i)" ae 


MPO MERA, TAOMAN (SI, 2, REF Se 的 类 
别 ， 必 须 满足 下 列 4 种 系数 条 忻 的 集合 之 一 ， 


(D BAR, Asx fei, C=0,1, 2, 5, nt (198) 
(2) EIER. Asti, T=0, 1, 2. 5-1, UR 
COD Aas (195) 
mM 
CO BER, Aspo vr-0. 1, 2.0, -2. BE 
c,d) = age) 
(4) SIVA, Aapo T=), 
1 了 =) - (85d) 


CRIV) Aas Par 
2- gei OER Oo EBERT AH X 
这 些 系 数 约束 的 重要 性 由 YoulaL 3 ] 首 先 给 出 ， 并 总 结 为 下 列 定理 。 
定理 令 zi(9 是 一 个 预 痊 的 、 有 理 、 非 Foster 型 的 正 实 函 数 ，m(9) 是 复 变量 s 的 有 理 实 
RE. Wh TARE Se ME, 


= Fits) - i-1n 
Zii(s)= A ry 2(s), t= 1 或 2 (20) 


是 正 实 函数 的 充 要 条 忻 是 pt(s) 为 满足 基本 约束 :19) 式 的 有 界 实 反射 系数 ， 其 中 4:C3) 和 FifS) 
BOROKRA HR, HE dp CODE E 
这 个 定理 的 意义 在 于 它 人 给 出 了 在 一 个 无 源 和 负载 和 一 个 电阻 性 倍 导 源 之 河 在 具有 预 给 的 传 
葵 功 率 增益 特性 情况 下 ， 存 在 这 种 丐 配 网 络 的 条 件 。 从 (10) 式 可 见 ，{201 式 的 Za 55) 是 一 个 
， 所 要 求 的 均衡 器 前 末端 阻抗 。 如 果 Z:> (OI. 则 可 突现 为 一 个 终端 接 电阻 器 z:(S) = me 
HAMAR, SAREE, TRS. 
DES DEDILI 
BAGH, RIABUEUSSAB—ASEWEIRDMSHSGQOURIE4e. 这 些 条 件 
ERARA SMA ER Le OMe KR, 号 可 由 类 似 于 前 一 节 中 所 给 的 系数 方便 地 进 
FAR. XESDDDUR Ie Chien 7 ] 纷 出 。 
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" 


WT-7-BS RO REAN, Xu (CAR AVERRS(S) ERR, FEES, OO = Seis), tit 
Shy ea EB, ODMORI 
Sial OSs) H $, (98, rs 
Si CS (8555 ,,0)8, (3 = ae 
Elie, WRR- sO ERA SOE NL SOR CREDIT AL ETS, (55, GYRIS, (8) 
28,0, ESTHER, 
S; (G0 2S, (S) S qLLCOT CO)? TS (285 
S0 1 (33 =, (81M nS) 
S0 CELL IPRC CP] 
其 中 Ts(9) 和 pas 分 别 是 G(_ A ~ G0 ~ SAA, 11.09), Maaf tts) 是 
ERZEUSH RR. AWM MRNER ARE, CS AME, 利用 这 一 绪论 
连同 (23) 一 (25) 式 一 起 得 到 ， 
EO EC d 


=57) (21) 
MC -s21-GC- s?) (22) 


(24) 
(253 


Aik, RATA EHC oH mem. 


iG LG Ta) . 
sos Tis) B P: d an 
PLN (27) PB RAS), JACO (028, A RANEA SEES Y CY RT EUST C 


Lite co shits) hot oso 16) 
2 


vase fe? d 


Vis YaralS? 


ALS os —AQ GIBT) 1 


Fi) 2 
- | (28) 
-hy ses To AG) -= p, (8) 
- 3— gd c d 

BAC28) AHEM, Ye) HES (9) LZ, OR ILI CLE UM LESE RET 
BOR. APR, PAPA RARO MANOS A. Bik, RRAURGEGREY OO TEN 
RS AL AUER, MAT AECLO) (1S, SIE Acs, ets), Fis) 和 

Min VENHA ALS Sco RETE PAH. iad, 2. RTA: 


Aus) = S Anis sis 
Fits) = WES Go 


Pils)= S pao Sa)" (31) 

ELA Tor (32 

Min = XN Quos 2) 
p 


WODUR IBEET ys o ORNEARRE AZ DU ERE BE 


都 是 解析 的 。 为 便于 我 们 的 讨论 ， 下 面 分 4 RE, 
MR SoReal, ARTA MEM. Bd sc EEO MPA SA. WHE 
+359 。 


(28) X RUY.CO EAE BP NUR, s 至少 必须 是 :C8) - pls) e ep 8 


An =P 250, 1, ce, Ril, i=l, 2 (33) 
HS, COUP in OMA ATH, ORM, (OMT IER MEMES, WARGI 
PAR BAW 190), 


情况 2 ,= Joo (= 1, DSU RRA eee, AL SE jw AgI 
RAFA, EPIO CIERRE GSO, ADF OMERER, 后 = 0， 当 ju 为 第 
TURO EME SRI UE ONES, HAYO Kb RULES E AR, EAD 
7 PCS) FEI Abl SE REAL p RE EP CO MGE RC > 1. HEN, Yas) dejo. TAA LOS. 
REK, (jo) Ed AE, XUZDXORTESENEHMOEKOSbURMISOSS, AEE 

det a.) = ae [ 200 9s ES Gi 
Q-, Cu d 

sue ell, WAC (AC, FE O90) AI (O90 式 中 害 义 过 。 应 该 理解 的 是 如 果 s; 不 是 
Zi(3)(i=1 或 4) 的 传输 零点 ， 刚 =0，Ci(4) TRE, Spec OOM, RIA Anaspis 
Pazi : 
情况 3 s=jo M Re, (5) Mz (s) RIVAL BAe, BE. 网 加 ,是 Fits) 的 如 
一 1 阶 零点 。 因 为 从 (28) 式 我 们 有 ; 


io) — Belo 1 _ 
Var TT TE = Zao) ro o 
i-i, 2, je, XE ALGO - n, (GO B — SERE ZR. Ak, Jos By GO RIA REOR, BECHER 


约 东 式 (19d)。 
如 果 Y(s) 不 措 为 一 个 寿 异 抢 蜂 ， 则 闻 的 阻抗 矩阵 Z(3) 可 由 下 列 关 系 式 用 Yo(3) 和 ZG) 来 


表示 : 

Zils) = Yr!) - 205) (36) 
Bk, EG)» 是 一 个 正 实 函数 ， 且 在 io MA-THAEAE AHMAR. 这 就 要 
RY) PERM, BERNERA, RA RN SORE: 


es 1 CIV} -@, en 
KY (on) ^ Same oF [ 5. cave 7 
UAB: 21093 = 0, RSH: 
Q-,2Q.-0 (38) 
Z5) 60 8 HOD EK Go LE GUE ER HERR 
detK(fa,) = det(K2(9,)  diag[a-,,, 2.2920 (39) 


因为 
C,0V)C,CV) - 0170, (40) 


SF DUET LAR TG MLE EOOD NICER EE 
r G-r 


det 
L @ Hea] 


1 


-¢,0¥) Q 了 
20 aD 


BURA FMR, s = joo 是 z;fs) 的 第 IY 类 传输 零点 : 它 或 是 zs) 的 一 个 第 了 类 或 第 II 


360。 


类 传输 鹤 点 (或 不 是 )。 因 此 ， 训 "是 PFC) 的 一 个 5 一 1 防 零 点 5 在 第 和 类 传输 零点 jn, 时 ， 它 
BEF, (See +1 阶 (8, 雪 0) 零点 和 0 阶 (5,5 0) 零点 ;在 第 IT 类 传输 零点 ia 时， 它 是 FPCs) 
AREA. RESER 2 和 SMASH, RITA Aiea = 1)。 和 (19bj 或 
《149c) 的 约束 和 i=3)。 从 (36} 式 ， 对 于 YF71(5)， 丰 jo 外 为 一 个 带 非 负 定 矩阵 的 单 阶 极点 ， 基 


Bh, BRE [Ys us UL | coz 
Mn an 
dejo, BY! GORS BU RDECE BER T Oo 02859. 
CQ) 0 
"ig mol e 2 
Kio.) = Civic wo: | c Ji (43) 


Jiu = Wal, GEE futblite CORE, Z CON AEE 


KGo, = KiCGo,)—diag;a-,,, 0] (44) 

EWEN RRB 
COD " 
TO 0.06-9n Se a 


学 情 况 ?， := joy Khe, (SM RIVB EME MEER MO HE OESTE 
{或 者 不 是 )， 那么 我 们 只 要 把 下 标 1 和 AAR, ERAS TRR 1 相同 的 结论 。 
YAS PERRI, REMEY.CONGEXCP, BME, 13 元 素 上 加 一 
FAKES, ALTA. BR, BOER RMA. oF 
实 上 ,上 述 所 导出 的 必要 条 件 再 通过 定 班 1 RST. eke Chien, 7 ] 首 先 
给 
给 出 。 
定理 3。 给 定 两 个 非 Foster 型 、 正 实 险 抗 21《5) 和 zsts) 以 及 对 于 所有 的 9， 其 界 在 0 与 1 
之 闻 变 化 的 有 理 传输 功率 增益 特性 GC@?)， 由 =z.(s)、z。《s) 和 Ga:) 所 构成 的 C27) 式 的 有 理 
EESO EH EATR Ee OME OAS RR, 其 充 要 条 件 是 满足 下 
列 各 个 约束 :" 
(1} SCORE PERDE, 
(2) TOF E[f 1539 SEA E E T RED Ao 
(3) 21 (RID COE RCEEORS 2 CLOS 
{4) 在 每 一 个 jo 辖 上 的 时 一 北 零点 3， = joo Mb, 
(a) dElzGe)o|ce Mlz Goi, RE 
C,G)€,02- 92, Bt 
dbAbw, v=, HI 
(by Riz Gees Miei = co, WU 
Gn) 


Q-,-Q,-0 
[1-2-,,C.(0V)]71- 2.,, C, CV] ~ a. ,,0-,,01 250 (48) 


(c) WR z (a, )| = cof '2, Gia, i<oo, MO-, = OUR 
C, = 


g Zm 


(45) 


(49) 


其 中 


* EK DB], COOKS, us I, HAN, AFAL Ans Fac p= 
3617 


u=0, ID 
(4) WR 12, Go, | Cool z,O0,2| oo, WO- e ODER 
ae ES!) 
C,GOC,UV) - OF 
其 中 w= II 
因此 ， 给 定 两 个 无 源 终 端 盟 抗 z; (5) 和 z*(s) DUCHUATUMEROUMISCQST), XX (21) 一 
(26) 式 我 们 能 构成 最 一 般 导 的 (27) 式 的 对 称 西 定 螺 SCs)。 则 一 个 无 损耗 的 互 易 双 口 网 阁 , 当 其 
工作 在 具有 内 但 抗 ?,(s) 的 信号 沽 中 六 与 负载 阻抗 z:(s) 之 问 时 , 欲 实 现 传 答 功 率 特性 G 
它 存 在 的 充 要 条 件 是 满足 定理 3 1-2 在 应 用 北条 件 设 许 均衡 器 的 困难 之 一 是 在 于 
一 一 对 于 给 定 的 zfs) 、zs0s) 和 Goz)， 还 只 能 指出 无 扣 耗 均衡 器 的 存在 与 否 。 为 了 实 
讽 图 1 的 瑟瑟 网 络 对 ， 部 果 ZL3) 存 在 的 话 ,我 们 首先 利 必 下 列 关系 计算 用 (27) 式 的 复数 归 一 化 
TUS S MES or I EZ COT 4 J; 
Z(5) s [2( 7 5) +2(sIh-!(s)BCsybl ~ s)][U- h-^()8)hC-3)]7. (1) 
Ra, RIRIECE CORRUIT. WAC Eg A Zs MIN, WRZ) 不 存在 ， 
RMDM A FIDEI BERN, KEAREN. 4 3 给 出 ， 
' Y,G)- phe! co)EhGOh- = s) - SG)dR GO (52) 


(50) 


NOS Um. 

3 BY REER TIUS — [os Ma s QURE) HO OE SR PES GS YE BC PE 
AGE BL DLA PF ES (0. SCOR PARIS, HSOOER EI 

S.) = ([z( 7 8) - U]h-1( ~ s) - [z£53 = U]h7 '(8)8(s)} 
"(Ez ~s) + Uh 5) + (5) - Uh 1(5)808)]7! (53) 

Be, xe ur RET RR EE 来 进行 实 班 。 

另 一 种 方法 ， 我 们 可 仅 用 策动 点 阻抗 综合 来 实现 。 此 种 方法 如 下 地 进行 ， 我 们 首先 把 归 
ikae C ag i E esc» $e AR DET ALAE NE E PUR FEDT RON SEES, G0. 


xo 5e] (54) 


EWM OARE, RIE E Rs 


19 q 
Bol - (55) 


MEAS KMISI, SHAS ERA: 
S(s) 2 hz (= sM[zC-3)- z; ~ 5)]h-!(— 5) - [22> 
Trj -s)]hci0OSC0)i {let s) + z.GO;gho!(— 5) 
tiz()-z(G) h-66580)-7'h,G) (56) 


$,,,G) ju) 
S23) S240) 


SEMA GRE 2 ORME PEAT, MNR Ah AARRE RRL BL Je 
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s,ci-[ (52) 


Z,G)-z) (58) 


3E — BLZ TARA SIS TS SAU. ERR LET A 
JüDarlngtongHiE[137, 实现 为 一 个 终 器 接 A BE S Ey E AER. 
Pis MJA 1 欧姆 电 胃 器 看 进去 的 输入 中 抗 就 是 等 子 当 输 出 终端 接 zs fs) 时、 从 N 的 输入 端口 看 
进去 的 策动 点 Z, (5)( 旬 图 1)， 因 比 ， 和 用 移 去 1 欧姆 的 电眼 器 ， 我 们 便 得 到 了 一 个 所 要 求 的 
Fd FA ee, 

为 了 避 香 转换 敢 射 矩 竹 的 困难 ，、 下 杞 我 们 慨 信 路 一 种 方法 ， 它 再 次 地 仅仅 涉及 到 一 个 正 
实 阻 抗 实现 为 一 个 终端 接 : 欧姆 的 电阻 器 芍 无 台 耗 双 口 网 络 的 输入 阻抗 问题 ， 但 让 ， 在 实 
ZA, RATS eR ER DU EH GS. 

5. 相 容 性 定理 

SREL $2,082 (ORBPERME. RZ (5) 可 以 实现 为 一 个 终端 接 2, 人 3) 
的 无 损耗 双 口 网 络 的 策动 点 阻抗 时 ， 风 称 Z: , (5) 和 z,(5) 是 胃 容 的 ， 其 充 概 条 件 首先 由 Woh- 
lers[11] 给 出 ， 且 总 结 如 下 ， 

定理 4. 两 个 非 Foster Mik KM HZ (9) Mz, (AM ARBRE, 


Q2 def er 5) = Eve (sy = 0800070 anit se is p, ca) UR, CO HE 


处 或 ss =j, 外 解析， 以 及 zs(5) 和 Zi(s) “者 均 在 ja 处 为 奇异 函数 ， 则 so 作为 Run 
Dl gy p BE Demy, Cn. Mie GO BRIA, 


=O SRR, BZ ORAA, Js EAR, OARA DRE b Em = 285. (0) 
ER, SOM, SERR: (DA GO BITRATE IER BY 和 必须 是 偶 整 数 。 
(2) Ate — EASGEPHESCO. BU 
C =Z, ni M, 2 z 
TG LESS- UAM PE w] (59) 
在 开 右 半 复 类 平面 内 和 解析， 此 处 7; GO =h, (sha OAR GO) = My, (9M. (C73), BG), 
Agics), MiG HMI) EARLS REAR, (0) He, (ES, = 各 ,处 解 
Bi, Hun RS R—-TPA AER SR EN, BOO) He. (907E so = Jo, MBH, HM 
limitz,(5)y; ,,(3) (60) 


Evz, ts) -utn 


Vin(50- 


必须 是 小 于 或 等 于 1 INSEE 

这 一 定理 可 从 定理 1 利用 令 2,{s) = 1 而 导出 ， 然 后 构成 与 无 损耗 网 络 特 姓 相 一 致 的 最 一 
RLM, (He, REAT, FEI, 

现在 我 们 来 叙述 ， 定 理 4 的 条 件 完 全 等 价 于 当 z.(s)= 1 时 ， fixe 加 在 系数 上 的 约 
We 

定理 5 。 令 Z,:(s) 和 zs(s) 是 一 个 预 给 的 、 有 理 的 、 非 Foster 型 正 实 函数 。 则 Z11(s) 和 
zxts) 症 相 容 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 实 正 刚 多 通 画 数 go(s)， 使 得 由 下 式 所 定义 的 画 数 


QlzZut-3. Mi) pig: 
$i = IUS rog POPE) (61) 
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JE MBUIERACIRQOSORE REUS EEUU, WES 2 时 ， 在 每 一 个 甸 阶 传输 零点 s 
BETAS. RE. hah 


6,08) = X6. Go 8, ,)* (62) 


BUR: (8) = EyZ, G2M;,GM,, (79, M (OMM (5 是 在 开 右 学 复 频 平面 内 解析 , E 
如 (5)、(6) 和 ( ORPA, ARA, B) HMF OEE OEE. 

这 个 定理 的 证 明 连 同 其 它 有 关 的 著作 可 在 Satyanarayana 和 Chen 的 论文 [123 中 找到 。 此 
处 ， 该 结对 的 意 文 在 于 相 容 珀 阳 抗 的 求解 问题 可 用 更 熟悉 的 宽带 匹配 条 件 〈 在 一 个 无 流 负 载 
和 一 个 电阻 性 信号 源 之 间 达 到 一 个 预 给 的 功率 增益 特 竹 ) 求 叙 述 。 因 此 ， 一 个 给 定 负载 对 于 
均衡 器 末端 阻抗 所 施加 的 约束 ， 完 全 等 价 二 给 两 个 给 定 限 抗 所 施加 的 相 容 性 条 人 忻 ， 此 时 ， 输 
出 端口 的 高 界 实 反 射 系数 假设 由 给 定 的 阻抗 而 县 有 茶 种 规定 的 形式 。 现 在 这 一 结果 可 用 来 求 
HE RAR ABAD PSR ILE Ree, 

6, 宽 带 匹配 

利用 前 面 所 得 的 铺 论 ， 现 在 我 们 可 以 叙述 一 般 匹 宣 问 题 的 求解 问题 [18]。 
给 定 两 个 非 Foster 正 实 函 数 z1(S3) 和 z:(3) 以 及 预 给 传 办 功率 增益 特性 G(o*) ,计算 4:(3)， 
FiGHg ` 


mi) = hiks) p(s) (63) 
其 中 ets) 是 1~G( se, Du OFME RIS. Bk, MEE, d 
x 
Fits) 


2118) > HOETA 


= 2,(5) (64) 


是 正 实 函数 的 充 要 条 侍 是 pfs) 是 一 个 满足 系数 约束 519) 式 人 = DHA RR EM. 

在 选 好 了 (63) 式 中 1405) 使 Z4(05) 为 正 实 函数 后 ， 现 在 我 们 要 求 Z43) 和 2, 00 是 相 容 
的 。 根 据 定理 5，Z,:(3} 和 zs(5) 是 相 容 的 充 要 条件 症 存 在 一 个 实 正则 全 通 函 数 9o(??， 使 其 
满足 该 定理 的 各 个 条 任 。 但 是 这 仅仅 建立 了 当 一 个 具有 内 蛆 抗 zi(s) PARMA. OSM 
更 传输 功率 增益 特攻 Gdo? I Jo BUG EH A BL £8 A Te Ze M ie 

7 SBA BR, TRAE 2 (61) ARTEL 有 界 实 反射 系数 
b (DEAA A R E PSB FD AR, BE 

2o(8)—2,(~ 8) 


z 
Bs) = ALGO Br 42,00) (B5) 


BPZ (DARAANAN SARRI KKR EH, A d iE zt S PO 
便 得 到 
FjG) 

EWORFSG! 
困 为 6:(3) 是 一 个 有 界 实 函 数 ， 且 满足 基本 约束 (19; 式 (在 i= 2 时 ， 用 %。.* 代 蔡 pss*)， 从 定理 2 
知 ,Z2043) 保 证 是 一 个 正 实 阔 数 。 正 如 Satyanazayana 和 Chen[L 2- 所 指出 ,该 阻抗 函数 Z，6。(3) 
可 久 增 广 ， 若 有 必要 的 话 。 可 用 相 河 的 因子 滋 上 分 子 和 分 母 多 项 式 ， 使 得 所 得 的 阻抗 可 实现 
为 一 个 终端 接 1 欧 好 电阻 器 的 无 损耗 互 易 双 口 网 络 的 策 劲 点 阻抗 。 移 去 这 个 1 欧姆 的 电阻， 
重 得 到 一 个 所 要 求 的 好 口 匹 配 网 纤 。 这 利 增 广 的 方法 由 Ho 和 Balabanian[143 给 出 。 xit — P6 fo 
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Zo EMO (66) 


RUS, SCTE TAA (OMS ATR), 会 得 到 预 给 
的 传输 功率 增益 特性 Gre?)。 


E $ 
HRC, RATE T REM EERLIO HA M, AAN ep RARA E 
PASKAI — eh R SE A I — Pe Bh ot BP Rr rp in 
界 点 。 我 们 证 明了 归 一 化 矩阵 的 记 征 问题 ， 相 容 性 阻抗 以 及 在 一 个 任意 负载 和 一 个 带 有 任 党 
内 阻抗 衣 匹 配 以 得 到 预 给 的 传输 功率 增益 的 问题 ， 都 可 较 方便 地 用 基本 系数 约 旧 来 做 述 。 这 
些 系 数 是 从 归 一 化 阻抗 在 其 归 一 化 零点 处 的 罗 朋 级 数 展 开 式 而 得 到 。 六 此， 这 三 个 问题 ， 概 
TAREE HST DUE T 
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二 十 八 、 宽 带 匹 配 理论 和 相 容 性 
阻抗 的 问题 


Er] 要 

本 文 指出 ， 在 一 个 无 源 负载 和 电阻 性 信 叶 源 之 问 欲 达 到 预 给 的 传输 功率 增益 特性 而 进行 
宽带 匹配 的 Youla 理 论 完全 等 价 于 Woblers 的 相 容 性 阻抗 亲 题 的 求解 , “CP Z6 UREHU 8 
合 网 络 ， 把 一 个 给 定 的 无 源 阻 抗 转 换 为 另 一 个 特殊 的 限 抗 。 

Lae 

在 设计 一 个 最 佳 的 无 损耗 的 均衡 器 使 负载 由 一 个 电容 器 和 一 个 电阻 器 的 并 联 组 合 而 构 
成 ) 和 一 个 电阻 性 信号 源 相 匹配 的 问题 中 ，Bode[1) 首 先进 行 过 研究 。Fano[22] 推 广 了 Bode 的 
工作 ， 且 十 分 一 般 地 解决 了 在 一 个 任意 无 源 负载 和 一 个 电阻 性 信号 源 之 同 的 匹配 问题 。 但 是 
Fans 的 方法 有 两 个 主要 的 缺点 ，(1) 在 用 Darlington 等 效 网 络 代替 负载 阻抗 时， 把 其 某 些 性 
质 转化 为 相应 的 Darlington 等 效 网 络 的 结构 时 ， 使 其 变 得 很 复杂 ; (2) 这 种 方法 不 能 推广 到 
有 源 均 衡器 的 设计 中 。 为 了 避 开 这 些 困难 ,Youla(31 基 于 复数 归 一 化 原理 导出 了 一 种 新 理论 。 
不 用 说 ，Fane 和 Youla 的 方法 已 由 许多 研究 者 [4 进行 了 推广 积 作 过 精 絮 的 前 述 。 两 个 阻抗 , 
著 其 -- 个 盟 抗 可 以 实现 为 一 个 终端 接 另 一 个 阻 蔽 的 无 损耗 双 口 网 络 的 输入 阻抗 时 ， 则 称 其 是 
相 容 的 。 相 容 性 阻抗 的 问题 由 Schoefiler[5]， Wohlers (6) 以 及 Ho 和 Batabanianf7] 研究 
过 。Scheeffler 和 Wohlers 研究 过 两 个 无 源 阻抗 之 阅 的 相 容 性 问题 ， 而 Ho 和 Balabanian 把 他 
们 的 结果 推广 到 阻抗 可 以 是 无 源 或 有 源 的 情况 。 

本 文 的 目的 是 建立 由 Wohler 所 列 出 的 表征 两 个 无 源 阻 抗 要 容 性 的 充 要 条 件 等 价 于 Youia 
(3) 给 出 的 宽带 匹配 条 件 。 这 一 结果 应 用 到 一 个 任意 无 源 负 载 姐 抗 和 一 个 闫 变 信 号 源 阻 抗 之 
间 药 一 般 匹 配 问题 的 求解 上 ， 它 将 是 一 个 可 进一步 探讨 的 河 题 。 

2. 初 步 研 究 

研究 图 1 所 示 的 双 口 网 络 。 令 


Bey = [Fa Sao ] a 
B21(s) SO 


是 归 一 化 到 下 列 基 准 阻抗 矩 阵 的 散射 矩阵 。 


x)= [4 ? D 
0 n) 


Ep2 (90M2 CORE II USERBUJGUR, Foster ATE, SRA SR, 
Ti) = Een) = LEG) + Gic] oiu ~ 8) a» 
t=1.2, Hp BL SCA) RE GO AIR -DERAPE FRAR, H 
366 ， 


we 


»e-[^9? 9] a 
0 h.G) 


TR DUEB, Pai) /h C 9 PRIM JOIRCELIST. zi 0 的 所 有 开 左 半 复 


«E 无 损耗 


; co | em | 一 | De® 
“Q , N . 


ZG) Zaghsd 


图 1 研究 任意 信号 源 和 负载 之 间 的 宽带 匹配 问题 的 示意 图 


频 平面 的 极点 。 因 此 ， 它 可 以 写成 两 个 实 正则 全 通 函 数 的 乘积 , 一 个 是 由 zi( ~ 58) 的 开 右 半 复 
频 平 面 的 极点 a4(j = 1, 2, «s, VREA), 


sS- : 

aos IT, i21, 2 @) 
3H Br (OO BYE BOP IS AN eX SEN eB CO, BU 

hy(s)/h.( -—s) = Ai(s) BCs) (6) 
WRB MF ~ AE See (S) RH, homa ~ 5) 在 实 频 轴 上 解析 , 及 从 (3) 和 (6) 式 得 ， 

2h (8) = 2r, ()A;G) BL G9) = Fis) B: (s) (7) 
其 中 

F,(s) =2r;(s)Ai(s), i=1, 2 a» 
STAR, J8— fL Ec RBS, OM AACA 

Bis) = Bi(s)pi(s), t= 1, 2 (9) 
其 中 


- au) G8) 
BG) AKTE a» 


Z.,GYRIZ, 03) 是 当 输入 和 输出 端口 分 别 接 以 z:(5) 和 z: (3 时 ， 从 输出 端 和 输入 端 看 进去 的 
策动 点 阻抗 。 因 为 该 双 凯 网络 是 无 损耗 的 ， 所 以 传输 功率 增益 G(@") 通过 下 列 关系 用 pi(jm) 


来 表示 
Gio") =1- 18,,00)]* 2 1- |8,, G0) |* 2 1— jai(io)|*, i=1, 2 
D 


因此 ， 为 了 研究 这 一 类 与 预 给 负载 阻抗 2.(s) 相 容 的 传输 功率 增益 特性 , 只 要 研究 有 界 实 反射 


系数 pi(s) 就 是 够 了 。 有 时， 为 了 剩 用 由 于 引入 因子 B;(s) 面 带 来 的 附加 自由 度 的 优点 ， 我 们 
将 发 现 ， 采 用 i(5) = B,(s)pi(s) 是 必要 的 。 

3.Youla 的 系数 约束 

对 于 一 个 给 定 阻抗 21(s)， 阔 数 r,(s)/zi(s) TUR; 重 闭 右 半 复 闫 平面 的 零点 so 称 为 21(5) 的 
一 个 “i 阶 传 输 零点 ”。 为 方便 起 见 ， 传 输 零点 可 分 为 下 列 4 种 互 不 相 容 的 情况 。 
Erda tjO CRAPO 60; 和 zi(s61)， 因 此 so; 属 于 下 列 4 类 情况 之 一 ， 

d) 第 I 类 ，00:>>0， 它 包含 了 所 有 开 右 半 复 频 平 面 的 传输 零点 ， 

di) UB, o= 0H: i055) = 0 

1367 - 


i ASIDE. oowi= 0 且 0< zo. «on, 
Gv) IVA. oy, - DB Lco 1 < 00, 


RFO HY Vou la fH) HBL ERE DUI T 814 I dolens CO BE EE Re EP EL LTE 
FRITH E ET 
As) = S AaG- s, GD 
Fs) = Sassy, a3) 
pi- Sos- CH 
对 于 pi(s) 的 基本 约束 ， 


对 于 2f(3) WAQRERISU A G1, m, ERRAT WARD, BAR FINAR H 

Bz: 
(i) R Asp, m-0, 1, 2, + 
(i) BOR, As-Dag, £20, 1, 2, - 

BE (An Pe D Fa vei Z0 (255) 
(ii) BURR, Au-£4, 2-0, 1, 2, o. h-2, 

BR (Aon Posi 
(iv) IVI. As-pu, 50, 1) 2, 5 5-1, 

DUE Fa na (An Oe SO. eS Ele ARAM (154) 
XS XUICES HERO EE HE Ao Br Youla AF By ae 0873322 BE 


(isa) 


(150) 


定理 1。 4n) T BU dpFoster g X ERR oO ERU HE ESSI RAR 
数 。 于 由 下 式 所 定义 的 函数 : 
Zaai zs), bd, ae 


Ai: - pels) 
Fy TE RAY TEE RFE ‘3) 为 一 个 满足 基本 系 改 约 素 [152 BUR RUBER, HPA) 
和 F;(5) 如 (65) 和 (8) 式 给 出 ， 且 是 和 有 2.05) 局 确定 的 。 

本 定理 的 意义 在 于 它 给 出 了 在 一 个 无 源 久 歼 和 一 个 电阻 性 信号 源 之 间 ， 徐 具有 预 给 的 传 
输 功 率 墙 益 时 ， 匹 配 网 络 存在 的 条 件 。 正 如 我 们 从 (10) 式 所 见 ，(16) 式 的 Za:(5) 是 所 兢 求 的 
均衡 器 的 末 问 阻抗。 如果 :(3; 是 一 个 正 实 琴 数 ， 则 它 可 实现 为 终端 接 一 个 给 定 电阻 器 zi (s) 
= ru Fea ERS E P A A A H Hio 

4. WohlerBb fd SERB 

FAAL $Z OM (DRAEK. WEZ, OTURA Peete Bez, (0 
(APE A, WZ. (se, (SAA. Z OMO E Be 
BS Wohlee(o ihh, HEMT. 

定 再 2。 两 个 非 Foster 型 正 实 限 抗 Z,:(2 和 zs(5) 是 相 容 的 充 要 条 件 是 ， 


《1) 在 ra(s) = Boz, (8) = ine +zi( 一 号] 的 每 一 个 m 阶 零点 so 处 : 


CD 如 果 za COTES AER, se FER, Gy = Ev. (9 = HLZ 9 +Z C 2] 的 一 
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f 


BR NH TE AE de 

GHD MER Se, fX 

(2) EPR ENA 

<s) LAE 

Brel) = uil Diu ws? ] 

an 

在 开 右 半 揽 频 平面 内 解析 ， 共 中 rs(3) =% GP Ma Ma Ka, 

kS0-8. My, (OMME (ote EES 

CD Hie. Cs) ESSA ES =f 
POA TAG, Be 

Gi) HRZ (HES = jobit Pe, Vl 


isha (=s 
SPRIPIE 
Ab eH, VU. 宇多 在 so 处 是 一 个 具有 正 实 贸 数 


limitz, (5999 4032 a8) 
必须 是 小 于 或 等 于 1 的 实数 。 
5. 条 件 的 等 价 性 
在 本 节 中 ， 我 们 来 证 外 定 理 2 的 条 件 完全 等 从 于 当 =, 人 s) 为 1 时 负载 阻抗 zs 所 加 的 系数 
HE. 
为 实现 这 一 点 ， 我 们 参看 图 1, 且 令 
scs [50 Su] as) 
Ss:(3) 84,00 > 
是 N 的 妇 一 i 


Qo 


"HEBR SUB AO — eo A Bz (YE. BEA LOY R E 
Wohlert ih, RBA S 
IN SZCBUSEHERIT EG 


TET {21) 
FAMOLEICHLIS (23) 
82,08) = i-ZaC-3 Q Mil) pz egy (23) 


14+Z, 168) M1(~3) 


其 中 Ri(5) = Bod, Gs) «M. (9M, C, My (OMMI) Pe BP AS AT 
ENOR- T SIE AGB AL 
ARAM RAMAN, 4 
xc) = [ros nem] (24) 
Haal) Mau 
RNASSAUEP, FMR WHS LTH 


GRRE AI Fa 
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4 
! 


ye 


ENT 


E ARRAN TRA RRAN RRIA FL HR 


E 1 
bid =o Tp (25) 
By 208) =Y; s) (26) 
(27) 
其 中 hs (s)h,(— 5) =r, (8) = Buz, OTEO E EE, 
参看 图 2， 研 究 在 输出 端的 广 界 实 反 射 系数 
er (28) 


Z, 
bi) =A, (s) Hn L 
: CUT ERU FES 


HPZ (OERA REUL SRT, 从 输 记 端 看 进去 的 策动 点 阻抗 ， 太 (5) 在 (5) 
式 中 定义 过 。 从 (6) 式 我 们 有 


LlB.) (29) 


IENgWohlerst6) 572318, 29 tiv, .. OEE APM BP PB, DRS GO PE 
RAR BARRA AER: 


igo Nim CH ases 
ge RICO er (30) 


Rie, (- os Tr ORANA EE POMS, Nii CT 9S TR) MAI 
SESRTRMSA, UNG OHA KORRES RR, CEE AMT. OS 
开 右 半 复 频 平面 内 的 零点 处 。 

RE, SARKANA OHRADA E h FRA: 
G1 


Fob, iODXQERESUEQOO = 20.00.02, HARG (MADA ORRY) 可 


UHRA. 
YaaxtS) = CAS) ~ Da (5)2/F (8) (2) 
KRMH EH: 
ZG =1/Yp a(S) ~ 2,02 (33) 
BEL. OE HAW, 3p Foster MER BR, 4.00 24 a usa Hu AL, 
HFEA (spies HEE AS Pe (8) FES) Ah AT A F RR RA 
$1 (8) = Db, (8~ S02)" GD 


ae 
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定义 函数 
Uis) = [A, Cs) — $, 1s)]/F,sy (35) 
UP RMA, (DME, (OADOUR Ah, are, GO BTE Ws, EE s AERE 
展开 式 在 (12) 和 和 (13) 式 中 给 出 。 
着 9:(3) 取 决 于 se* 的 类 别 ， 并 是 一 个 洲 足 下 列 系数 约束 的 有 界 实 反射 系数 ， 
(i) PR, Awad... 70,1,8, 8-1 (36a) 
i) FRE, Aoa, 7-0,1,2,- kl, 


WR (Age — Ona) Fo m0 (36b) 
Gib PHR, Al, = Gry 250,1,2, 5,52, 
50 BEC as Bats ave Pan 0 (362) 
Gv) IVA. ASe, o0 5,2 6, n1, 
以 及 Fearna [Aas On) [2T (36d) 
W za (SPEAR INS Ab B P Be 
Ty. CO ERB 


本 引 理 直接 从 定理 1 和 关系 式 (33) 得 到 。 
定理 3. 42.62 +H, (3g. dp Foster EE SRM, (OERE S 的 实 
BMG. MN PARR AH EREE 
Maui = LÁ C) — $a (597 /F (5) (37) 
是 由 zsfs) 所 唯一 确定 的 ， 其 中 4:(s) 和 F:5s) 已 由 (5 和 (8) 式 给 出 ， 且 满足 下 列 条 什 ， 
CD Viu SER AER BOE A REST 
(2) rals) = Eoza(i) 在 实 频 轴 上 的 每 一 个 & 阶 零点 5 = 和, 处 
(i) WF, (3) FES, = jo. KPFT, Wy. :sfs) 在 So 处 至 多 有 一 售 单 阶 极点 ， 且 具有 正 
实 的 贸 数 ， 或 
Gi) Wz, (8) fis, = fo, Shs AR, Hu 
limit 2, (8982.08) (38) 


必须 是 一 个 小 于 或 等 寺 1 的 实数 ， 其 充 要 条 件 是 $6.(s) 是 一 个 在 z,(5) 的 每 一 个 总, 阶 传 输 零 点 
se: 外 满足 系数 约束 (36) 式 的 有 界 实 反射 系数 。 

HEH, RHE, 455.200, + 各 :于 zs(3) 的 一 个 &a 阶 传输 零点 ， 取 决 于 5。: 的 类 别 ， 我 
们 研究 下 列 4 类 情况 ， 

(D) JEDE. 在 r:(s) 的 每 一 个 4 阶 开 右 半 揽 频 平面 零点 ?处 ,6 也 是 2a(3) 的 & WHE C 
因此 ， 不 失 一 般 性 地 ， 我 们 可 写成 so = us ksk WE GD OY SEER BEF 
RAM, Er (5) 的 开 右 学 揽 频 平 下 的 零点 ，Ax(s) -9:() 必须 至 少 有 同 阶 的 字 点 。 但 是 
Fa《3) 的 开 右 半 复 频 平 下 的 零点 包含 了 za(5) 的 第 ! 类 的 传 笨 零 点 。 从 《37) 式 在 每 一 个 ?us 处 我 
AVE 


Ay, 70. —0,1,2, 8; l, (39) 
于 是 建立 了 (36a) 式 。 

i) 第 了 类 ， 在 每 一 个 zx(3) 的 A 防 的 传输 零点 se: = 加 处，so: 世 是 一 个 raC3) 和 Fa(3) 
Wh, REA. A, RMT WS Rs = so 和 & = Ra tle MERC, VO BYTE Soe 
多 看 一 个 留 数 为 正 实数 的 单 阶 颖 点 。 由 (37) 式 得 到 so* 至 少 是 ALLS) ~ e. GO B m PALMS A 

Bu 


Bk, RIE 

Aaa =$.,, 250,11,20, 5, 1, (402) 
Bb 2065) TERES oa m Isi b HY CAT RAB 

Iimit(s- 552) 9,4 (2 = (Age Pra ME, Z0 (400) 


FOP one. x0, 因为 ss EEO MAk EA. MADY, tE Sa: AAT, 
COP RER. KREET ABRAR seb) Ry 

Gib BERS, fei ees O WR, 阶 传输 零点 sus okb, se E p rLGO 和 
PORRE A. BID, RATER Ms = sve ,根据 CDR, S BREDE A) 
$, GR, R AG, 


Anc4u, 2-0,1,2, 5, 8-2 (41a) 
Bus GWEs, = 各。: 处 所 算得 的 贸 数 为 
limits ~ So z Yi 4,0) = LAci ciis 7 Senn sl/ P250 (410) 


JURE, 0,182950 JE — EF, (Sie, ERs YAY. GOES, ARTI, ERICA) 
SPER, ARER AA E 60 ABB RJ 

Gv) IVER. dez, GO EL ABT 26s Up PERI UN, Sa: =) 02 dhs Sorte rn (SA 
F.(5) 的 BR AWER, ARUN NE. 6s MRR, -1 EPS ub, AUTOR 
PP. BH. Ez. GOD — PP OARA, AAD) URS. WEY vols ITEM. RR 
Bis, BRAS) 一 加 (3) 的 一 个 zz WER. Bk, RATA: 

As = r-0,,2,9-,5,-1. 《42a) 

(38) 式 必须 是 一 个 小 于 或 等 于 1 的 实数 的 要 求 ,得 到 下 列 不 等 式 ， 


D Aam ben 8-500)" 


?Do3 bend 
limi Ti bag, e ts zi 42b) 
E 
So Sas v FaG-5,M 
a 
AERE iO, 因为 :是 Fecs) 交 一 个 Ra - 1 阶 零 点 ， 从 而 得 到 
airl Ags T PDF cual (420) 


这 就 建立 了 条 件 (364) 式 。 

充分 性 ， 根 据 引 理 1，y;ofs) 划 正 实 的 ， 旦 每 到 乱 件 (1) 和 (1)。 囊 实 上 ,第 ! 类 约 东 意味 
着 条 件 (1)， 第 [I 类 和 第 1 类 约束 得 到 条 件 (2i)。 在 下 面 ， 我 们 来 说 明 第 IV 类 约束 将 给 则 条 
fri. 

PERE — ez. GO MIVA, BEE sos = jos, 5o JXErLGORIFEGONI — A k 1 阶 
SEM, 8) GO IN RA, Hab, BAT AT Js = J, = 592 = jbs Mk= ks ~ 
LTE POE, AN (36d) SUP AUN ERRERA EDEA- 4, (8) 的 一 个 h+ 
1 = 和 as 阶 的 零点 。 因 此 ， 从 (37) 式 知 S* 是 ysa:(3) 的 一 个 至 少 为 1 阶 的 零点 。 我 们 有 


X (A) sss)" 
. limit 2, Gus) = limit( -S= tapp ten ntis 
Ut t ? D Falses)" 


oh 


372. 


Agar juan 


=a 


i 
Sc. =1 (43) 


正 是 (3Bd} 式 的 约束 所 要 求 的 。 定 理 汪 毕 。 

现在 我 们 来 说 明 ， 若 函数 (s) 很 设 有 (33) 和 (29) 式 的 形式 ， 则 负载 阻抗 zs(s) 对 ds(37 
的 影响 而 引起 的 Yonla 的 系 儿 将 完全 等 价 于 Wohler WATER 

XEM. (ES (OM 2.13) 是 一 个 预 铬 的 、 有 理 的 、 非 Poster MES MB, Z,,(s) 和 
2a( 人 是 相 谷 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 实 正 出 全 珊 轿 数 g (z?， 使 得 由 下 列 关系 式 所 定义 的 函数 


2lzZutc9 Mats " 
s) ) 
$.G) TEE, is) M, to sy P9800 (44) 


Teo, CORE HL MEHR SE Ros, THE AMMROORNARE RMR, HE 
Ry BZ = MGM CO 8, Ma ORMO EPR FERES BRE A, 
《5) ,B,《5) 和 Fs,(3) 正 邵 (5)、(6) 和 (8) 式 给 出 ， 是 由 2,(3) 所 叭 一 确定 的 。 同 时 ,有 4, (s) LPS CD 
380. (S)ZESo AMBRE A, BF OD OD (sa) Ra, 

HR DRE, EEZ Me ORAM, WE BIZ Eon S AR IRR 
No ROS SUNSCGOHAENGSIH (80 SAY SEED TE (SNE, SE 
BE eSI GO GE 1,2) I QOO (220 SCA H, EMSA LSE Rat N 的 无 
IHRE, TE, Be 24) TR rus) 在 开 右 半 复 频 平 而 内 解析 ，9* (8) 
儿 须 是 (30) 式 的 形式 。 因 为 全 通 丽 数 B,(s) 是 由 r,(5) MAKER NS REN, MGE 


ERRED, GORTE EA: 


8*(5) = B3¢s)03 (2) (45) 
把 (45) 式 代入 (23) 式 连同 (44) AER H: 
S,,G) = By (s)6,(5), ao 
或 大 (29) 式 可 得 : 
is) = Zyls) zk 7 
$a (3) 二 及 (5) BE aD 


此 处 ， 正 如 狗 2 所 示 ，Z:.fs) 表 未 N 的 末端 向 左 看 的 阻抗 。 从 (47) 式 我 们 得 到 (31) 和 (82) 式 或 
《17) 式 。 根 据 定 理 ?，2a :3) 满 足 定理 3 的 两 个 条 件 41) 和 (2)。 借 助 于 定理 3， RAT VATE 
:fs) 是 一 个 在 zs(3) 的 每 一 个 传输 零点 处 满 下 系数 约束 (36) 式 的 有 界 实 反 射 系数 ， 这 就 完成 


了 本 定理 前 必要 性 部 分 的 证 明 。 
FA: HAGA PERRO, BERT, WRC 式 。 我 们 来 证 明 


Z.1(3) 和 zs(5) 是 相 容 的 。 
研究 函数 


= Flsy ooo 
Eau gr ren (48) 
其 偶 部 可 求 得 为 
ry (S971 ~ be (85: (49) 


Ta GS Eel) = Fa US GLA S) 6: C] 
BEREZ o OREX, BD. Zo OO TLS ER, SEE NS BERA 
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FFE OVEN SHEN RNS. BIEI CaP), ALR PR Hg AF BE 
的 输入 阻抗 ZX (OT AEE IBZ GONG" TERZ G0. 

BT AT RM EN, CIS )3X S C, EH — ESI CHO SEL EE IRE ZS) 的 
EHER. Bit, RIH: 
bhiGM,Q Gens 
ERR HS (50) 
HS, G0 RES N FA EEES (0 = S, GORIS (3), LABRET RNS ERO 
PLN ARERR. TOMO DAEL 

S’(-s)S(s)=1,, (51) 
Sp—d3pXUBPEBPEOE, 1.22 AR, XEIDEEUIAQMBN, RBS 
2M (Sm (8) | 

Z.y(5)- 208 


S;Gi- 


S.\(s}=S2,(s) = GCS), (52) 


2s (-8) 2,08) | 
S(s) = Z (S) 42, (8) . 
(52) 
其 中 
Tg G) = EUZ, GG) = may (G)map(- 5), (54a) 
ra(8) = Evz, (5) = m,COm, ~ $) (54b) 


maals), m,G), mah (s) Aly (9) EFF AE BUPA A R OCS) — PSHE ERE. 
我 们 注意 到 ， 正 如 (3) APPA, r.GO WAT ASEM TG) =h), HRC) 和 
hiiC- s)fe3P TE RCBCE SI EMH. 

RET BO LEE SER CO DLE LR ARESE 的 条 件 。 
为 中 目的 ， 令 (24) 式 的 六 ,(s) 是 图 3 的 增 广 双 口 网 络 N。 SE, ESS) MR RH GO 


Yas) = liio? (- s) ~ Sess) (55) 
其 中 
(56) 
Es MAE ECRARER ROTA 
NEEE] 
Virats) = 401-51 1059], (57) 
- sa m.ymaG) a 58) 
DET OLET CR MOA CETACEI G» ( 
Basel 8) = 17-Zaso(S) +2afS) G9 


重 写 (54a)，(49) 式 的 个 部 2。 可 以 因 式 分 解 为 : 
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a Paban) 
Te Oe Er (60) 


SUED LL SOBEL PF Bi BET BE SCAM, 
L~ O, (8) 620 ~ 5) 2 by uuu C 8) (B1) 

EE ELM Hm, s (ORM OER TEATA PSOE BR SH Fez, (8) 的 第 [类 
FEM AS: Bh, Sara), P OORIPLGOBS E eh. LSB A Bee (36a) FOR sa, 
BP BAS) - 6:0 HP. MAS RR AT BZ, GG) +2465) 是 正 实 的 ， 且 在 
FRESH ARE AAR, Sou EAS GO b GO be OE. Bik, SEHE mo CO 
Fl (SEF AER BO VATES, Whi (SATE 1— d. 004.07 8) PRA 
RAR. 

我 们 进一步 研究 (58) 式 的 导 纳 参数 yo(5)， 为 策 ytae( 3 在 开 右 半 复 频 平面 内 解 白 .653) 
必须 至 少 包含 同 阶 的 2,!5) 的 第 I 类 传输 零点 。 因 为 2,(s) 的 第 /类 传输 零点 也 是 同 阶 的 rts) 在 
开 右 半 复 频 平 面 的 零点 ， 又 因为 了 ,<s) 鞍 由 rs(s) 的 开 右 半 复 频 平 面 的 零点 所 定义 ， 所 以 全 通 
函数 9(5) 可 写成 。 


Ə(s)} =B; (8) (62) 
从 (44) 式 我 们 得 到 
) ao Rt) -s) 
1-46.) tT Ze ZO BITTE ~ 3), 
(63) 
其 最 小 相位 因 式 分 解 可 求 得 为 
- 2M 1(s) 
Qs (Om TT (64) 
HUORRKAGI REM 4), (GOXEKGDGL—RE, BB. 
_ 2,09 ~1 mQG) B.O— 5) ap gy 
Su DTT ms AQ OC 5)8*G) (65) 
因为 
mS s AGBS, 68) 
B, (8) B,(—s) = 14$B4.(500,(— $2) — 1. PUES DE RE DL (62K, 2818 
ys Zul ge ` 
Su) = Zr ri C-2 (67) 


正如 Bo 和 Balabanian[7] 所 指出 ，Zsecs) 可 以 利用 把 一 个 相同 的 因 式 乘 上 分 子 和 分 母 多 项 式 
HES, ABB OR HAA RY RE, (OA S GH PRESB A, 
Z,,i)-1 


By (5) ESI R = UU (58) 


众所周知 ，24 (AMMAR, BAA BIT BLEU BARES AT, 
刚 归 一 化 到 1 欧姆 电阻 器 上 的 输入 反射 系数 为 ， 


2EZnG 一 1 69) 
ISOLE WES ¢ 


RBZ =Z GM SHIEH, 
N55 


ES 


fa 


ERLT, ACA TAS OM RET RUE C TEE RAP iE PEORES 
源 之 疝 欲 达到 一 个 预 给 的 传输 功率 特性 的 宽带 匹配 条 件 。 上 只 体 地 说 ， 我 们 已 经 证 明了 了 当 输 出 
端口 的 有 界 实 反射 系数 为 某 种 形式 的 给 定理 抗 专 示 时 ， 内 一 个 给 定 和 负载 对 于 到 衡器 未 端阳 抗 
所 施加 的 约束 完全 等 价 于 两 个 给 定 钼 扩 亢 施 走 的 凋 窑 性 条 件 。 

这 一 绪 果 竟 意义 在 于 它 可 应 用 到 在 一 个 任意 无 源 负 载 河 频 挛 信 叶 源 之 问 得 到 -- 角 匹配 问 
题 的 解答 。 它 将 是 另 一 篇 论文 的 是 月 。 


RR ox A 
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二 十 九 、 在 有 源 负 载 时 的 宽 带 匹 配 一 般 理 论 


LEE 

EXC IT Ee OR SA US GRO ARAR Ye LH Pe pro qc d 
EMMA, SADT RWG RHE, FELSEA. RHE 
意义 在 于 均衡 器 的 实现 仅仅 器 及 到 了 Darlington 理 论 中 的 策动 点 阻抗 的 综合 问题 。 

1.3/8 = 

RUE RR TP BUTTER fel EP SSA SB — 364 
耗 的 左 合 网 络 ， 使 得 在 感 兴趣 的 指定 抱 带 内 从 信号 访 到 负 费 所 传输 功率 为 最 火 。 我 们 把 这 种 
网 络 的 功能 称 为 蛆 抗 匹 到 或 阻抗 沟 衔 ， 由 此 而 得 的 网 络 称 为 匹配 网 络 或 均 贷 器 。 

Bodei 11 在 研究 一 类 很 有 用 的 但 仅 办 于 只 由 一 今 电阻 器 和 一 个 电容 器 并 联 组 人 台 而 构成 
前 看 合 网 络 时， 首先 地 提 迪 了 匹配 问题 。FanoL21 推 广 了 Bode 的 工作 ， 并 乍 赵 地 用 十 分 普遍 
的 方法 解决 了 在 电 姐 性 信号 源 和 任意 负载 之 加 的 阻抗 区 配 问题 。 然 而 ， 昌 然 Fane 的 方法 十 分 
精巧 ， 但 它 从 实际 和 理论 的 观点 来 看 ， 仍 然 存在 着 两 个 主要 缺点 ， 首 先 ， 利 用 Darlington 等 
效 网 络 而 将 负载 阻 5 SRC, SEER ead We f Darlington AC Mey, Am Sey 
HARARE. Hk, MAADarlingtonEA RENT AMG A, FM AG 
E 58 — RATS BIA IUE H. ARERR AD Fe EL TS E CIR IMP ATT p tlt 
SE MMMORAURGaAs FET- 联 氏 场 获 应 等》 的 日 益 增 多 , 这 些 情 况 就 使 我 们 不 得 不 加 以 
考虑 。 基 于 坑 射 矩阵 的 复数 归 一 化 原理 [3， 幻 ，Yoular 引 导出 了 -- 种 新 理论 , 从 而 完全 避 开 
了 Fano 的 论著 中 的 缺点 。 因 为 Youla 法 直接 涉及 到 负 哉 ， 所 以 应 用 起 来 相当 简单 。 事 实 上 ， 
他 的 不论 由 Chan 和 Kuh[6] 将 其 已 推广 至 右 源 负 载 的 情况 。 

丙种 匹配 理论 都 展示 了 许多 发 展 方向 。 因 为 一 个 信号 源 系 统 的 Fano 和 Yenia 等 效 网 络 是 
用 一 个 电 泪 器 来 表示 的 ， 族 对 复数 信号 源 系 统 序 加 的 限制 就 未 在 他 们 的 论著 中 玫 现 出 来 。 因 
此 ， 一 种 明显 的 推广 就 是 需要 研究 频 变 信号 源 阻 扰 前 情况 。 这 项 工作 ， 景 近 由 Chientlfü 
Satyanarayana[8] 所 完成 ， 亿 们 导出 了 用 已 短信 号 浙 和 负载 阻抗 以 及 内 要 求 的 传输 功率 特性 
FRH, DORAN OLA ICRP, Chien 的 条 件 在 结构 上 保证 了 散射 矩阵 的 物理 可 实现 
性 ， 从 而 保证 了 亡 要 求 匹配 网 络 的 存在 。 均 街 八 的 实际 实现 是 利用 散射 徐 阵 ， 且 应 用 别处 导 
出 的 标准 方法 来 进行 设计 。 另 一 方 而 ,Satyanarayana 的 结果 提供 构成 沟 衡器 的 直接 方法 。 特 
烈 是 ， 伍 说 明了 利用 适当 地 选取 某 些 正则 全 通 函 数 ， 沟 衡器 的 末 冉 阻抗 首先 实现 成 一 个 终端 
接 1 欧 握 电阻 器 的 无 损耗 双 口 网 络 的 簿 入 阻抗 。 然 后 ， 通 过 条 用 仿 号 源 阻 抗 来 代替 工 欧 坦 的 
HS, 于 是 人 们 便 在 信号 源 和 负载 之 河 得 到 了 所 要 求 的 匹配 网 络 。 

此 处 的 研究 是 上 述 工作 的 扩展 与 推广 。 其 主要 的 区 别 是 在 负载 上 ， 它 可 已 无 深 ( 或 有 源 ) 
且 可 互 易 。 本 文 的 目的 是 给 出 当 工 作 在 一 个 无 源 侨 迹 信 号 源 阻 抗 和 一 个 给 定 有 源 负载 时 ， 在 
整个 疡 湛 范 围 内 得 到 所 要 求 的 传输 功率 增益 特性 时 ， 雹 痪 侨 存在 的 充 要 条 件 。 
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2. 预 备 知识 
在 本 节 中 ， 我 们 回顾 和 总 结 一 下 与 本 文 讨论 有 关 的 基本 定义 和 定理 。 


29) et 


+ ELI 


vs | " 


z2(s) 


Za2 (5) 


Ph GG. 
Gl 


Zo (s) z22 (5) 
(8) 


. be} 
LIMEPLDCTI E ET CETERIS ES P EE 
参看 图 1 的 示意 图 。 任 意 而 已 知 的 信号 源 阻 拉 和 焦 载 胃 抗 历 zl(s? 和 zs(3) 来 表示 。 当 和 输 
入 端 连 接 z15s) 时 ， 从 输出 端 看 进去 的 阻抗 用 z，,05) 夫 示 , 22(3) 是 相对 >:(s) 的 以 电流 为 基 的 
反射 系数 。z,ots) 侠 当 输 出 端 连 接 1 LU MES ACIER E EE 
《8) 所 示 。$1(5) 是 在 输入 端 归 一 化 到 阻抗 z1(3) 的 远 射 系数 。 
AG) Gai, 2) 的 但 部 用 下 式 表示 ; 


NCS) = Bozi(3) = LL24) en Co) hyo n (D 
REB SCS (ER GRUT! C ORRE A AT. 我 们 可 看 出 hi(s)/hs ~s) 是 实 
正则 全 通 旺 数 ， 其 蛋 点 包括 了 Z,(s) 的 开 左 学 复 把 平面 的 所 有 极点 。 因 此 , 它 可 以 守成 两 个 甫 


数 之 乘积 ， 其 中 一 个 是 由 Zi( 一 5) 的 开 右 半 复 频 平 面 的 极点 97(j =1,2,…01) 所 定义 的 实 正则 
SSH, 


Avs) = E, isi 2 (2) 

ET i 

$ —t Rar GO 3 8 BOTE ATE LOREM BRK, M 
hsh s AGB, i=l, 2 (3) 


DJURESIXPE— JE SCR Ss COSME, hOM Co OERA LAT, MORDOR 
2378 = 


LES 


2hi(5) = 2r\(8)A,(s)B:(s) = Fi(5)B,(S) w 
其 中 

Fi) e265)A,00, i=l, 2 (5) 
在 我 们 的 场合 下 ， 定 义 

Rssls) = EvZy,(s) = luo £Z,,053)] = Mj,GOM ss) (6? 


MEAE RIRA MERE BEM, o (ORM OTETA E OPT P HE. 
XT—PHGEMENÜU GO, MAO GREAR PAATE 501 称 为 aD 
妈 阶 传输 零点 。 为 方便 起 见 ， 各 传输 零点 可 区 分 为 下 列 4 种 互 不 得 容 的 类 更 ， 
Sai =O; tOo: 
BIR: ost>0， 它 包含 了 所 有 开 右 灶 揽 频 平面 的 传输 零点 。 
BIR, Co 20D Rio, =0 
第 II 类: of; = ORMO Le G9. [ «00 
第 IY 类 ， 99: ORI 2; Goa) 2 co 
斌 究 图 1(a) 中 的 双 口 网 络 N， 令 Sii(3) (i，j=1，2) 是 其 归 一 化 到 21(s) 和 2。(s) 的 复数 
归 一 化 散射 参数 。 下 此 我 他 有 [9- 
Suls) =Bis)oj(s), i=1, 2 £7) 
其 中 


Zuis)b- A 1B) 


Pils) m ALGO 


8) 
Z,GYRZ, OEA AAR MTR UE C802 CE, MIEL BLRERUM AIRGEEXEZE UAE 
动 点 阻抗 。 对 于 无 源 阻 抗 zs) 和 zs(3) 来 说 ， 传 输 功率 增益 G(o2? ) Bo RER: 

Gto?) =1- |S, (o)l? 21 |S, G0? =1~ [aos (9) 
=1,2 因 此 ， 为 了 研究 与 预 给 的 无 源 周 抗 2:(s} 相 容 的 传输 功率 增益 特性 的 类 型 , 就 只 需 研究 
有 办 实 反射 系数 pifs) 就 足够 。 在 本 文 帆 ， 有 时 为 了 利用 引进 因子 Bi(s) 而 增加 的 附加 自由 度 
的 优点 ， 所 以 我 们 采用 Si =B POORER. 

A .Youla 药 系数 约束 
对 pi(s) 前 Youla 系 数 药 束 , 可 月 下 列 滤 涩 在 传输 零点 ?ok c jpoi 处 的 罗 朗 级 数 展 开 式 
的 系数 来 表示 


AS) = S Arts Soi)” (02) 
me 

Fis)- SFei(s—sor)” . (10b) 
feri 

PIOEBOPCCEEIEUI (100) 


roe 


对 01(3) 的 基本 系数 约束 。 对 于 zi(5) 的 和 阶 传输 零点 50: 来 说 ， 取 决 于 50; 的 类 型 ， 少 须 满 


足下 列 4 种 系数 条 从 之 一 ; 
d) PIR, Aas Pai $20,1,2, 5-1 
(i) SIDE. Aap =9,1,2, 由 一 2 以 及 (i 一 Parad! Pear 
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DAIR: Asean, 2-0,1,2, ,  - 2K AG, 

GV) RIVZ: A, op, 250,1,2, 4-1, 
HERB RTO o ANE 

ROA OE FECES eil Y oulai d 781 H.E PAE 

定理 1。 42, (905k -ADAR AE, Eose, eio) Bes 的 实 
ABBR, es FANS MBA 


. 2o FG) 
fue = Aj AG 


iS Pirol Fis, i 
KAri DEOS BI 


-£G i21, a 


AER BE UTER Ho G0 WEE RIL RA PR R a 

B. 相 容 性 阻抗 ”参看 图 1(4) 所 示 ， 令 Z, sts) 和 z.(s) 是 两 个 正 实 阻抗 。 如 果 2,2《s) 可 以 
实现 为 一 个 以 (8) WEI. EEA RON, MERZ, oA (9) 是 相 容 的 。 
Za GHI; OAMAMABA, TÉ Jod Wohlers] 10141 Bea FOE RE 

定理 2. ”两 个 非 Foster 型 正 实 阻抗 zx(s) 和 z:(S) 是 槐 容 的 充 要 条 件 是 : 

1) 在 每 一 个 rs) 的 ma 阶 的 零点 :处 ， 


CUR GOES ARES Mis HER, (9 o 172,8) eZ CC s) TEE E AB 


Rien. 
i) Re (ER Ms, - jo BH, AZ. ERR ARE, Woo thy 
Ra (5 的 一 个 零点 必须 至 少 是 m «20, DAR. 
Gil) WFR s.>0. MAR (9) ri (SWE As MRS E BALE RR. 
2) 存 在 一 个 实 正则 全 通 永 数 6(s)， 使 得 由 下 式 所 定义 的 医 营 
1 [G.1-ZuC-9 ) Ma 
2higihc-si) 1+Z,,¢s) Mal- 5) 
ER ee ATER, Pr) =k (99h, (- OMR, (8) = My, (5)Mz CL SITE UD» 
kitc- s), Ms (8) 和 M3373) 在 开 有 半 复 频 平 画 内 此 解析 ， 且 
Ci) Wie, GE SEE Eds, = 各 。 姓 解析 ， 则 911ot5) 在 so 处 最 多 是 AE E 
DBs 或 
Giga, Ges, = jo, RESET 
limit z, ()1G) 
必须 是 一 个 小 干 或 等 于 1 的 实数 。 
C。Chan 和 Kuh 的 系数 约束 BSAA (a) 的 网 络 ， 其 中 ?,(3} 是 一 个 给 定 的 集 总 、 非 
Foster 独 阻抗 ， 它 可 以 是 光源 的 或 者 巧 请 源 鸭 ,以 输出 电流 为 林 的 复 反 射 双 烤 由 下 式 定义 为 ， 


so] G2) 


Vias = 


pl(s)= Jpn G3) 

由 此 得 到 ; 
pic) = Fas eee aco 
EHTPERORZICE! 2 DERI -5)/2, 63) 5 


Zya iS) ZI) — d tZisGMEG) 
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ZG) AO 2.8) 2, oC eon 
Fs ier GO MER, SAR OAO S2 HABE PRB HEAR. ERU 
RESI, SRE EARNS RRR ART 


2,(8) =a. (8-83) "ca, í(5 5) eee tay ea (5-5) te (172) 


ae) 


Z (>S bam) Bigg (SH) 1 4- +h e b (ss) e (17b) 


ACT 8) Z (8) = a88) t e (SHS) n 


TO. CCSS S tie (lie) 


04 (8) =d etss d ei (oso ed, td (ssi) n curd) 
Zp Cs) = hts JO the toe (ite) 


Hpk 是正 实 的 。 
定理 3 42,(5) 


Zu 


ZAA EEUE ERE prosten A. LE 


a8) 


WER SSO RTL RS ERTIES AZ, LG) G2, RZ, GIG) 
ERMMLARHMORAMGHS o HAH EO HEFIR 


ORR ER MPAA, NECI EE I MEC e (OA RRR 
1 一 人 5) 不 为 零点 。 后 一 圳 情况 将 包含 在 条 件 3 中 。 在 前 一 种 销 况 让， 
do=co=1 (188) 
ELE MR, (SOFR, Jl 
dj=0, i=l, 2, 7-1 (126) 
URS Ee, GR mE SR, W 
di2e;-0, ie1,2,".^-m-1 (19e) 


以 及 
di=cp tartm, r+ m+n 2m- 1 (18d) 
jb) FERAL, MALD BAE MA-TIOSA, ERR OMEA, 4i 
韭 z2,(5) 之 极点 ， 因 此 


pi(s)=1+d,(s— ja bao (208) 
其 中 d ES B 

Retz, Go 1/07 d,1»0 (200) 
der. GO RU — POR Ee, dics -1, HE2 Ge 2 EN, 

di=0, is1,2,—,0-1 (21a) 
us 

d,..7-0 (车 为 退化 时 4 (21b) 
agog Pz, GO B mf TR GER S, 

dis6;0, i21,2,",0T&m-1 (210) 
以 及 

dice; iderim,remri,e,rtzZm-l (21d) 

rn CEM IER AED (21e; 


RRA IESE. 
ELTE 


2) TESCBRS E, go WEE WA 
102 G9? [7 1, Rez, cjar<o (22a) 
PRO) x1, Res Go) 0 (226) 
3a) EEA HERB EA, ries zn), PEERI, s 是 zin 的 一 个 mm 阶 组 点 区 
及 是 24:( ~ ABA (nsnm. W 
d, 20,i«m-n-1 (22a) 
dizc,i-m-n,m-—nc],-.,w (23b) 
其 中 
We 2 一 开 十 和 FENCE Caon = TR Cp iO. PS iP eg 
=m-n, man 
-2m-n-1l,dim«n 
以 及 车 m= 0， 上 述 第 二 个 方程 则 不 需要 。 
36) ESE, 08 (5) BOTAN. FES = ;6, 处 ， 它 是 z。(3) 和 zs 一 3) 的 一 个 贡 阶 极点 ， 
着 rz 则 
dize;, i-0,1,",m—1 O48, 
d, = Om, R11 e)/a s, CHRD (24b) 
以 及 车 co = llc: = 0 或 = 1,2, 0, i 


di=c;, i-20,1,2,--,mtd—-1 (240) 

[ML Cng Bo I Gm (24d) 
Um = 1, p 

da= (Cot,  & D /Ca , E RO GAB (RD Qde) 
WRAHM=1fle, = 1, Md, =co=1 以 及 

dj sa ,e./ (a...) (24f) 
SOPRA. IER. 

3, 主要 结果 


在 本 节 中 ， 我 们 给 出 当 工作 在 一 个 给 定 的 无 源 阻抗 的 电源 和 给 定 的 无 源 {或 有 源 ) 负载 
下 ， 权 得 到 所 要 求 的 传输 功率 增益 特 作 时， 一 个 无 损耗 的 均衡 器 存在 的 充 要 条 件 。 

如 果 z，(5) 和 zst5) 蚌 元 源 和 非 Foster 型 ， 则 由 Satyanarayana 和 Chen[11] 所 导出 的 匹配 
BHEW RIE AT MSR, 

D 和 由 负载 2(3) 得 到 施加 于 ps(s) 的 约束 ; - 

2) 确定 一 个 满足 于 上 述 约束 的 可 实现 的 p,(s)。 同 时 ， 幅 信 |P; GO, 必须 在 所 要 求 的 通 
带 范 围 内 保持 一 个 尽 可 能 小 的 常数 、 

3) fSI— A XCIB TR EZ (2. 

4) Bits RIZ. (Az QZAWASE 3583] AMMAR. 

在 =:(s) 蚌 有 源 的 情况 下 ， 可 以 采用 类 但 的 方法 。 其 主要 区 别 如 下 ， 

1) 在 推导 23 (s) 的 约 东 时 ， 必 须 考 虑 整个 网 络 的 稳定 性 。 

2) 在 确定 |p3(ja)| 时 ， 其 目标 是 得 到 一 个 在 感 兴趣 的 给 定额 带 内 近似 得 到 一 个 尽 可 能 
大 的 常数 幅 值 函数 。 

下 列 定理 给 出 了 这 一 问题 的 完整 解答 

定理 4. 念 z,(s) 是 一 个 巴结 的 .有理 的 ， 非 Foster 型 的 正 实 函 数 和 2 (5) 是 一 个 预 给 的 、 
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Va Ae SD, niet, 


Tmo. 


AER, spFoster Aye RIA, Soi (s)AG, CG) 是 s 的 实 有 理 函 数 。 则 由 下 述 关系 所 定义 的 
通 数 : 


Žal) +z, (~s) 
Zaal) = SG ~~ 2,(8) (28) 
B no (26) 


Zi = GG 
对 于 Res 之 0 时 ， 除 了 退化 情况 之 外 ， 这 是 正 实 的 ， 且 Zs,(5) + 2,(5) 守 0,Z16 可 实现 为 以 一 个 
1 欧姆 电阻 器 为 终端 的 无 损耗 双 口 互 易 网 络 N， 如 图 2 记 示 ， 以 z1(5) 为 终端 的 输出 阻抗 Z4。 
《3 可 以 做 得 与 Z: (3) 根 等 ， 其 充 要 条 件 是 满足 下 殉 二 式 ， 
1) (i6) 满足 定理 3 的 条 件 1，2， 和 和 3。 
2) ETE— PREM AGE HO. CO. ETE 


2d-Zua(-5. MU 2 
网: (5) = [EX ANO) Myst sy Bi 688) (27a) 


= X64G-50* (27) 


是 一 个 满足 于 第 24 节 中 基本 系数 约束 的 有 界 实 反 射 系数 ， 令 i= 1， 且 在 每 一 个 2: (3) BA Br 


RTAS. ADO. B 
Zas (3) tZ, 0-5) = 2M a (8) Maa CH) (28) 


SOUP SRS MEREM, (OMM i EAE BE IPIE. RBA (O PLC) 叭 ~- 地 
hzo) A (2) xu CO 式 确定 。 


Zo(s) Zy(s) 
Bio ROE SAP OCAR AY ae 
TE, BH. O2..(9 AZ COMF ReS 之 0， 除 了 退化 情况 外 是 一 个 正 实 函 数 ，Z, 
(8) ++22(5) 寺 0, 且 令 图 1(b》 的 N 是 所 要 求 的 双 口 网 络 。 则 条 件 《1》 直接 从 定理 3 面 得 到 。 


从 条 件 CO 令 
Sii) a (2s) 


sos $,,) 
JEN BET AIE AE H BA D RODA PR. 
zo [77 “| 
0 1i 
可 以 看 出 ， 输 到 端口 是 妇 一 化 到 1 欧姆 的 电阻 上 而 非 归 - -化 到 z. CO. b, fnm 2908. DIRE 


机 ohiers[10]， 我 们 能 证 明 最 普遍 的 敬 射 参数 Su G, f= 1,2) 由 下 式 给 出 ， 它 与 所 示 出 
1.383 * 


(30) 


TH — he BAI Br, 
S,, (5) = 222-1 


ZaUPd (le) 
= s 2M (8) 
OROREN O Zt aT (5) (31b) 
s -= 工 -Zoo( 一 9 。 Maats) ps 1 
mc Tew) Mas aay? G) (31 
R'iBéCOJRSEIE RI Ac inc, 


Ba rmm 
研究 图 3RR RT PEE 


YiralS) By gals) ] 
Fis = 
40 Lies na e» 
NAPE, KOM SIRT ELS OK SIRE RP 
UTOR: (332) 
_ = Meo, 500 aby 
Uis Gyon au Ge o IT T (33b) 
(330) 
HPR (Ob =ar oh (D REL ME Cale) 代入 4230) 得 到 
Pial) =H, (9) /24, (5) (342) 
其 中 
5 1 is 5), M,sG) |, 8*8) 
Wh pay GF oo tats (34b) 


(Sy — My(-85 Rh) 


DOE -ESANS Hi, JURE 
Brak , (9) AFP BE BCE AAS 


为 使 vi GO XETEHRCERCBSCE HAR ST, WF, 
APSE MASE RO (s), WOSA 
hy (~s) ERAPR ME AT, EX & 点 位 于 ji(s) AIPA ER SOF AE ak. 
同时 〈34b， 右 这 的 第 二 项 必须 在 开 币 半 画册 解 籽 ， 旦 无 零点 位 于 jh; YT ae 
平 画 的 零点 处 。 由 此 得 到 [一 2 一 53H , (59/2142. GM, CT S) RT M ORF 
右 半 复 频 平 而 的 替 点 之 外 ， 它 在 开 右 半 偶 频 平 面具 解 让 。 其 i Mooh TZ. 
(C^ D REL EST ALR AFARDAR GD MIC BAS -ZaD 18345 
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半 复 路 平面 的 零 点 处 ，(iiit) 51+Zss(5) 7 是 正 实 的 ， 它 在 闭 右 半 复 颖 平 而 内 无 零点 。 结 果 ， 
我 们 断定 对 于 在 开 右 兴 复 频 平面 内 解析 的 #4.。s}， 其 OCs) 必须 取 以 下 形式 : 

8? (8) = B,(3)8, (6205) (35) 
RPE (5) ME, GESEERIAGE UE, 9,65) T Mau DRR ROBT AIPA ESE ROE 
面 的 零点 ， 它 们 与 六 (Cs) 的 零点 相 重合 ，6s(5) 无 零点 位 于 nO 的 各 零点 处 。 

TEM (33b) 式 ， 仅 当 B(s) 包 含 了 hi ONFALRM PANEL AMMA SR, RU 
yizs(s) 在 开 右 闪 复 涛 平面 内 吓 解 析 的 。 因 奖 Bts)》 EAr (5) FPA SER OP Ne UE SE 
MAN, BRULAUE BG HO CS) 必须 取 以 下 形式 ， 

8*0) = BR(s}03(8) (362 
HO (s)EREM AGER, WW (38) 式 代入 (310) RAR: 


SaL ido. EG (7) 


2AE :UBUH M SE DURSES. (OW RRR 
BQG) ZirS) > 21 (=s) 


Su Tu Y Z. GYVZ, G3 = BQGÓ$ LG) (38) 
其 中 从 (26) 式 我 们 有 
本 Zy (8) ~ 21-8) 
(8) =A, (5) cA CERES) (39) 
im (97) AM (38) RASHES 
6, (8) = IZ), Mss) ,pcsy0s(s) (40) 


142, 9{8) Magis) 


ERR AWS, (s) BARNA 00 是 一 个 有 界 实 函数 ， 且 取 (40* REER. WE 
定 班 1 ， 系 数 约 东 在 z:(s) 的 每 一 个 传输 所 满足 ， 因 此 ， 条 件 O) 是 必要 的 。 

充分 性 ,假设 条 件 1 和 2? 江 足 。 我 们 运 骨 对 于 S20 对， 除了 退化 情 癌 之 外 ，Zs:(s) 和 
Zi (3) 是 正 实 的 ， 且 Zas(S) +aafS) 二 0， 并 且 所 要 求 的 图 工 的 双 口 网 络 N 存 在 。 根 据 定理 3， 
条 件 1 意味 着 在 Re5 兰 0 时 ，Z::(s) 是 正 实 的 ， 且 Zas(5) 42,69) 50, RH 2 说 明 9 (sy> 是 有 
界 实 函数 ， 且 满足 ?4 节 中 的 基本 系数 的 束 。 站 定理 1，Zz:w(3) 是 正 实 的 。 因 此 ，Zof3? 可 以 
RM EP BH NCTE MO NR. Ila. ANE 
REREH CO RPE Z:. (0, fl — HR ILS SLT RR. E AF TASIE 
进行 增 广 ， 使 记得 的 par]jngton 实 现 是 以 下 列 方式 ， 即 从 1 EE ES BEAR ZU IR HZ) 
E (28) 式 的 Z,2(5)， 正 如 图 2 所 示 。 

BRA TRO REN, 4 (20) APER SCO 是 妇 一 化 到 《307 RAE 
RCs), Aik, RITA 


h,ts) ERO 20-8) 


Sas ay EQGYFKAGM (41) 
BAN EAMES, RAYON SORA aE, RES 

S.2(8)8. 20-9) =1-8,,(558,.0-5) (42) 

Sgal) = ~ St S8,O0/8,,C7 8) GD 


dg (4) RRA (42) RAR 
。385 。 


Sis (298 ,,(-3) =— AR V Gyr (8) 
HON (Zi) $29) 12, ,0- 9 RES] (4) 


1 
RPR (8) = Oh (+Z C038) iios Cos, ARA 


S, Gy ZM Comi Go 


8 
LEN (45) 


其 中 Ra (8) = M, (HM, — 5) 917. (8) = msts)m.( 一 s)， 因 式 分 解 要 使 M6063), MTEC), 
m Gm (SER AEE SE ART, OCs) ATE ML, de (D, (2 ROS 
式 台 并 ， 得 到 


LoZut-5S-z5) hs My (8) mc») 
Saa lS) = - Tt L . . pl. 1 t 
nO ZG) AG) RAS) MACH Buca) 


(8) 
(48) 
A (26) X Zi OHARRA: 


及 (ai 一 ni -$:596,C- 51 
D TA, iS) — 0 (895, A, (~ 52—0,( 89] 


=M,,<58)M,q(~s) 


(47) 
从 而 得 到 
= Pld) 
Mots)= wor ion (48) 
其 中 eznfs) 表 示 下 列 函 数 的 最 水 相位 分 解 。 
1-6, C5)61(— 52-5 0,, 00d, 8) (49) 


这 一 固 式 分 解 与 HuCs) 和 Mi3( 一 5) BARGER RTH ROMER EB. ERP 
zigs) 的 &: 阶 的 传输 零点 So 中。so :是 ri(s) (OAF (Cs) 的 bl 阶 零点 。 但 其 第 一 类 的 系数 
AUR Rs, BD BA (5)- O.COM, BM (26) 式 我 们 看 到 Zo) 42,18) 是 正 
Scie, EFRALM FAP PRAMS A. Msc EEA- 6,63) Re, 阶 零 点 。 因 此 
My q(S)AIMTNS)TEFE ES TAT, H OBAE- Aho 的 最 小 相位 因 
式 分 解 。 
从 27a) 式 我 们 得 到 
AM, GOMA CT S) 


1-6,006, Co Do pez, 0s] Que 9 ut? 


(50) 
其 最 小 相位 因 式 分 解 可 求 得 为 


2M, 


LtZs) wb 


Ban (E) = 


把 (263 和 (48) 式 代入 (46) MWER (27a) 和 C51》 C EGER RE m GO /m, Co s) 
A,C0B,C- 2, ARR 
222(S)~1 mi) , B,C- 5) 


- BE 一 S)02 
Saa) S Bal mS) AGO Os) 
a Zull pegate sees 
= per Bi ~s)02( — 56505) (52 
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令 Y.C5) 是 图 3 的 增 广 双 口 网 络 避 的 时 纳 矩 阵 。 YG AER CFT DUA (D, (48) 和 
《467 式 的 散射 参数 Sij(s) 表示 成 


1 
Uia) S117 SC) (53) 


= Mi (SIM (5) gs) (54) 


Pieks) PEE COR = =. D ae 
us Bru = re LG) eT 


= H 
METIRI on 


为 使 Vi OERE ES BOE IAN ERG, OCs) 必须 包含 zt(s) 的 第 工 类 至 少 为 司 阶 的 传输 
零点 。 因 为 第 类 的 z,55) 的 传输 零点 也 与 r,s) 的 开 右 半 复 频 平 面 的 零点 司 阶 ， 同 时 Bi(S) 是 
Hir GO RIT ES OP ARE, BP LS RO STS Be 


865) = By (s) (58) 
把 此 式 代入 C52) 式 得 到 
2ZuG-1guü 
Sa (o TP 8) (7) 


SE MMoFBalabanianli2 sR, ERM Darlington rk d SR BE, REZ, ,(s) 利 用 相同 
MAF Cts REDS FARES GUN UE GHI", MTA AM S.L (SME JUR 
S..GOWIRREN, BU 


- a 
Sites, co ESS (58) - 


此 处 S,sC3) 是 由 2%, 068) 未 增 广 时 而 直接 得 到 的 。 
因此 ， 如 果 Z0) 是 用 与 0:00 之 相应 的 同 阶 零点 进行 详 广 的 话 ， 我 们 便 得 到 一 种 新 
的 实现 ， 其 输出 反射 系数 为 名 G) 


] Z,,(05-1 
28,,€ 010) = 2225 
BG) 85,4 G)820) DOES (59) 


HAR, MRZIO RRRA HA LEGES IER AERAR, ma 
示 ， 刚 规 一 化 到 2 欧姆 电阻 器 的 输出 反射 系数 为 

Z uo ZnG-1 

$:G)- Zs) +1 (60) 


KGAUEHIZIQU)-Z.Q00, GHEY, 

这 一 结果 的 意义 在 于 ， 它 可 用 来 车 任意 负载 〈 它 可 以 大 有 源 或 无 源 ) 与 无 源 频 变 信和 呈 源 
骨 抗 z,(5) 之 癌 得 到 一 般 匹 配 问题 的 黎 答 ， 给 定 一 个 无 源 频 变 信号 源 阻 抗 z,(5??， 有 源 或 无 涯 
SERENO. 以 玫 预 给 的 传输 功率 增益 Clo"), RABA Clot) 确定 满足 定理 3 的 三 
个 条 特 的 可 实现 章 输 玛 应 射 系数 pi(5)。 从 【25》 式 根据 定理 3 计算 Z:*(s)， 要 保证 在 Res> 
DM, CHET, WHA Zss(3) +2790, 然后 我 们 确定 一 个 实 正则 全 下 函数 gu(s)， 使 
得 如 (27a) 所 定义 的 (2 是 有 解 实 函数 且 注 足 24 节 中 基本 系数 约束 。 最 拔 , 我 们 许 算 (26) 
RAZ o, CARIBE, PA RRR LAW, Zl Go SR EE 欧姆 的 
TABLES CURE SSI SRN 的 策动 点 阻抗 ， 如 图 2 所 示 。 如 果 从 1 UR LA A AE 
KAM GZ COEZ2 :63)， 则 双 日 闽 绝 就 是 订 要 求 的 匹配 阅 络 。 另 一 方面 ， 如 果 Zi. 
Z,,G), WZ OSAERA FIBSPI 3E 1:22 3988 2r EA QUO AU f] Darlington 3:94 
PA RKI RAAHE RAE EZ is) I FES Darlington 实现 的 双 口 现 络 就 是 南 要 求 

1387 * 


WEER 


结 论 


在 本 文中 ， 我 们 把 宽带 匹配 理论 推广 到 包含 让 无 外 或 有 源 骨 抗 及 频 变 信号 源 阻 抗 的 情 
况 。 主 定理 叙述 了 关于 复数 输 肖 反射 系数 的 充 要 条 和 件 。 其 结果 可 以 应 用 到 当 工 作 在 一 个 给 定 
的 无 源 信号 源 阻 抗 和 给 定 的 有 源 或 无 源 负载 上 ， 为 得 到 所 要求 的 传输 功率 增益 息 性 ， 确 定 了 
无 损耗 均衡 器 存在 的 充 要 条 炸 。 详 细 的 设计 方法 和 说 明 性 的 十 子 将 碍 另 一 篇 论文 中 第 册 。 
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三 十 、 宽 带 匹 配 一 般 理论 


摘 要 

本 文 给 出 了 在 给 定 信号 漂 蛆 抗 和 负载 阻抗 以 及 预 给 传输 功率 增益 特性 时 ， 当 一 个 无 损耗 
的 豆 易 均衡 器 在 两 个 给 定 嚼 抗 之 间 工 作 ， 答 得 到 所 襄 求 的 传输 功率 增益 特性 ， 这 一 均衡 器 在 
在 的 充 朗 条 件 。 本 方法 的 洛 义 在 于 这 种 均衡 器 的 实现 问题 仅仅 涉及 到 Darlington 理论 的 策动 
点 综合 问题 。 

1, 引言 

在 一 个 负载 《由 一 个 电容 器 和 一 个 电阻 器 的 并 联 电路 而 攀 成 ) 和 一 个 电阻 性 的 信号 源 之 
间 设 计 一 个 最 焦 的 均衡 器 使 之 匹配 的 问题 首先 由 Bedef1] 进 行 过 研究 。 Fanol 2 ] 推 广 了 Bode 
前 工作 ， 并 且 用 十 分 一 般 的 方法 解决 了 在 一 个 任意 泡 源 负载 和 电 胃 性 信号 源 之 问 前 阻抗 匹配 
ME. BE, Fang hF EUBA ERNA A Darlington tA a A RENREN, 
FEILER Bh A ay MyDarlington eA eM, FMT AMMAR, 其 次 这 一 方法 不 易 
MOBPTGHiRfRdROUgEGL. SEP a BUR 465 [3, 4], Youla 5 ?导出 了 一 种 新 理论 而 避 开 
了 这 一 困难 。Chan 和 Kuh[ 6 TE TCU MIE Tiit. A~ MAR RSSTIUIS 
方法 是 由 Rohrer[ 7 J 所 提出 的 。 | 

在 许多 实际 情况 下 ， 可 供 使 用 的 电子 信号 源 ， 特 别 在 高 频 时 并 不 是 纯 电 阳性 的 。 因 此 ， 
在 设计 级 厨 初 合 网 络 讨 ， 例 如 ， 所 涉及 到 的 各 级 之 加 的 输出 阴 抗 和 输入 阻抗 便 不 能 用 一 个 纯 
BREL. ARF, EKM Peterson, 8 IHN, Bit- PICA, E 
FLAT AE AY RS [8L P UE LE ERN], Fielder’ 9 ] 沿 着 这 条 研究 路 线 较 
PRUETT TIR dE, MVR TEA RA TT MAE eS A — 4 BUR BO 2606 
BE AUER LL, LICE ARH Darlington 等 效 网 络 仅仅 局 根子 终端 
接 一 个 电阻 器 的 情况 。 这 个 问题 的 -- 般 解答 是 由 Chien[10] 在 最 近 给 出 的 ， 他 提出 了 一 个 在 
用 预 给 传输 功率 增益 特性 表示 对， 散射 禾 阵 对 在 的 充 要 条 件 。 所 要 求 的 匹配 网 络 可 通过 任何 
已 知 的 方法 ， 用 实现 散射 矩阵 的 方法 而 得 到 。 但 对 于 这 一 点 ， 就 其 本 身 来 说 ， 江 不 是 一 件 简 
单 的 事情 。 

本 文 的 自 的 是 给 出 在 两 个 任意 的 无 滨 阻 抗 之 问 的 一 般 还 配 惠 论 。 这 一 理论 各 开 了 娶 用 到 
信号 源 和 负载 旺 抗 的 Darlington 等 效 网 络 这 一 要 求 。 均 衡器 的 实现 仅仅 包含 了 Parlington 理 


论 的 策动 点 综合 问题 。 
2. 初步 研 究 
在 图 1 的 双 口 网 络 N 中 ， 令 z;(5) 和 2a(5) 是 两 个 无 源 、 非 Foster 型 终端 阻抗 。 可 写成， 
re(s)=(z)(s) + z;(—s)]/25h,(S)hi(—s5) i=], 2 a 


HG AED SAEC BEAR ROGO LRL 1C) 8 S FPA BEY EE (REO 内 解析 。* RITE 


，。 AEEGRACONI BUS S£ OUR DIE PDC A E CANAD RRM TET MA 
* 389 * 


POP Co $E ACE REESE EE RISE HET s CO ANE Ae BH A B 
Jp. ESRB + me RA, 其 中 一 个 是 由 TOC SAAT AES BUF BIET 1, 2, 
c. UO BF EX AY STTE IM AE BLA s), 


Era 
均衡 器 7 zt) 


Ze ` Zyls) 
图 1 SERLO ERAR URGERE ELS ER 


Ais) [T 25% Ree:>o, i21, 2 (2) 
i-i d 

ATR OMT EES BUETUNSE AE SUCCEDE BS), B 

hi (s)/hsl — 8) = Aj(s)BiCs) (3) 
可 观察 到 ， 对 于 在 实 产 精 主 的 正 实 画 数 zifs)、aiCs) 和 ji(- 5 是 解 析 的 ， 从 (1 和 (3) R 
得 到 

2h, (5) = 2r, GÀ (2B; C) = F;(s)B:(8) o 
其 中 

Pils)=2ri ALS) i=l, 2 (5) 
EWKA, CERT A Hig AOE OLEI A OL SEZ, GO RULES (SBE RAS) 和 
SOEKI 3 ] 中 表示 成 ， 


SuG)-2B;G)A() i=l, 2 (52 
其 中 
pito AG) Ze) T nC 8) n 


FRORA 
Zi GYRZ, O2 BEL OA IBOR Az OMO, BURN AA AD ET 
PEEBRARER GLA). BARONE AEN.” UGH HEC DNA 
下 列 关 系 用 pi(ja) 来 表示 ， 
Gat) =1~ |S, (o)|* 2 i- 15, Go)? 
=1-[e¢jo)'? i-i, 2 (85 

Bub, Ai BRL AMAR RM A) 相 容 的 传输 功率 增 车 特性 ， BESET Ee 
反射 系数 ms) 即 足够 。 有 时 我 们 还 发 现 ， 贯 穿 于 本 文中 ， 为 了 天 用 引入 因子 Bi(3》 而 产生 的 
附加 自 让 碾 的 优点 ， 采 用 Siifs) = BIG CORRER EUER. 

对 于 一 个 给 定 的 姐 抗 2;:(s) 米 说 ,函数 ri(s)/z1(3) 的 名 重 窜 有 半 复 频 平 而 零点 0; 称 为 21(3) 
的 名 阶 传 给 零点 。 传 输 零 点 通常 分 为 4 神 互 不 相 窑 的 类 型 ， 令 st=0oi+ 各 it， WEF co: 和 
cO, so 则 属于 下 列 各 种 类 型 之 一 : 


^ WET ABRER. 
+390 © 


RS 


9,770 
它 包 揪 了 所 有 开 右 半 复 频 平 面 的 传输 零点 。 
第 [类 
da= OM z Ga) - 0 
SITS 
Foi = 0 和 0< [25 (Foi) | co 
RVR 


Gai = 02: G9, | = oo 
BPP OEMS Moss BAT PUE Bore s. AE MEE DOS CROSS, 
Axs) = DAs so (2) 


Per] 


Fis) = Y Fals 16) 


5-8 


OLS) = D puGosqu* ap 


对 pi(5) 的 基本 约束 


对 于 zi(s) (i=1，2) 的 每 一 个 名 阶 传输 零点 so:， 了 下 决 于 si :的 类 别 ， 必 须 满足 系数 条 件 
的 4 种 集合 之 一 : 


EIE 
Anac-pu, T=0, 1, 2, 0, >I (12a) 
BUR, 
Ag= Pig T=0, 1, 2, 0, BL 
以 及 
KA, i7 Py D Fasz (25) 
BHIR: 
Asi=pop 229, 1, 2, 0, Ain? 
以 及 
[Aci T Preis Tuam 26) 
第 下 类 ， 
Asc Pei, T=0, 1, 2, 0. Rd 
UR 


Fg tA- Pa ai (12d) 
a- dez UD TEE SUO ARTA he 
xe Ra EREK aE outa s MAH. Be Fee 
定理 1. 
令 zi(s) 是 一 个 顶 给 的 、 有 理 、 非 Foster 型 正 实 函 数 ，p1(5) 是 复 变 量 s 的 实 、 有 理 函 数 。 
Wal BE FSG AG SE CR E 


+ RRAGSRE ETM, KAMIRAE TR FORRES ERE REAR RAG. 
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Fits) 


Zaoz 02 
D= Tats 


-46O) i=1, 2 aas 
RES Bett AER Bo CODE BERE MERC CUD SCRIP RRENEN, ERA MMP CD 
由 (2) 和 (5) 式 给 出 ， 且 由 zi(s) 所 唯一 确定 。 

3， 一 般 理论 

如 图 1 所 示 ， 给 定 两 个 任意 非 Foster 型 正 实 隆 抗 21《3) 和 zs(s) 作为 信号 源 内 阻抗 和 负载 
Hit, BUTS AS, WI AR, ABAR Gtw*) 作为 传输 功率 增益 特性 ， 我 们 的 
主要 目标 是 在 z,(s) 和 z:ts) 之 间 插 入 一 个 无 损耗 互 易 的 双 口 匹 配 网 络 以 实现 给 定 的 GCo?*), 
研究 这 一 匹配 网 络 存在 的 条 件 ， 此 外 ， 若 存在 这 称 网 络 的 话 ， 设 法 使 其 实现 。 

. HKSEA 1 的 网 络 。 令 Z,1(3) 和 zs(s》 是 两 个 正 实 阻 抗 。 如 果 Z11(8) 可 实现 为 一 个 终 
SH SA BEM RS, WZ, Re. AA. AVAPRO 
由 Schoefflerf11]，Woblers[12] 以 及 Ho 和 Baiabanian 提 出 。Schoeffler 和 Wohlers 研 究 了 正 实 
姐 抗 的 词 题 ，Ho 和 Balabanian 把 他 们 的 结果 掺 广 到 这 些 隆 抗 国 以 为 无 源 或 为 有 源 的 情况 。 我 
们 注意 到 ， 在 相 容 性 旧 抗 问题 中 ，Za :fs 和 2:59) 是 规定 前 ， 而 在 匹配 问题 中 , 传输 功率 增益 
特性 G(e*) URAR MEA 和 zaf(s) 是 预 给 的 。 因 此 ， 在 前 一 种 情况 下 ，Z.1(5) (因而 
2 (5)) 归 一 化 到 一 个 选 定 的 阻 流 叶 ， 它 们 是 汉 定 的 。 在 后 一 馆 吏 下 ， 我 们 利用 在 pi:(s) 中 引入 
开 右 于 复 频 闻 面 内 前 零点 ， 则 可 日 由 改变 Zi GO. ANG) Me. io) ea (8》 式 而 建立 
SER WS, PT AAG AEE RELIC RE (UOS JE RETE DS Ji — R A UC 

Fil, RURMAAAAY RAE, RP AERAR KEER 
定理 2. 
SE, (MARR, THM, dkFoster MEXR. MZ (Ms) 是 相 容 的 充 
HAL (Efe PCIE MS AGENS. CO, HT eR Ae 
6m bry tes) Mat 


x Bs) 
Ty Mi) a (890, (s) (142) 


= D palse s)" ， (14b) 


Senec (2) 式 的 有 界 实 反射 系 致 ， 比 处 在 i = 2 时 ， dez.Go Mk EE A 
dudo, XC 
Ry (8) ={Z, 168) +2, Co 9)/22 M,LGMM (- 58) (15) 
M, (ORM OERE ES BOE AAT.” SERA, (Ss), BIGYRFIGOBR (2), (3) AG) 
式 给 出 ， 旦 由 2s(5) 所 准 一 确定 ， 它 们 三 者 在 5, :处 的 展开 式 在 CO. Q0) 式 中 给 出 。 
ih WRZ OMA ORAR RR. WA FAA E ER 


fao AGE Gr DAO 99 
可 利用 狙 局 的 再 子 老 上 分 子 与 分 蔷 多 项 式 而 进行 增 广 ， 邱 得 所 得 的 阻抗 画 数 可 实现 为 一 个 终 
端 接 1 政 拇 电 胃 器 的 无 损耗 双 口 网 赂 的 策 劲 点 明芳 ， 从 1 SA HNR 
PPB RZ ..6s), B27,(s)=Z,,(s) C2. 


. ERM WRAL BEEN, WÓXGOSBDUUSUBTIRISCRAORO RA. . 
13925 


eo EAE AT ESR PRI, 


zuls-ezuis) Zee) 


图 2 SAN LR JURY SEEN EEE Anii 
ETE 8 JUR IURI ME PR, MPR PORE EE 


LII PII cro 
SP BUS eR S PEG (Cot). 出 发 ， 利 用 解析 延 拓 理论 得 到 GC -~ 50, HER 
p,e ue (s) (17) 
E kkm 
asy 


PLSP (S) = 1-2 G(C 87) =P, (8) p46 S) 
PU —MEBRE MS BM, 0.00781 GC- sS21 的 最 小 相位 因 式 分 解 ， 若 ?fs) 存 
de. WOES), PRR RBH CUD A (= 1)。 从 定理 1。 正 如 《〈!3) 式 所 定义 , 函 
HZ. ORERRY, WEAN RANE OFE WEBA OAR. MES 
2 ， 这 就 等 价 于 利用 选取 适当 的 实 正则 全 通 函 煞 。g (53)， AMARE Cie) 式 的 有 界 实 
RHR, GODUE UO RRR. MRM. (OFE, MG EMM ERLE 
TRAH. FANT Ul we BE ATE Shek A NE ER 


定理 3 
给 定 两 个 非 Fostez 型 正 实 有 理 函 数 z:(3) 和 zz(3) 以 及 侦 有 珊 函 煞 G(o2)， I<G(ay<1, 


NAM RE BO, ARRAS). BPF), (81, 2le,(s) C, (2) 和 (5) 
STR BE So OO 81 ~ G(-s BRUNO DE ESL WER AAG, 5) 的 信号 
EMARIA DZATE, KEIRADES GO), MFE- ERINA 
HARRE 

O XETE— -SOE E AOI BHU), EE d P RTE ER 


pi Gm cnin C) 


dez. CORE — eh EHE A, EAER 0D ROARK, Jibi 1, 
Gi) BE-PREMS BRE, 00, M13 FARR Me 


w= 1-Z.;(-3) Mii» n 
$m Cx os) Be OD [C] (202) 


an 


= Ds (20b) 


dez. GOES AE — rf E TERRE s, XECTRWEUJEGRHEADE C2) 式 的 有 界 实 函数 ， 此 处 
i-i, HOHé. Ries, HZ GG #2430 - 92 = Mi (9M 10-5), Mii AM) 


EASES AMT, E. 
©3956 


Fics) 


Z = 一 -一 -~ 
”AT 


—2,(8) en 
wH, 

BEE, +H SERN 实现 了 传输 功率 增益 特性 Gtos)。 45 cs) 是 N HUA kB} 
219 HARB IS 


z) 


Zub 
Sut 


B: FA WS ey Pe a ES EREXIT SOR 


因此 ， 对 于 岂 有 的 0， 我 们 三: 
1p; Gian |* = |0,j@) 2 2 1- Gia?) 


=15,,Go)[*<1 . [C27] 
RRES Cs) MeO R E SERIA S (o, R 
LIMOLELESOLEC (23) 
MCG) mo A, mde. (OAT ARO AMAR Z ,,(s) 可 表示 为 。 


z = Fils) V ios 
ZuG aA SSSu 70? 


BUS Z. OFERA, 则 从 定理 1 ,函数 
By(~ 5) 81, 0) = EB, Cos) Goes) (25) 
必须 是 有 界 实 函 数 ， 这 意味 着 1; (3) 必须 包含 作为 其 一 个 因子 的 B,(5， 或 某 一 个 实 正 则 全 


ET. E LIONE 
n: (5) = 2()B, (3) (28) 


(24) 


ART BB 
B,(~ 535, (8) = Gu) =P: CS) (27) 


且 条 件 (i) 直接 从 定 一 1 而 得 到 。 从 (21)。 COMOD R, RIAZ (8) =Z (9) ,这 一 结 


#52, GU OREM Ed, BAER, BP (ii》 是 必要 的 。 
充分 狂 ， PRED MGS RAVE RAO TR. CRE 
LOD RZ , GORGE ScR BECRUS dE Poster a9, TEZ, , (S) Ble. Gio Jede Foster WAJER AL 
Hb DA GD MEM, Z(M (OMA MW (160 RIE L Za 
WALA TR LED TS OES UCARDTINS’, LUT eR mm MCAT DISS — Ae 
HEL UE LE ERE NAN LER, Me (MA, MUKI DARLES 
堵 进 去 的 输入 阻 就 是 Z,,(s)， 如 图 2 所 示 。 我 们 i 了 这 一 双 口 网 阁 N， 妆 其 工作 在 如 图 1 所 
示 的 一 个 内 阻抗 为 21(3) 的 信号 源 利 一 个 负载 姐 搞 之 间 对 ， 将 得 到 传输 功率 增益 特性 G 0), 
为 了 看 清 这 一 点 ， 令 S,; ( 习 是 N 的 归 一 在 到 轩 抗 zif>) 上 的 痢 入 反射 芝 数 ， 因 此 我 们 有 ， 
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AST 


E] 


2h) Za) ma sy 
AE eD 


把 C21) 式 代入 (28) 式 ， 连 同 (3)、(5) 和 (19) 式 一 起 ， 得 着 : 


S, 1(8) = B, (s)p, (5) = Ms)B, ts)pn ts) (29) 
FE UE i Ho RED CR A MERD: 
1-|81, Go]* s 1- 12, Gas |* 
(30) 


=] = |[puG@); 7 = G(a?) 


定理 证 毕 。 
在 信号 源 阻 抗 z: (*》 为 纯 电 用 的 情况 下 ， 定 想 3 退 化 为 众所周知 的 Yoular53 的 结果 。 


#1 
维 定 一 不 非 Foster 型 、 正 实 、 有 理 画 数 z,(3) 以 及 一 个 实 闫 变量 % 的 有 有理 伪 函 数 G(%*)， 


XCBBIXDÉCEdRe, 0-GüOe])«1, HERRA, E, BOO. FIO) E, (3) 
和 (5) ABE dUEM. FOP p(s) E -G(-s* RABI, NEE REN u A 
ROW, SELET-TABAR MES RMARKSHZAOZAN, RBBB ig 4e 
输 功 率 增益 G(oz)， 其 充 要 条 件 是 存在 一 个 实 正则 全 通 函 数 &(s)， 使 得 由 下 A A EM OR 
pa 


PODE EEn) = Ds Sa) 《317 


是 一 个 满足 系 玖 约束 QU) 式 的 有 界 实 函数 ， 此 处 ;= 3， 在 2,(s) 的 每 一 个 如 阶 传输 零点 ss 
Ab, Fb. RB. 


mg. 
EEM, Aen R:。 出 条 件 CD KEWER HOD REZ, (ORX: 
BEZNO 
B= Tp) (32) 
其 侦 部 可 得 到 ， 
1-8-5) 
Bra 077 TI 
2 
“Tis e@]li- pt) (383 
从 而 得 到 ， 
Py aml Sd 
MO = TG [2T 


HAC an (D EGOS = Part Pius Co 52. 的 最 小 相位 解 。 把 (32) 和 (34) 式 代入 (20a》 


A BAAD 式 一 起 ， 得 到 ， 
$,G) = EN- 8) 06 — 4B (sO (590 as GXMP aml T 2 


(35) 

现在 我 们 可 以 写成 ， 
Pal = p GO = E QUÉ. 5) (362) 
(38b) 


Pian 2 / Pa eu Co 8) = ES (SE, 0-8) 
1395 © 


MEARE, (5),82 (8), E, CO RIS, OO PSIG, — D MIE RRS BOP TES AD OTER 
频 平 面 的 极点 ，P1 sw Cc AREPA FERU ARO an - 3) 的 开 右 半 复 频 平面 零点 所 定 
RAGS Mie BM. HURIRIE PR ESHA PEGA) HO), MO, BREEN, 
Pa D fp al - OME AER EROS A, RMN HO, CÓ, A 


G,(s) = 6526. (5, (08, (5) {37) 
ERBE, GOXAU (GO, flit FEECGOH GDSS 

EG) = E, (SE 628. (838, (8) BL GYnG)81) Ge 
BAM, NURGSENARPRERAÁTR, RTT EM Se, 

ms) EI CSE (8985 (898, (5) B, (S83) (39a) 

8,0) = 6, (8) 8, (8) E(8) ` (39b) 
把 636) 和 <39) 式 代入 (35) 式 ， 得 到 : 

(8)= +8(8)p,(3) ao 
上 式 表 明定 理 3 的 条 件 ( 二 ) 即 是 本 推论 的 条 件 ， 推 沦 证 毕 。 

4. BRAK 


SEIT, RUM, WADER, CORMMAZ. o (OTDM, BET 得 的 
PEE HY Darlington 816 3:30 7g — At £638 8:1 10:38 rs REL B8) Gd PR NE CER EL 
pxdupI d tEdupt MCI MESURE T PLTSLPNEC E CORAZ 《3)， 
RRENEN,  WEDEAGEBH, BLU 

FG) 
ALG) — 6,65) 
是 下 实 画 数 。 一 种 增 广 的 方法 由 Ho 和 Balabanien[C132 给 出 。 双 口 网 阁 N 是 所 要 求 的 匹配 网 络 * 
当 它 在 一 个 内 阻 找 为 z.(3} 的 信号 深 和 旬 费 2*(s) 之 间 工作 时 ， 得 到 预 给 的 功率 增益 GL@?)。 
dE EHE BUS GO RAEE F, Z.oooziG) 的 增 广 是 不 必要 前 。 为 了 看 清 这 -- 忆 ,我 
们 在 (41) 式 中 求解 bs(5) 且 得 到 : 


Y g(t) -2 s) _ Sats) 
$,G) ASS ZoG) ved) ^ EGO (42) 


WAS: COJEIH — AEB IK MRN CI OB SEXE" VIP UA Z C) OBESE UL BID He C8 8948 t 
STR, USER Se ey SEE I EO 
1-Is09)]*21- |6,(fa>!* 
aie Ip (io) |? 2 Got) (43) 


Zi )(3)= -2,(s) a) 


这 正 是 所 要 求 的 。 
为 了 计算 的 目的 ， 把 (20a) 中 的 M,,(s) 显 式 地 进行 表示 是 方便 的 。 我 们 来 计算 Z11(5) 的 
偶 部 ， 从 而 得 到 ， 


- rs)G( ost) . 
Ra TAT PA ps an 
它 可 以 因 式 分 解 而 得 到 
My its) = EPa) 


AG) - PIU 5) 
Xo... AMAP, ERED 的 最 小 相位 因 式 分 解 。 把 (421》 和 ( 伍 ) 式 代入 420a) 
得 到 
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LAGE P) y Pron) 


hyC-s) P, 8} 
A Si 108)" -p,(~s){14+2,¢-5)} iat 
AQ Tea) pI mately RO 
(48) 
WME (O+, WUO 式 可 以 写成 
2 PremS) l-pieni) ape 
dO TV ps B.(s)B, (503 (5) (47) 
其 中 ) 
1+2 -8 
fey ag) 
我 们 将 用 下 列 例子 来 说 明 上 述 结果 。 
例 1 RNAAR AA AOA S ANR RA, RRENDAK: 


R,-i0, R,-10, C.=2F, C,=0.25F 


该 均衡 器 要 求 达到 3 阶 低 通 巴特 沃 思 传输 功率 增益 竺 性， 
K 


GT VES 249) 
| s 
» 1 无 损耗 T 
1 a 均衡 器 Gm iR 
| N [LL 
图 4 GGREDKMUN A ERROR AER RE 
* BAA 34r PUEROS ECCE OB iDuX., ec IUS. 
[9 UR UURL A RBLELRT BAA: 
aws B= (50) 
’ 从 而 得 到 
! n = ge no 60 
: BU, 2, COR O ME MA EDO E FH SE AEE, = As =1 和 5 = sea= oo HER 
一 些 需 求 的 函数 ， 刊 用 在 sc: = ss = 处 的 罗 妆 级 数 的 展开 ， 可 算出 如 下 
Avs) = TL 
2541 5 sg* (52a) 
(32b) 
7 (53a) 
" (55b) 
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BBG) = BefS) = -1, POPS CB, UD 和 (18) 式 可 写成 ， 


G(-s*) = Dus = Prem(S9P aml — 8) 


PLDP S) = p Gp, (o5) sat L7 V7 
é is 


其 中 ae =l- K Rp sye。(54) 和 (55) 式 的 最 小 相位 解 为 ， 


vK, 


Pial) ISI Farr1 
PS za t 2g! + 29 31 


S° + 2s? +2541 


把 (17) AFERE WI 408 en Sen GO [8] a 
对 于 某 个 整数 b， 


5 S-P 
as) = IIsrp Re ee 


把 (57) 和 (58) 式 代入 (17) 式 得 到 ; 


; 
EA 
tos= nents) = [T2] 


SË + 2as? pesta? — 1- for 
S*.2r 28d —— 5 


对 于 &, = 1， 上 由 z1(3) 所 加 的 第 TI 类 约束 ( 即 (12b) 式 中 令 i= 1) 变 为 ， 
Ay = Aer 


AnP ug 


21 


为 了 满足 (50) 式 的 约束 ， 我 们 必须 选取 (59) 或 (19) 式 中 的 正 号 ， 因 为 Au: =1, M6520), 


(53a) 和 (59) 式 ， 芍 束 (61) 式 变 为 ， 


s 
212K pt S142 Dp 


fot 


国 此 ， 为 使 Es 景 大， 我 们 对 所 有 的 i， 令 p:=0， 从 而 得 到 : 
Kemas = 63/64 
且 从 (56) 和 (57) 式 ， 我 们 得 到 <54) 和 (55) 式 的 最 小 相位 解 为 
68/8 


Bine = Ea SET 
"e QS ES s/2 - t/8 


55 -2s* £2541 
县 p13) = aufs)。 将 这 些 式 子 代入 (47) 式 ， 得 到 ， 


6,0) = 12795 lg (s) 


455-9548 ^ 


. 398 >» 


(8) 


(59) 


160) 


(615 


(62) 


(66) 


其 中 


f(s) =1~1/s (67) 
MHESCOAMRE, NEMA MA, (OY RMR. MFR Pee, 
< S-i 
8,0) = [L Re qim (68) 


$+ 


利用 GO ARRA), QOMES, = 3 处 展 成 罗 岗 级 数 为 
3+4 5 a 


to (69) 


$:G)- Po ius. 1- 


对 于 = PIER, dle (ORMARA, EODD EA 


Ayia by: (70) 
LITERA 
Fos (71) 


PpROO) RBA. M520), (530 40089030, MDRCI) REN: 


8-424 72) 
为 简单 起 见 ， 对 所 有 的 i， 选 取 49; =0, AGNI SO, (5) = 工 以 及 
_ 4s*—8s5-1 
oats) = Troe re (73) 
CRRA SWE CO 和 5ii) 是 满足 的 ， 故 可 以 综合 所 要 求 的 均 得 器 。 
BT RK, ROU AA RZ, 00, HBB 
2 A(12s5! +57s8+56) —— 485 4 36 
Zi) = SED Gis? rios +26) 7 EOS + 188 C38 
=e) t 
55/124 Go 


12:77 +377 


RS WEE JE 7C FOIRE TE CHE, RNR TES ERTS 
场合 下 ， 我 们 重新 计算 从 z1(51 看 进去 的 输入 阻抗 Z11 3): 

Bs-12847 z 
3(25 +3) 


FPL (3) CAD REN. 


Zo "m (7s) 


in He 
3n 


Eis 例 1 中 记得 到 的 无 损耗 均 密 器 


4399 * 


结 论 


已 给 出 了 一 个 无 损耗 豆 易 均衡 器 存在 的 充 要 条 件 ， 它 工作 在 一 个 具有 给 定 的 内 阳 抗 的 售 
号 源 和 给 定 负载 之 间 有 时， 得 到 预 给 的 传输 功率 增益 特性 。 这 一 结果 的 意义 在 于 如 天 了 和 需 得 到 
信号 源 与 负载 阻抗 的 ParIington 等 效 网 阁 的 要 求 ， 也 避免 了 实现 复数 归 一 化 散射 矩阵 的 要 求 ， 
因为 就 这 一 虚 来 说 地 并 不 是 一 必 莘 单 的 事情 。 在 和 处 的 方法 中 ， 均 街 妖 的 实现 入 仅 涉 及 到 
Darlington 理 论 的 策动 点 阻抗 的 综合 癌 题 。 

天 用 宽带 匹配 理论 来 进行 玻 计 的 方法 和 说 忆 性 的 例子 ， 将 在 另 文中 盘 述 。 兆 其 是 ， 我 们 
将 导出 几 种 在 实际 信号 源 和 负载 之 间 实 现任 意 阶 的 巴特 沃 思 和 和 切 比 委 夫 传输 功率 增益 特性 的 
增益 -带宽 制约 关系 。 
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